
MATEMATIKA 3
• Diferencijalne jednaqine •

4. qas: Linearne nehomogene jednaqine sa konstantnim koeficijentima

Jednaqina
a0y

(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = f(x)

naziva se linearna nehomogena diferencijalna jednaqina sa konstantnim koeficijentima.

Zajedno sa ovom jednaqinom, posmatra�emo i ǌoj odgovaraju�u homogenu jednaqinu

a0y
(n) + a1y

(n−1) + · · ·+ an−1y
′ + any = 0.

Ukoliko je yh = C1y1 + · · · + Cnyn opxte rexeǌe homogene, a yp neko partikularno rexeǌe neho-
mogene jednaqine, tada je opxte rexeǌe polazne jednaqine dato sa

y = yh + yp = C1y1 + · · ·+ Cnyn + yp.

Videli smo u ranijim zadacima kako se odre�uje opxte rexeǌe homogene jednaqine, tako da nam
je te�isthte problema u odre�ivaǌu partikularnog rexeǌa.

Metoda neodre�enih koeficijenata

Ukoliko je funkcija f(x) narednog, specijalnog, oblika,

(1) f(x) = eax [Pm1
(x) cos bx+Qm2

(x) sin bx] ,

gde su Pm1
(x) i Qm2

(x) polinomi stepena m1 i m2, redom, tada je partikularno rexeǌe oblika

yp = xkeax [P ∗
m(x) cos bx+Q∗

m(x) sin bx] ,

pri qemu su P ∗
m(x) i Q∗

m(x) polinomi stepena m = max{m1,m2}, a k vixestrukost korena a+ bi u
karakteristiqnoj jednaqini a0λ

n + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0.

1. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ − 2y′ + 2y = ex(2 cosx− 4x sinx).

Rexeǌe. Odredimo najpre opxte rexeǌe pridru�ene homogene jednaqine y′′ − 2y′ + 2y = 0:

λ2 − 2λ+ 2 = 0 ⇒ λ1,2 = 1± i,

odakle je tra�eno rexeǌe homogene jednaqine

yh = C1e
x cosx+ C2e

x sinx.

Partikularno rexeǌe yp date jednaqine �emo odrediti metodom neodre�enih koeficijenata.
Poxto je

f(x) = ex(2 cosx− 4x sinx) = e1x(2 cos (1x) + (−4x) sin (1x)),

to je, kao u uvodnoj priqi, a = 1, b = 1, P0(x) = 2 i Q1(x) = −4x. Poxto je a+bi = 1+ i jednostruko
rexeǌe karakteristiqne jednaqine, to je k = 1, a m = max{0, 1} = 1, te je tra�eno rexeǌe oblika

yp = xex [(Ax+B) cosx+ (Cx+D) sinx] .



Koeficijente A,B,C i D �emo odrediti tako xto najpre ubacimo yp, y
′
p i y′′p u jednaqinu. Nakon

nexto du�eg raquna dobijamo da je

y′p = ex
[(
(A+ C)x2 + (2A+B +D)x+B

)
cosx+

(
(C −A)x2 + (D −B + 2C)x+D

)
sinx

]
,

odnosno

y′′p = ex
[(
2Cx2 + (4A+ 4C + 2D)x+ (2A+ 2B + 2D)

)
cosx

+
(
−2Ax2 + (−4A− 2B + 4C)x+ (2D − 2B + 2C)

)
sinx

]
.

Zamenom u jednaqinu, nakon sre�ivaǌa dobijamo da je

��ex [(4Cx+ (2A+ 2D)) cosx+ (−4Ax+ (2C − 2B)) sinx] =��ex(2 cosx− 4x sinx),

odnosno
4Cx cosx+ (2A+ 2D) cosx− 4Ax sinx+ (2C − 2B) sinx = 2 cosx− 4x sinx.

Poxto su cosx, sinx, x cosx i x sinx nezavisne funkcije, izjednaqavaju�i koeficijente uz ǌih sa
obe strane, dobijamo sistem jednaqina

2A +2D = 2
−2B +2C = 0

4C = 0
−4A = −4

,

qijim rexavaǌem jednostavno dobijamo A = 1 i B = C = D = 0, odakle direktno sledi rexeǌe
koje smo tra�ili, yp = x2ex cosx. Konaqno opxte rexeǌe polazne nehomogene jednaqine je

y(x) = yh(x) + yp(x) = C1e
x cosx+ C2e

x sinx+ x2ex cosx.

2. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ + y′ = 4x2ex.

Rexeǌe. Rexeǌa karakteristiqne jednaqine λ2 + λ = 0 su λ1 = 0 i λ2 = −1, odakle dobijamo
da je rexeǌe homogene jednaqine yh = C1 + C2e

−x. Poxto je f(x) = ex
(
4x2 cos 0x+ sin 0x

)
, to je

a = 1, b = 0, pa poxto a+ bi = 1 nije rexeǌe karakteristiqne jednaqine to je k = 0. Tako�e, va�i
m = max{2, 0} = 2, pa je oblik rexeǌa poqetne nehomogene jednaqine dat sa

yp = ex(Ax2 +Bx+ C).

Diferenciraǌem je daǉe
y′p = ex

(
Ax2 + (2A+B)x+ (B + C)

)
,

kao i
y′′p = ex

(
Ax2 + (4A+B)x+ (2A+ 2B + C)

)
.

Zamenom y′p i y′′p u polaznu jednaqinu, nakon sre�ivaǌa dobijamo da je

2Ax2 + (6A+ 2B)x+ (2A+ 3B + 2C) = 4x2.

Izjednaqavaju�i odgovaraju�e koeficijente uz 1, x i x2 sa obe strane jednakosti dobijamo sistem

2A = 4
6A +2B = 0
2A +3B +2C = 0

,
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qijim rexavaǌem dobijamo A = 2, B = −6 i C = 7. Dakle, partikularno rexeǌe je

yp = ex(2x2 − 6x+ 7),

odakle je opxte rexeǌe date jednaqine

y(x) = C1 + C2e
−x + ex(2x2 − 6x+ 7).

3. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′′ − y′′ = 12x2 + 6x.

Rexeǌe. Iz karakteristiqne jednaqine

λ3 − λ2 = 0 ⇔ λ2(λ− 1) = 0,

dobijamo λ1,2 = 0 i λ3 = 1, pa je opxte rexeǌe homogene jednaqine koja odgovara datoj

yh = C1 + C2x+ C3e
x.

Iz f(x) = e0x((12x2 + 6x) cos 0x + sin 0x) dobijamo da je a = 0, b = 0, odnosno a + bi = 0 xto je
dvostruka nula karakteristiqne jednaqine, odnosno k = 2. Jasno je da je m = 2, pa je rexeǌe
nehomogene jednaqine dato sa

yp = x2(Ax2 +Bx+ C).

Diferenciraǌem dobijamo da va�i

y′p = 4Ax3 + 3Bx2 + 2Cx,

y′′p = 12Ax2 + 6Bx+ 2C,

y′′′p = 24Ax+ 6B.

Zamenom u polaznu jednaqinu dobijamo

−12Ax2 + (24A− 6B)x+ (6B − 2C) = 12x2 + 6x,

odakle, izjedaqavaju�i koeficijente, dobijamo sistem

−12A = 12
24A −6B = 6

6B −2C = 0
,

qije je rexeǌe (A,B,C) = (−1,−5,−15). Tra�eno partikularno rexeǌe je, dakle,

yp = x2(−x2 − 5x− 15),

odnosno opxte rexeǌe polazne jednaqine je

y(x) = yh(x) + yp(x) = C1 + C2x+ C3e
x − x2(x2 + 5x+ 15).

Ukoliko nam je data jednaqina

a0y
(n) + a1y

(n−1) + · · ·+ an−1y
′ + any = f1(x) + · · ·+ fN (x),
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gde je svaka od funkcija f1, ..., fN odgovaraju�eg oblika

fi(x) = eaix [Pm1,i(x) cos bix+Qm2,i(x) sin bix] , i = 1, ..., N,

tada �emo odrediti partikularno rexeǌe ypi
za svaki od problema

a0y
(n) + a1y

(n−1) + · · ·+ an−1y
′ + any = fi(x), i = 1, ..., N,

pa �e opxte rexeǌe polaznog problema biti dato sa

y = yh + yp1 + · · ·+ ypN
,

gde je yh rexeǌe homogene jednaqine koja odgovara datoj nehomogenoj jednaqini.

4. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ + y′ = x2 − e−x + ex.

Rexeǌe. Rexeǌa karakteristiqne jednaqine su λ1 = 0 i λ2 = −1, pa je opxte rexeǌe homogene
jednaqine dato sa yh = C1 + C2e

−x. U ovom primeru imamo da je f1(x) = x2, f2(x) = − − e−x

i f3(x) = ex, xto su sve funkcije tra�enog oblika. Za svaku od ǌih nalazimo odogovaraju�e
partikularno rexeǌe:

Za f1(x) = x2 imamo da je a = b = 0, odakle je k = 1 (a+ bi = 0 je jednostruka nula) i m = 2, pa
je yp1

= x(Ax2 +Bx+C). Dvostrukim diferenciraǌem yp1
i zamenom u jednaqinu dobijamo da je

3Ax2 + (6A+ 2B)x+ (2B + C) = x2,

odnosno imamo sistem
3A = 1
6A +2B = 0

2B +C = 0
,

qijim rexavaǌem nalazimo A = 1
3 , B = −1 i C = 2. Partikularno rexeǌe je yp1

= x
(
1
3x

2 − x+ 2
)
.

Metoda varijacije konstanti

Pretpostavimo opet da imamo jednaqinu

a0y
(n) + a1y

(n−1) + · · ·+ an−1y
′ + any = f(x),

pri qemu funkcija f(x) vixe ne mora biti oblika (1). Ako je yh = C1y1+ · · ·+Cnyn opxte rexeǌe
odgovaraju�e homogene jednaqine, tada �emo rexeǌe polazne nehomogene jednaqine tra�iti u
obliku y = C1(x)y1+ · · ·+Cn(x)yn, gde nepoznate funkcije C1(x), ..., Cn(x) (odnosno ǌihove izvode)
odre�ujemo iz sistema

(2)

C ′
1y1 + · · · + C ′

nyn = 0
C ′

1y
′
1 + · · · + C ′

ny
′
n = 0

...
...

C ′
1y

(n−1)
1 + · · · + C ′

ny
(n−1)
n = f(x)

 .

5. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ + 6y′ + 9y = e−3x lnx.
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Rexeǌe. Na osnovu karakteristiqne jednaqine λ2 + 6λ + 9 = 0 ⇔ λ1,2 = −3 dobijamo opxte
rexeǌe homogene jednaqine y = C1e

−3x + C2xe
−3x. Rexeǌe polazne jednaqine �emo tra�iti u

obliku y = C1(x)y1 + C2(x)y2, gde se C ′
1 i C ′

2 odre�uju iz sistema

C ′
1e

−3x + C ′
2xe

−3x = 0
C ′

1(−3e−x) + C ′
2(1− 3x)e−3x = e−3x lnx

}
,

odnosno
C ′

1 + xC ′
2 = 0

−3C ′
1 + (1− 3x)C ′

2 = lnx

}
.

Jednostavno se dobija C ′
1(x) = −x lnx i C ′

2(x) = lnx, odakle je

C1(x) = −
∫

x lnx dx = −
(
x2

2
lnx−

∫
x

2
dx

)
=

x2

4
− x2

2
lnx+D1,

odnosno
C2(x) =

∫
lnxdx = x lnx−

∫
dx = x lnx− x+D2.

Zamenom nazad u formulu za y, imamo da je tra�eno opxte rexeǌe

y =

[
x2

4
(1− 2 lnx) +D1

]
e−3x + [x(lnx− 1) +D2]xe

−3x.

6. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′′ + y′ = sinx+
1

sinx
.

Rexeǌe. Koreni karakteristiqne jednaqine λ3 + λ = 0 su λ = 0 i λ2,3 = ±i, odakle je opxte
rexeǌe homogene jednaqine

yh = C1 + C2 cosx+ C3 sinx.

Opxte rexeǌe nehomogene jednaqine �emo tra�iti u obliku y = C1(x) + C2(x) cosx + C3(x) sinx,
gde C ′

1, C
′
2 i C ′

3 nalazimo iz odgovaraju�eg sistema:

C ′
1 +C ′

2 · cosx+C ′
3 · sinx = 0

−C ′
2 · sinx +C ′

3 · cosx= 0

−C ′
2 · cosx−C ′

3 · sinx = sinx+
1

sinx

 ←−
·(− cos x

sin x )

+

odnosno
C ′

1 +C ′
2 · cosx+C ′

3 · sinx = 0
−C ′

2 · sinx +C ′
3 · cosx = 0

C ′
3

(
−cos2 x

sinx
− sinx

)
= sinx+

1

sinx

 .

Iz posledǌe jednaqine je C ′
3(x) = −(sin2 x+1), odakle dobijamo i da je C ′

2(x) = − sinx cosx− cosx

sinx
,

odnosno C ′
1(x) = sinx+

1

sinx
. Integraǉeǌem dobijamo nepoznate funkcije:

C1(x) =

∫ (
sinx+

1

sinx

)
dx = − cosx+

∫
dx

sinx
=

⌈
t = tg

x

2
, dx =

2dt

t2 + 1

⌋
= − cosx+

∫ 2
t2+1
2t

t2+1

dt = − cosx+

∫
dt

t
= − cosx+ ln |t|+D1

= − cosx+ ln | tg x

2
|+D1,
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C2(x) = −
∫ (

sinx+
1

sinx

)
cosxdx =

⌈
t = sinx

dt = cosxdx

⌋
= −

∫
t+

1

t
dt = −

(
t2

2
+ ln |t|

)
+D2

= − sin2 x

2
− ln | sinx|+D2,

odnosno

C3(x) = −
∫ (

sin2 x+ 1
)
dx = −

∫ (
1− cos 2x

2
+ 1

)
dx

= −3

2
x+

sin 2x

4
+D3.

Konaqno, opxte rexeǌe poqetne nehomogene diferencijalne jednaqine je

y =
[
− cosx+ ln | tg x

2
|+D1

]
+

[
− sin2 x

2
− ln | sinx|+D2

]
cosx+

[
−3

2
x+

sin 2x

4
+D3

]
sinx.
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