
MATEMATIKA 1

1. Kolokvijum, novembar 2016 - Grupa 4

Dragan �ori�

1. Neka je P =











a b 0
0 a 0
0 0 a



 | a, b ∈ R, a 6= 0







i operacija ∗ mno�e�e matrica. Ispitati

da li je (P, ∗) grupa. Da li je (P, ∗) Abelova grupa?

Rexe�e. Ako je Mx.y =





x y 0
0 x 0
0 0 x



, tada je

Mx,y ∗Ma,b =Mx,y ·Ma,b =





xa xb+ ya 0
0 xa 0
0 0 xa



 =Mxa,xb+ya.

Kako iz pretpostavke Mx,y ∈ P i Ma,b ∈ P sledi da je x, y, a, b ∈ R i da je x 6= 0 i a 6= 0,
to je xa, xb + ya ∈ R i xa 6= 0. Prema tome, Mxa,xb+ya ∈ P, xto znaqi da je operacija ∗
zatvorena u P.

Operacija ∗ je asocijativna jer je mno�e�e matrica asocijativna operacija.

Poxto je M1,0 jediniqna matrica reda tri (E3) i poxto M1,0 ∈ P (1, 0 ∈ R, 1 6= 0),
struktura (P, ∗) ima jediniqni element.

Za Mx,y ∈ P va�i

Mx,y ∗M1/x,−y/x2 =M1/x,−y/x2 =M1,0 = E3.

Kako M1/x,−y/x2 ∈ P za x 6= 0 (1/x,−y/x2 ∈ R i 1/x 6= 0), to je M−1x,y = M1/x,−y/x2 , xto znaqi
da svaki element iz skupa P ima inverzni element koji pripada P.

Iz svega navedenog sledi da je struktura (P, ∗) grupa.

Da li je (P, ∗) i Abelova grupa? Iz jednakosti

Mx,y ∗Ma,b =Ma,b ∗Mx,y =Max,ay+bx

sledi da je operacija ∗ (mno�e�e matrica) komutativna u skupu S (mada komutativnost
mno�e�a ne va�i u opxtem sluqaju).

Prema tome, struktura (P, ∗) je Abelova grupa.

2. U vektorskom prostoru V = (R3,R,+, ·) dati su vektori e1 = (1, λ, 2), e2 = (−1, 5, 4) i
e3 = (1,−3, 0), gde je λ ∈ R.

a) Za λ = 2 ispitati da li dati vektori qine bazu vektorskog prostora V . Ukoliko
qine, odrediti koordinate vektora (16,−46,−10) u toj bazi, u suprotnom predstaviti
vektor e1 kao linearnu kombinaciju preostala dva vektora.

b) Odrediti sve vrednosti realnog parametra λ za koje vektori e1, e2 i e3 qine bazu
datog vektorskog prostora.

Rexe�e. b) Poxto je dimenzija prostora V jednaka tri1, dati vektori qine bazu tog
prostora ako su linearno nezavisni. Vektori e1, e2 i e3 su linearno nezavisni ako iz
jednakosti αe1+βe2+γe3 = (0, 0, 0), gde su α, β i γ realni brojevi, sledi da je α = β = γ = 0.

Pretpostavimo, dakle, da je

α(1, λ, 3) + β(−1, 5, 4) + γ(1,−3, 0) = (0, 0, 0).

1 Videti u
benik D. �ori�, R. Lazovi�, MATEMATIKA 1, FON, 2014, strana 64



Iz ove jednakosti dobijamo homogen sistem

α− β + γ = 0, λα+ 5β − 3γ = 0, 3α+ 4β = 0

koji ima trivijalno rexe�e ako i samo ako je matrica sistema regularna. Kako je
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= 4λ+ 6 = 2(2λ+ 3),

za λ 6= −3/2 je α = β = γ = 0.

Prema tome, dati vektori qine bazu prostora V za svako λ 6= −3/2.

a) Poxto je 2 6= −3/2, dati vektori za λ = 2 qine bazu prostora V .

Koordinate (x, y, z) vektora (16,−46,−10) u ovoj bazi odre�ujemo iz jednakosti

(16,−46,−10) = x(1, 2, 3) + y(−1, 5, 4) + z(1,−3, 0)

iz koje dobijamo sistem

α− β + γ = 16, λα+ 5β − 3γ = −46, 3α+ 4β = −10.

Rexava�em ovog sistema (na primer, Kramerovim pravilom imamo da je D = 14, Dx = 28,
Dy = −56 i Dz = 140) nalazimo da je (x, y, z) = (2,−4, 10).

3. Date su prava a : x = t+2, y = −2t+1, z = −t+3, gde je t ∈ R, ravan π : 2x−y−2z−3 = 0
i taqka A(2, 2, 0).

a) Ispitati me�usobni polo�aj prave a i ravni π. Ukoliko su paralelne odrediti
rastoja�e izme�u �ih, u suprotnom odrediti �ihov presek.

b) Odrediti jednaqinu prave koja sadr�i taqku A, paralelna je sa π i seqe pravu a.

Rexe�e. a) Zamenom koordinata taqaka prave a u jednaqini ravni π dobijamo

2(t+ 2)− (−2t+ 1)− 2(−t+ 3)− 3 = 0,

odnosno 6t− 6 = 0. To znaqi da postoji samo jedna taqka (za t = 1) koja je zajedniqka i za
pravu a i za ravan π. Prema tome, prava a i ravan π nisu paralelne, a �ihov presek je
taqka M(3,−1, 2).

b) Jednaqina ravni β koja sadr�i taqku A i koja je paralelna ravni π je

2(x− 2)− (y − 2)− 2z = 0,

odnosno 2x − y − 2z − 2 = 0. Prodor prave a kroz ravan β je taqka B(17/6,−2/3, 13/6)
(dobija se na isti naqin kao prodor prave a kroz ravan π, za t = 5/6). Tra�ena prava b

je odre�ena taqkama A i B. Kako je
−−→
AB = (5/6,−8/3, 13/6), vektor pravca tra�ene prave

je, na primer, nb = (5,−16, 13). Prema tome, tra�ena prava je

b :
x− 2

5
=
y − 2

−16
=

z

13
.

Napomena. Zajedniqku taqku B pravih a i b mo�emo da odredimo i bez ravni β. Poxto

B(t + 2,−2t + 1,−t + 3) ∈ a, iz uslova
−−→
AB ⊥ −→n π, odnosno (t,−2t − 1,−t + 3) · (2,−1,−2) = 0,

dobijamo t = 5/6.

Vektor pravca −→n b = (k, l,m) prave b mo�emo da dobijemo i iz uslova 2k − l − 2m = 0

(−→n π ⊥ −→n b) i 7k + 3l +m = 0 ([−→n a,−→n b,
−→
AP ] = 0, gde je P (2, 1, 3) taqka prave a). Na primer,

za m = 13 imamo da je k = 5 i l = −16, pa je −→n b = (5,−16, 13).


