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Zadaci i rexe�a

1. Funkcija f : R2 → R definisana je sa

f(x, y) =











xy2
√

x2 + y2
sin

3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Ispitati diferencijabilnost funkcije f u taqki (0, 0).

Rexe�e: Prema definiciji iz u
benika1, funkcija f je diferencijabilna u taqki (0, 0)
ako je

f(x, y)− f(0, 0) = f ′x(0, 0)x+ f ′y(0, 0)y + o(
√

x2 + y2) (1)

kada (x, y)→ (0, 0). Poxto je f(0, 0) = 0 i

f ′x(0, 0) = lim
u→0

f(u, 0)− f(0, 0)
u

= lim
u→0

0

u
= 0, f ′y(0, 0) = lim

u→0

f(0, u)− f(0, 0)
u

= lim
u→0

0

u
= 0,

uslov (1) svodi se na uslov

f(x, y) = o(
√

x2 + y2), kada (x, y)→ (0, 0). (2)

Dakle, treba proveriti da li va�i uslov (2), odnosno da li je lim
(x,y)→(0,0)

g(x, y) = 0, gde je

g(x, y) =
f(x, y)
√

x2 + y2
=

xy2

x2 + y2
sin

3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0).

Kako je

|g(x, y)| ≤ |x|y2

x2 + y2
≤ |x| → 0 kada (x, y)→ (0, 0),

sledi da g(x, y)→ 0 kada (x, y)→ (0, 0).

Prema tome, funkcija f je diferencijabilna u taqki (0, 0).

Na slici su dati grafici funkcija f i g u okolini taqke (0, 0).

Sl.1 Grafik funkcije f (levo) i grafik funkcije g (desno)
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2. Odrediti Tejlorov polinom drugog stepena koji u okolini taqke A(1,−1) aproksimira
funkciju f : (x, y) 7→ z zadatu implicitno jednakox�u

3xy2 + x2y − xyz + z2 = 2, z ≥ 0.

Rexe�e: Ako u datoj jednakosti zamenimo koordiinate taqke A, dobijamo da u taqki A
va�i z + z2 = 0. Kako je prema uslovu zadatka z(A) ≥ 0, to je z(A) = 0.

Ako je
F (x, y, z) = 3xy2 + x2y − xyz + z2 − 2, g(x, y) = F (x, y, z(x, y)),

tada je

g′x(x, y) = 3y2 + 2xy − yz − xyz′x + 2zz′x, g′y(x, y) = 6xy + x2 − xz − xyz′y + 2zz′y,

g′′x2(x, y) = 2y − yz′x − yz′x − xyz′′x2 + 2z′xz
′
x + 2zz′′x2 ,

g′′y2(x, y) = 6x− xz′y − xz′y − xyz′′y2 + 2z′yz
′
y + 2zz′′y2 ,

g′′xy(x, y) = 6y + 2x− z − yz′y − xz′x − xyz′′xy + 2z′yz
′
x + 2zz′′xy.

Zamenom x = 1, y = −1 i z = 0 iz jednakosti g′x = g′y = g′′x2 = g′′y2 = g′′xy = 0 dobijamo da je

z′x(A) = −1, z′y(A) = 5, z′′x2(A) = 2, z′′y2(A) = −46, z′′xy(A) = 8,

dz(A) = −dx+ 5dy = −(x− 1) + 5(y + 1),

d2z(A) = 2dx2 + 16dxdy − 46dy2 = 2(x− 1)2 + 16(x− 1)(y + 1)− 46(y + 1)2.

Tra�eni Tejlorov polinom T2 dat je sa T2(x, y) = z(A) + dz(A) +
1

2
d2z(A).

Prema tome, T2(x, y) = −24 + 5x− 49y + x2 − 23y2 + 8xy.

Napomena. Iz jednakosti F (x, y, z) = 0 sledi da je

z =
1

2

(

xy ±
√

x2y2 − 4(3xy2 + x2y − 2)
)

,

a iz uslova z(A) = 0 sledi da u ovoj formuli za z treba uzeti znak +. Prema tome,
Tejlorov polinom mo�e da se dobije i iz eksplicitno definisane funkcije f .

Na slici su dati grafici funkcije f i Tejlorovog polinoms T2 u okolini taqke A.

Sl.2 Grafik funkcije f (levo) i grafik Tejlorovog polinoma T2 (desno)
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Drugo rexe�e. Parcijalni izvodi funkcije g mogu da se dobiju u opxtem sluqaju dife-
rencira�em (kao u prethodnom rexe�u) u jednakosti F (x, y, z) = 0, a parcijalni izvodi
funkcije f tada mogu da se izraze pomo�u parcijalnih izvoda funkcije F . Tako je (videti
u
benik, str.58)

z′x = −Fx
Fz
, z′y = −

F ′y
F ′z
, z′′x2 = − 1

F ′z
[F ′′x2 + 2F ′′xzz

′
x + F ′′z2z

′
xz
′
x] ,

z′′y2 = − 1

F ′z

[

F ′′y2 + 2F ′′yzz
′
y + F ′′z2z

′
yz
′
y

]

, z′′xy = − 1

F ′z

[

F ′′xy + F ′′xzz
′
y + F ′′yzz

′
x + F ′′z2z

′
xz
′
y

]

.

Za F (x, y, z) = 3xy2 + x2y − xyz + z2 − 2 imamo da je

F ′x = 2xy + 3y2 − yz, F ′y = x2 + 6xy − xz, F ′z = 2z − xy,

F ′′x2 = 2y, F ′′y2 = 6x, F ′′z2 = 2, F ′′xy = 2x+ 6y − z, F ′′yz = −x, F ′′zx = −y.

Zamenom x = 1, y = −1 i z = 0 lako dobijamo vrednosti parcijalnih izvoda funkcije f u
taqki A.

Napomena. Navedene izraze za parcijalne izvode funkcije f pomo�u parcijalnih izvoda
funkcije F ne treba pamtiti jer se oni jednostavno dobijaju iz jednakosti F = 0. Ako se
u tim izrazima jox i z′x i z′y zamene sa −F ′x/F ′z i −F ′y/F ′z, dobija se

z′′x2 = − 1

F ′3z

[

F ′′x2F
′2
z − 2F ′′xzF

′
xF
′
z + F ′′z2F

′2
x

]

, z′′y2 = − 1

F ′3z

[

F ′′y2F
′2
z − 2F ′′yzF

′
yF
′
z + F ′′z2F

′2
y

]

,

z′′xy = − 1

F ′3z

[

F ′′xyF
′2
z − F ′′xzF ′yF ′z − F ′′yzF ′xF ′z + F ′′z2F

′
xF
′
y

]

.

3. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ 1

2x
+

1

y
pri uslovu 4x2 + y2 = 8.

Rexe�e: Funkcija f nije definisana na koordinatnim osama, pa ni dati uslov ϕ = 0,
gde je ϕ(x, y) = 4x2 + y2 − 8, ne va�i u taqkama u kojima je x = 0 ili y = 0.

Parametrizacijom koordinata taqaka za koje va�i ϕ = 0,

x =
√
2 sin t, y = 2

√
2 cos t, t ∈ [0, 2π),

dobijamo da je (pri datom uslovu)

f(x, y) =
1

2
√
2

(

1

sin t
+

1

cos t

)

=
1

2
√
2
g(t).

Prema tome, pri datom uslovu, funkcija f je funkcija jedne promen	ive (t), a funkcije
f i g dosti�u lokalne ekstremume u istim taqkama. To znaqi da je dovo	no odrediti
taqke u kojima funkcija g ima lokalne ekstremume.

Kako je

g′(t) = − cos t

sin2 t
+

sin t

cos2 t
=

sin3 t− cos3 t

cos2 t sin2 t
=

(sin t− cos t)(1 + 0.5 sin 2t)

cos2 t sin2 t
,

funkcija g ima lokalni minimum za t = π/4 i lokalni maksimum za t = 5π/4. Odgovaraju�e
taqke funkcije f su A(1, 2) i B(−1,−2).

Prema tome, fmin,ϕ=0 = f(A) = 1 i fmax,ϕ=0 = f(B) = −1.
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Na slici 3 su dati grafici funkcije g i funkcije t 7→ sin t − cos t, a na slici 4 su
grafik funkcije f sa oznaqenim lokalnim ekstremumima (levo) i nivo linije funkcije f
(desno) sa krivom definisanom uslovom ϕ = 0 i oznaqenim taqkama u kojima se dosti�u
lokalni ekstremumi funkcije f pri uslovu ϕ = 0.

Sl.3 Grafik funkcije g (levo) i grafik funkcije t 7→ sin t− cos t (desno)

Sl.4 Grafik funkcije f (levo) i nivo linije funkcije f (desno)

Drugo rexe�e. Za Lagran�ovu funkciju F = f + λϕ imamo da je

F ′x = − 1

2x2
+ 8λx, F ′y = − 1

y2
+ 2λy, F ′′x2 =

1

x3
+ 8λ, F ′′y2 =

2

y3
+ 2λ, F ′′xy = 0.

Iz neophodnog uslova za stacionarne taqke (F ′x = F ′y = ϕ = 0) imamo sistem

16λx3 = 1, 2λy3 = 1, 4x2 + y2 = 8.

Ovaj sistem ima dva rexe�a koja daju stacionarne taqke A(1, 2) i B(−1,−2) sa λA = 1/16
i λB = −1/16.

Provera dovo	nih uslova je vrlo jednostavna jer je

d2f(A) =
3

2
dx2 +

3

8
dy2, d2f(B) = −3

2
dx2 − 3

8
dy2,

pa je d2f(A) > 0 i d2f(B) < 0 za sve priraxtaje (dx, dy) 6= (0, 0), a ne samo za one koji
odgovaraju datom uslovu.

Napomena. Zadatak mo�e da se rexi i tako xto se jedna od promen	ivih x i y eliminixe
iz funkcije f . Iz datog uslova ϕ = 0 sledi da je y2 = 8− 4x2. Za y =

√
8− 4x2 imamo da je

f(x, y) = f(x,
√

8− 4x2) =
1

2x
+

1√
8− 4x

= g(x),
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a za y = −
√
8− 4x2 imamo da je

f(x, y) = f(x,−
√

8− 4x2) =
1

2x
− 1√

8− 4x
= h(x).

Funkcija g ima lokalni minimum u taqki x = 1, a funkcija h ima lokalni maksimum u
taqki x = −1, xto se mo�e videti na slede�oj slici.

Sl.5 Grafik funkcije g (levo) i grafik funkcije h (desno)

Odgovaraju�e taqke funkcije f su taqke A i B.
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