
Tema 4

Parcijalni izvodi i diferencijal

4.1 Parcijalni izvodi

Za funkciju f : (x, y) 7→ z parcijalni izvodi po x i po y u taqki (a, b) definixu se sa

f ′x(a, b) = lim
∆x→0

f(a+ ∆x, b)− f(a, b)

∆x
= lim
x→a

f(x, b)− f(a, b)

x− a
,

f ′y(a, b) = lim
∆y→0

f(a, b+ ∆y)− f(a, b)

∆y
= lim
y→b

f(a, y)− f(a, b)

y − b
.

Za nala�eǌe parcijalnih izvoda koriste se sva pravila koja va�e za izvod funkcije jedne
promenǉive, kao i pravila za parcijalne izvode slo�enih funkcija. Na primer, ako je f(x, y) =
g(u(x, y), v(x, y)), onda je f ′x = g′uu

′
x + g′vvx.

Za funkciju f : (x, y, z) 7→ u parcijalni izvodi po x, po y i po z u taqki A(a, b, c) su

f ′x(A) = lim
x→a

f(x, b, c)− f(a, b, c)

x− a
, f ′y(A) = lim

y→b

f(a, y, c)− f(a, b, c)

y − b
, f ′z(A) = lim

z→c

f(a, b, z)− f(a, b, c)

z − c
.

1. f ′x = 2x+ 6xy3, f ′y = 3y2 + 9x2y2

2. f ′x = 3(2x2y2 − z + 1)2(4xy2 − 1), f ′y = 3(2x2y2 − x+ 1)2 · 4x2y = 12x2y(2x2y2 − x+ 1)

3. f ′x =
1 · (x2 + y2 + 1)− (x+ y2) · 2x

(x2 + y2 + 1)2
=
y2 − x2 + 1− 2xy2

(x2 + y2 + 1)2

f ′y =
2y(x2 + y2 + 1)− (x+ y2) · 2y

(x2 + y2 + 1)2
=

2x2y + 2y − 2xy

(x2 + y2 + 1)2

4. f ′x =
1

2
√
x2 + y2 − x+ 1

· (2x− 1), f ′y =
1

2
√
x2 + y2 − x+ 1

· 2y =
y√

x2 + y2 − x+ 1

5. f ′x = 2x−y ln 2, f ′y = 2x−y ln 2 · (−1) = −2x−y ln 2

6. f ′x = e−x
2y · (2xy) = −2xye−x

2y, f ′y = e−x
2y · (−x2) = −x2e−x

2y

7. f ′x = (2y + 1)(x+ 1)2y, f ′y = 2(x+ 1)2y+1 ln(x+ 1)

8. f ′x = cos(xy) · y = y cos(xy), f ′y = cos(xy) · x = x cos(xy)

9. f ′x = − sinx

cos y
, f ′y = − cosx

cos2 y
· (− sin y) =

cosx sin y

cos2 y

10. f ′x = cos
x2 + y2

x3 + y3
· 2x(x3 + y3)− 3x2(x2 + y2)

(x3 + y3)2
=

2xy3 − x4 − 3x2y2

(x3 + y3)2
cos

x2 + y2

x3 + y3

U izrazu za f ′y je x umesto y, a y umesto x.
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11. f ′x =
1

1 + y2/x2
· y ·

(
− 1

x2

)
= − y

x2 + y2
, f ′y =

1

1 + y2/x2
· 1

x
=

x2

x2 + y2
· 1

x
=

x

x2 + y2

12. f ′x = y ln(xy) + xy · 1

xy
· y = y ln(xy) + y, f ′y = x ln(xy) + x

13. f ′x =
y2z3

xy2z3
=

1

x
, f ′y =

2xyz2

xy2z3
=

2

y
, f ′z =

3xy2z2

xy2z3
=

3

z

14. f ′x = cos(xy + yz) · y, f ′y = cos(xy + yz) · (x+ z), f ′z = cos(xy + yz) · y

15. f ′x = z(xy)z−1y, f ′y = z(xy)z−1x, f ′z = (xy)z ln(xy)

16. f ′x = zxy · ln z · y, f ′y = zxy · ln z · x, f ′z = xyzxy−1

17. f ′x = zx/y ln z · 1

y
, f ′y = zx/y ln z · −x

y2
, f ′z =

x

y
zx/y−1

18. Prema pravilu (xα)′ = αxα−1 imamo da je f ′x = yz · xy
z−1.

Prema pravilu (ax)′ = ax ln a imamo da je f ′y = xy
z

· lnx · zyz−1 i f ′z = xy
z · lnx · yz · ln y.

19. f ′x = z
(y
x

)z−1

· −y
x2

= −
(y
x

)z
· z
x
, f ′y = z

(y
x

)z−1

· 1

x
=
(y
x

)z
· z
y
, f ′z =

(y
x

)z
ln
y

x

20. f ′x = yxy−1yzzx + xyyzzx ln z = xy−1yz+1zx + f ln z

Sliqno se dobija
f ′y = yz−1zx+1xz + f lnx, f ′z = zx−1xyyz + f ln y.

21. f ′x = exyzyz = yzf, f ′y = xzf, f ′z = xyf

22. Zbog simetrije izraza za f u odnosu na argumente, dovoǉno je odrediti samo jedan parcijalni
izvod.

f ′x = yzex+y+z + xyzex+y+z = (1 + x)yzex+y+z, f ′y = (1 + y)xzex+y+z, f ′z = (1 + z)xyex+y+z

23. Za (x, y) 6= (0, 0) parcijalni izvodi postoje jer je funkcija koliqnik polinoma,

f ′x(x, y) =
2xy3

(x2 + y2)2
, f ′y(x, y) =

x4 − x2y2

(x2 + y2)2
.

U taqki (0, 0) prema definiciji parcijalnih izvoda imamo da je

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

0

∆x
= 0

f ′y(0, 0) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)

∆y
= lim

∆y→0

0

∆y
= 0
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24. Za (x, y) 6= (0, 0) parcijalni izvodi postoje jer je funkcija koliqnik polinoma,

f ′x(x, y) =
y3

(x2 + y2)3/2
, f ′y(x, y) =

x3

(x2 + y2)3/2
.

U taqki (0, 0) prema definiciji parcijalnih izvoda imamo da je

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

0

∆x
= 0

f ′y(0, 0) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)

∆y
= lim

∆y→0

0

∆y
= 0

25.
f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
=

√
(∆x)2

∆x
=
|∆x|
∆x

=

{
1, ∆x > 0

−1, ∆x < 0

f(0,∆y)− f(0, 0)

∆y
=

√
(∆y)2

∆y
=
|∆y|
∆y

=

{
1, ∆y > 0

−1, ∆y < 0

26. Kako je
f(x, 0)− f(0, 0)

x
=

4
√
x

x
=
|x|
x

i kako graniqna vrednost za |x|/x| ne postoji kada x → 0,

ne postoji ni parcijalni izvod f ′x(0, 0).
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Sliqno zakǉuqujemo da ne postoji ni parcijalni izvod f ′y(0, 0).

27. Oblast definisanosti date funkcije je {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}. U taqkama (x, 1) za x 6= 0 i (1, y)
za y 6= 0 funkcija f nije definisana, pa prema tome, ne postoje parcijalni izvodi f ′x(0, 1) f ′y(1, 0).

28. x = ρ cosφ, y = ρ sinφ∣∣∣∣∣∣x
′
ρ x′φ

y′ρ y′φ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣cosφ −ρ sinφ

sinφ ρ cosφ

∣∣∣∣∣∣ = ρ cos2 φ+ ρ sin2 φ = ρ.

29. x = ρ sinφ cos θ, y = ρ sinφ sin θ, z = ρ cosφ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x′ρ x′φ x′θ

y′ρ y′φ y′θ

z′ρ z′φ z′θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
sinφ cos θ ρ cosφ cos θ −ρ sinφ sin θ

sinφ sin θ ρ cosφ sin θ −ρ sinφ cos θ

cosφ −ρ sinφ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= cosφ

∣∣∣∣∣∣ρ cosφ cos θ −ρ sinφ sin θ

ρ cosφ sin θ ρ sinφ cos θ

∣∣∣∣∣∣+ ρ sinφ

∣∣∣∣∣∣sinφ cos θ −ρ sinφ sin θ

sinφ sin θ ρ sinφ cos θ

∣∣∣∣∣∣
= cosφρ2 cosφ sinφ+ ρ sinφρ sin2 φ

=ρ2 sinφ

30. f ′x = yxy−1yx + xyyx ln y =
y

x
f + f ln y, f ′y = xy lnx · yx + xy · xyx−1 = f lnx+

x

y
f

xf ′x + yf ′y = yf + xf ln y + yf lnx+ xf = f(x+ y + x ln y + y lnx)

= f(x+ y + ln yx + lnxy) = f(x+ y + ln f)

31. f ′x =
1

2

(
xy +

x

y

)−1/2(
y +

1

y

)
=

1 + y2

2yf
, f ′y =

x(y2 − 1)

2y2f

f(x, y)(xf ′x + yf ′y) = f(x, y)

(
x

2y
· 1 + y2

f(x, y)
+

x

2y
· y

2 − 1

f(x, y)

)
= f(x, y) · xy2

yf(x, y)
= xy.

32. f ′x =
ex

ex + ey + ez
, f ′y =

ey

ex + ey + ez
, f ′z =

ez

ex + ey + ez
, f ′x + f ′y + fz =

ex + ey + ez

ex + ey + ez
= 1.

33. f(x, y) = g

(
x

y

)
, fx = g′

(
x

y

)
· 1

y
, f ′y = −g′

(
x

y

)
· x
y2
, xf ′x + yf ′y =

x

y
g′
(
x

y

)
− x

y
g′
(
x

y

)
= 0.

34. f ′x = y + g′ · 1

y
, f ′y = x+ g′ ·

(
− x

y2

)
, xf ′x + yf ′y = xy +

x

y
g′ + xy − x

y
g′ = 2xy

35. f(x, y) = g(xy + y2), fx = g′ · y, f ′y = g′ · (x+ 2y), (x+ 2y)f ′x − yf ′y = (x+ 2y)yg′ − y(x+ 2y)g′ = 0.

36. f(x, y) = xng
( y
x2

)
, f ′x = nxn−1g

( y
x2

)
− 2xng′

( y
x2

) y

x3
, f ′y = xng′

( y
x2

) 1

x2

xf ′x + 2yf ′y = nxng
( y
x2

)
− 2xn−2yg′

( y
x2

)
+ 2yxn−2g′

( y
x2

)
= nxng

( y
x2

)
= nf(x, y)

37. f(x, y) = yg(x2 − y2), f ′x = yg′(x2 − y2) · 2x, f ′y = y + yg′(x2 − y2) · (−2y)

y2f ′x + xyf ′y = 2xy3g′ + xy(g − 2y2g′) = 2xy3 + xyg − 2xy3g′ = xyg(x2 − y2) = xf(x, y).
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38. f(x, y) = xg(x2 + y2), f ′x = g + xg′(x2 + y2) · 2x, f ′y = xg′(x2 + y2) · 2y

xyf ′x − x2f ′y = xy(g + 2x2g′)− 2x3tg′ = xyg + 2x3yg′ − 2x3yg′ = xyg(x2 + y2) = yf(x, y).

4.2 Diferencijabilnost

Funkcija dve promenǉive je diferencijabilna u taqki (a, b) ako je

∆f(a, b) = f ′x(a, b)∆x+ f ′y(a, b)∆y + o(
√

∆x2 + ∆y2)

kada ∆x→ 0 i ∆y → 0. Specijalno, funcija je diferencijabilna u taqki (0, 0) ako je

f(x, y)− f(0, 0)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y = o(
√
x2 + y2)

kada (x, y)→ (0, 0).

Ako su parcijalni izvodi f ′x i f ′y neprekidni u taqki (a, b), tada je funkcija f diferen-
cijabilna u toj taqki. Naravno, funkcija mo�e da bude diferencijabilna u nekoj taqki i u
sluqaju kada parcijalni izvodi nisu neprekidni u toj taqki.

39. f ′x(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim
x→0

1

x
e−1/x2

= 0, f ′y(0, 0) = 0

f(x, y)− f(0, 0)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y = f(x, y)

Kako je

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)√
x2 + y2

= lim
ρ→0

1

ρ
e−1/ρ2 = 0,

to je f(x, y) = o(
√
x2 + y2) kada (x, y)→ (0, 0), pa je funkcija f diferencijabilna u taqki (0, 0).

40. f ′x = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim
x→0

x sin
1

x2
= 0, f ′y(0, 0) = 0

f(x, y)− f(0, 0)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y = f(x, y), lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

√
x2 + y2 sin

1

x2 + y2
= 0

Prema tome, f(x, y) = o(
√
x2 + y2) kada (x, y)→ (0, 0), xto znaqi da je funkcija diferencijabilna u

taqki (0, 0).

Da li je parcijalni izvod f ′x neprekidan u taqki (0, 0)? Kako je za (x, y) 6= (0, 0)

f ′x(x, y) = 2x sin
1

x2 + y2
− 2x

x2 + y2
cos

1

x2 + y2

graniqna vrednost za f ′x u taqki (0, 0) ne postoji. Na primer, za niz (xn, yn) = (1/2
√
nπ, 1/2

√
nπ)

koji te�i ka (0, 0) kada n→∞ imamo da je f(xn, yn) = −
√
nπ → −∞. Prema tome, parcijalni izvod

f ′x nije neprekidan u taqki (0, 0). Sliqno va�i i za parcijalni izvod f ′y.

41. f ′x = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim
x→0

x sin
1

|x|
= 0, f ′y(0, 0) = 0,

f(x, y)− f(0, 0)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y = f(x, y)

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

(x+ y)2√
x2 + y2

sin
1√

x2 + y2
= 0

(jer je (x + y)2 ≤ 2(x2 + y2)). Prema tome, f(x, y) = o(
√
x2 + y2) kada (x, y) → (0, 0), xto znaqi da je

funkcija diferencijabilna u taqki (0, 0).

Da li je parcijalni izvod f ′x neprekidan u taqki (0, 0)? Kako je za (x, y) 6= (0, 0)

f ′x(x, y) = 2(x+ y) sin
1√

x2 + y2
− x(x+ y)2

(x2 + y2)3/2
cos

1√
x2 + y2
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graniqna vrednost za f ′x u taqki (0, 0) ne postoji. Na primer, za niz (xn, yn) = (1/2
√

2nπ, 1/2
√

2nπ)
koji te�i ka (0, 0) kada n→∞ imamo da je f(xn, yn) = −

√
2. Prema tome, parcijalni izvod f ′x nije

neprekidan u taqki (0, 0). Sliqno va�i i za parcijalni izvod f ′y.

42. f ′x(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim
x→0

x sin
1

x
= 0, f ′y(0, 0) = 0

f(x, y)− f(0, 0)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y = f(x, y)

Kako je ∣∣∣∣∣ x2 sin 1
x√

x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤ |x|√
x2 + y2

|x| ≤ |x| → 0 kada (x, y)→ (0, 0),

to je f(x, y) = o(
√
x2 + y2) i u sluqaju kada je xy 6= 0 i u sluqajevima x 6= 0, y = 0 i x = 0, y 6= 0.

Prema tome, funkcija je diferencijabilna u taqki (0, 0).

Za x 6= 0 i y = 0 je f ′x = 2x sin
1

x
−cos

1

x
. Kako ne postoji graniqna vrednost za cos

1

x
kada x→ 0, to

znaqi da ne postoji ni graniqna vrednost za f ′x. Prema tome, parcijalni izvod f ′x nije neprekidan
u taqki (0, 0). Isto va�i i za f ′y.

43. Za xy > 0 je f(x, y) =
√
xy, pa je

f ′x(x, y) =
1

2
√
xy
· y =

1

2

√
y

x
.

Parcijalni izvod f ′x nema graniqnu vrednost u (0, 0), pa nije neprekian u (0, 0). To znaqi da se
ne mo�e iz parcijalnih izvoda zakǉuqiti da li je (ili nije) f diferencijabilna u (0, 0).

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

0

∆x
= 0

f ′y(0, 0) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)

∆y
= lim

∆y→0

0

∆y
= 0

Po definiciji, funkcija f je diferencijabilna u (0, 0) ako je

∆f(0, 0) = f ′x(0, 0)∆x+ f ′y(0, 0)∆y + o(
√

∆x2 + ∆y2)

= o(
√

∆x2 + ∆y2)

odnosno ako
∆f(0, 0)√
∆x2 + ∆y2

→ 0, (∆x,∆y)→ (0, 0)

Me�utim,
∆f(0, 0)√
∆x2 + ∆y2

=

√
∆x∆y√

∆x2 + ∆y2
=

{
0, ∆x = 0 i ∆y > 0

1/
√

2, ∆x = ∆y > 0

Dakle, f nije diferencijabilna u (0, 0).
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44. f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0, ∆f(0, 0) = f(x, y) − f(0, 0) = 3
√
xy. Da li je ∆f(0, 0) = o(

√
x2 + y2) kada

x → 0 i y → 0? Nije, jer je
3
√
xy√

x2 + y2
=

1√
2x1/3

→ +∞. za y = x → 0+ Prema tome, funkcija nije

diferencijabilna u taqki (0, 0).

45. Nije ispuǌen neophodan uslov za diferencijabilnost - funkcija nije neprekidna u taqki
(0, 0) jer je f(0, y=0, a f(x, x3) = 1/2.

46.
f ′x(x, y) =

2xy(x2 + y2)− x2y · 2x
(x2 + y2)2

=
2xy3

(x2 + y2)2

f ′y(x, y) =
x2(x2 + y2)− x2y · 2y

(x2 + y2)2
=
x4 − x2y2

(x2 + y2)2

U taqki (x, y) 6= (0, 0) funkcije f ′x i f ′y su neprekidne, pa je f u toj taqki diferencijabilna.

Kako je

f ′x(x, y) =
2xy3

(x2 + y2)2
=

{
0, x = 0 i y 6= 0

1/2, x = y 6= 0

funkcija f ′x u (0, 0) nema graniqnu vrednost, pa se ne mo�e zakǉuqiti da je f diferencijabilna u
taqki (0, 0).

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

0

∆x
= 0

f ′y(0, 0) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)

∆y
= lim

∆y→0

0

∆y
= 0

Po definiciji, f je diferencijabilna u (0, 0) ako je

∆f(0, 0) = f ′x(0, 0)∆x+ f ′y(0, 0)∆y + o(
√

∆x2 + ∆y2)

= o(
√

∆x2 + ∆y2)

odnosno ako
∆f(0, 0)√
∆x2 + ∆y2

→ 0, (∆x,∆y)→ (0, 0)

Me�utim,
∆f(0, 0)√
∆x2 + ∆y2

=
∆x2∆y

(∆x2 + ∆y2)
√

∆x2 + ∆y2
=

{
0, ∆x = 0 i ∆y > 0

1/2
√

2, ∆x = ∆y > 0

Dakle, funkcija f nije diferencijabilna u (0, 0).

47. f ′x(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= 0, f ′y(0, 0) = 0, f(x, y)− f(0, 0)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y = f(x, y)

Kako je
f(x, y)√
x2 + y2

=
xy

x2 + y2
=

1

2
za y = x, to znaqi da nije f(x, y) = o(

√
x2 + y2) kada (x, y)→ (0, 0).

Prema tome, funkcija nije diferencijabilna u taqki (0, 0).

4.3 Diferencijal

Ako je funkcija diferenxijabilna u taqki (a, b), tada je ∆f(a, b) ≈ df(a, b). Specijalno za
taqku (0, 0) je

f(x, y) ≈ f(0, 0) + f ′x(0, 0)x+ f ′y(0, 0)y

48. f ′x = 2xy − y2, f ′y = x2 − 2xy, df = (2xy − y2)dx+ (x2 − 2xy)dy

49. f ′x = 3(x2 + y2)2 · 2x, f ′y = 3(x2 + y2)2 · 2y, df(x, y) = 6x(x2 + y2)dx+ 6y(x2 + y2)dy
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Drugo rexeǌe. Ako je f(x, y) = g(x, y)3, gde je g funkcija (x, y) 7→ x2 + y2, tada je

df(x, y) = 3g2dg = 3g2d(x2 + y2) = 6g(x, y)(xdx+ ydy)

50. f ′x =
2(x− y)− (2x+ 3y)

(x− y)2
= − 5y

(x− y)2
, f ′y =

3(x− y) + 2x+ 3y

(x− y)2
=

5x

(x− y)2
, df = f ′xdx+ f ′ydy

51. f ′x = cos y(sinx)cos y−1 cosx, f ′y = (sinx)cos y ln(sinx)(− sin y)

df = (sinx)cos y [cos y cotxdx− sin y ln(sinx)dy]

52. f ′x =
1

1 + xy
· y

2
√
xy
, f ′y =

1

1 + xy
· x

2
√
xy
, df =

ydx+ xdy

2
√
xy(1 + xy)

53. f ′x =
1√

x2 + y2
· x√

x2 + y2
=

x

x2 + y2
, f ′y =

y

x2 + y2
, df = f ′xdx+ f ′ydy

55. Ako je f =
√
g, tada je

df =
1

2
√
g
dg =

1

2
√
g
d(x2 + y2 + z2) =

xdx+ ydy + zdz√
x2 + y2 + z2

56. f ′x =
1√

1− y2/(x2 + y2 + z2)
· −yx

(x2 + y2 + z2)3/2
= − xy

(x2 + y2 + z2)
√
x2 + z2)

Sliqno nalazimo

f ′y =

√
x2 + z2

x2 + y2 + z2
, f ′z = − zy

(x2 + y2 + z2)
√
x2 + z2)

, df = f ′xdx+ f ′ydy + f ′zdz

57. f ′x = yz · xy
z−1, f ′y = xy

z

· lnx · z · yz−1, f ′z = xy
z

· lnx · yz · ln y, df = f ′xdx+ f ′ydy + f ′zdz

58. f ′x = m(1 + x)m−1(1 + y)n, f ′y = n(1 + x)m(1 + y)6n− 1

f(x, y) ≈ f(0, 0) + f ′x(0, 0)x+ f ′y(0, 0)y = 1 +mx+ ny

59. f ′x =
1

1 + x+ y
, f ′y =

1

1 + x+ y
, f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 1

f(x, y) ≈ f(0, 0) + f ′x(0, 0)x+ f ′y(0, 0)y = x+ y

60. f ′x =
1

1 + (x+ y)2/(1 + xy)2
· 1 + xy − (x+ y)y

(1 + xy)2
=

1− y2

(1 + xy)2 + (x+ y)2
, f ′y =

1− x2

(1 + xy)2 + (x+ y)2

f(0, 0) = 0, f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 1, f(x, y) ≈ f(0, 0) + f ′x(0, 0)x+ f ′y(0, 0)y = x+ y

61. Ako je f(x, y, z) = (1 + x)(2 + y)2(3 + z)3, tada je dati izraz jednak f(0.002, 0.003, 0.004).

f ′x = (2 + y)2(3 + z)3, f ′y = 2(1 + x)(2 + y)(3 + z)3, f ′z = 3(1 + x)(2 + y)2(3 + z)2

f(x, y, z) ≈ f(0, 0, 0) + df(0, 0, 0) = 1 · 22 · 33 + 2233x+ 2233 + 2233z

1.001 · 2.0032 · 3.0043 = f(0.002, 0.003, 0.004) ≈ 108 + 0.216 + 0.324 + 0.432 = 108.972

62. Ako je f(x, y, z) =
(1 + x)2

3

√
(1− y) 4

√
(1 + z)3

, dati izraz jednak je f(0.03, 0.02, 0.05)
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f ′x =
2(1 + x)

3

√
(1− y) 4

√
(1 + z)3

, f ′y =
1

3
· (1 + x)2

(1− y)4/3(1 + z)1/4
, f ′z = −1

4
· (1 + x)2

(1− y)1/3(1 + z)5/4

f(x, y, z) ≈ f(0, 0, 0) + df(0, 0, 0), f ′x(0, 0, 0)1, f ′y(0, 0, 0) =
1

3
, f ′z(0, 0, 0) = −1

4

f(x, y, z) ≈ 1 + 2x+
1

3
y − 1

4
z, f(0.03, 0.02, 0.05) ≈ 1 + 0.06 + 0.0066− 0.0125 = 1.054

63. Ako je f(x, y) =
√

(1 + x)3 + (2 + y)3, onda je dati izraz jednak f(∆x,∆y) za ∆x = 0.02 i
∆y = −0.03

Iz

f ′x =
3(1 + x)2

2
√

(1 + x)3 + (2 + y)3
, f ′y =

3(2 + y)2

2
√

(1 + x)3 + (2 + y)3

dobijamo f ′x(0, 0) = 1/2 i f ′y(0, 0) = 2, pa je

f(∆x,∆y) ≈ f(0, 0) + df(0, 0) = 3 +
1

2
∆x+ 2∆y = 3 + 0.01− 0.06

Dati izraz je pribli�no jednak 2.95

64. Ako je f(x, y) = (1− x)1+y, onda je 0.971.05 = f(0.03, 0.05)

f ′x = −(1 + y)(1− x)y, f ′x(0, 0) = −1, f ′y = (1− x)1+y ln(1− x), f ′y(0, 0) = 0

f(x, y) ≈ f(0, 0) + f ′x(0, 0)x+ f ′y(0, 0)y = 1− x, 0.971.05 = f(0.03, 0.05) ≈ 1− 0.03 = 0.97

4.4 Izvodi i diferencijali implicitne funkcije

Ako je funkcija (x1, x2, . . . , xn) 7→ y definisana jednakox�u F (x1, x2, . . . , xn, y) = 0, tada je

y′xj
= −

F ′xj

F ′y
za j = 1, 2, . . . , n.

Specijalno, ako je funkcija (x, y) 7→ z data jednakox�u F (x, y, z) = 0, tada je

z′x = −F
′
x

F ′z
, z′y = −

F ′y
F ′z

Ako su funkcije x 7→ y i x 7→ z definisane implicitno jednakostima F (x, y, z) = 0 i G(x, y, z) = 0,
tada je y′

z′

 = −

F ′y F ′z

G′y G′z

−1 F ′x
G′x


Ako su funckcije f : (x, y) 7→ u i g : (x, y) 7→ v definisane implicitno jednakostima

F (x, y, u, v) = 0, G(x, y, u, v) = 0,

tada je f ′x
g′x

 = −

F ′u F ′v

G′u G′v

−1 F ′x
G′x

 ,
f ′y
g′y

 = −

F ′u F ′v

G′u G′v

−1 F ′y
G′y



65. F (x, y) = x2 + xy + y2 − 3, f ′(x) = −
F ′(x, y)

F ′y(x, y)
= −2x+ y

2y + x
za 2y + x 6= 0
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66.

F (x, y) = x2 ln y − y2 lnx, F ′x = 2x ln y − y2

x
, F ′y =

x2

y
− 2y lnx

y′ = −F
′
x

F ′y
= −2x ln y − y2/x

x2/y − 2y lnx
=
y3 − 2xy ln y

x3 − 2xy lnx

Drugo rexeǌe. Diferenciraǌem jednakosti x2 ln y − y2 lnx = 0 po x dobijamo

2x ln y +
x2

y
· y′ − 2y · y′ · lnx− y2 · 1

x
= 0

y′
(
x2

y
− 2y lnx

)
=
y2

x
− 2x ln y

Tre�e rexeǌe. Primenom diferencijala na levu i desnu stranu jednakosti x2 ln y − y2 lnx = 0
dobijamo

2xdx ln y + x2 dy

y
− 2ydy lnx− y2 dx

x
= 0

dy

(
x2

y
− 2y lnx

)
=

(
y2

x
− 2x ln y

)
dx

pa je y′ =
dy

dx

67. F (x, y) = ln

√
x2 + y2

2
− arctan

y

x

f ′(x) = −F
′
x

F ′y
= −

1√
x2 + y2

· x√
x2 + y2

+
1

1 + y2/x2
· y
x2

1√
x2 + y2

· y√
x2 + y2

− 1

1 + y2/x2
· 1

x

= −

x

x2 + y2
+

y

x2 + y2

y

c2 + y2
− x

x2 + y2

=
x+ y

x− y

68. 1 + f ′ + g′ = 0, 2x+ 2ff ′ + 2gg′ = 0

f ′ = −1− g′, x+ f(−1− g′) + gg′ = 0, g′(g − f) = f − x, g′ =
f − x
g − f

, f ′ = 1− f − x
g − f

, f ′ =
x− g
g − f

Drugi naqin. F = x+ y + z, G = x2 + y2 + z2 − 1f ′
g′

 = −

F ′y F ′z

G′y G′z

−1 F ′x
G′x

 = −

 1 1

2y 2z

−1  1

2x

 = − 1

2z − 2y

 2z −1

−2y 1

 1

2x

 = − 1

2z − 2y

 2z − 2x

−2y + 2x


f ′(x) = −z − x

z − y
=
x− z
z − y

, f ′(y) = −−y + x

z − y
=
x− y
y − z

69. x2y − y2z + zx = 0, 2xydx+ x2dy − 2yzdy − y2dz + zdx+ xdz = 0

(2xy + z)dx+ (x2 − 2yz)dy = (y2 − x)dz, f ′x =
2xy + z

y2 − x
, f ′y =

x2 − 2yz

y2 − z

Drugi naqin. F (x, y, z) = x2y − y2z + zx

f ′x = −F
′
x

F ′z
= − 2xy + z

−y2 + x
, f ′y = −

F ′y
F ′z

= −x
2 − 2yz

−y2 + x

70.
F ′x = z2 − 2xy + 2, F ′y = −x2 + 2yz − 1, F ′z = 2zx+ y2
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Kako je z(0, 1) = 1, to je

z′x = −F
′
x(0, 1, 1)

F ′z(0, 1, 1)
= −1− 0 + 2

1
= −3, z′y = −

F ′y(0, 1, 1)

F ′z(0, 1, 1)
= −−0 + 2 · 1 · 1− 1

1
= −1.

71. x2 + y2 + z2 = 2x, 2xdx+ 2ydy + 2zdz = 2dx, dz =
1− x
z

dx− y

z
dy

72. F (x, y, z) = z3 − 3zyz − a3

f ′x = −F
′
x

F ′z
= − −3yz

3z2 − 3xy
=

yz

z2 − xy
, f ′y = −

F ′y
F ′z

=
xz

z2 − xy
, dz =

yz

z2 − xy
dx+

xz

z2 − xy
dy

73. F (x, y, z) =
x

z
− ln

z

y
+ 1, f ′x = −F

′
x

F ′z
= −

1
z

− x
z2 −

y
z ·

1
y

=
z

x+ z

f ′y = −
F ′y
F ′z

= −
y
z ·

z
y2

− x
z2 −

1
z

=
z2

yx+ yz
, dz =

z

x+ z
dx+

z2

yx+ yz
dy

74. dz − dx =
1

1 + y2

(z−x)2

d

(
y

z − x

)
=

(z − x)2

(z − x)2 + y2
· (z − x)dy − yd(z − x)

(z − x)2

((z − x)2 + y2 + y)d(z − x) = (z − x)dy, dz = dx+
z − x

(z − x)2 + y2 + y
dy

75. f ′y = −
F ′y
F ′x
, g′z = −F

′
z

F ′y
, h′x = −F

′
x

F ′z
, f ′yg

′
zh
′
x = −

F ′y
F ′x
· F
′
z

F ′y
· F
′
x

F ′z
= −1

76. Diferenciaǌem po x dobijamo

1 = z′xG+ zG′y
z′x
−z2

, z = zz′xG− yz′xG′

odakle je
z′x =

z

zG− yG′

Diferenciraǌem po y dobijamo

0 = z′yG+ zG′
z − yz′y
z2

, (yG′ − zG)z′y = G′z

odakle je

z′y =
zG′

yG′ − zG
Zamenom z′x i z′y imamo

xz′x + yz′y =
xz

zG− yG′
+

yzG′

yG′ − zG
=
zx− yzG′

zG− yG′
=
z · zG− yzG′

zG− yG′
= z

Drugo rexeǌe. Iz date jednakosti imamo

dx = Gdz + zdG = Gdz + zG′d
(y
z

)
= Gdz + zG′

zdy − ydz
z2

= Gdz +G′dy −G′ y
z
dz

Iz posledǌe jednakosti sledi
zdx− zG′dy = (zG− yG′)dz
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odnosno
z

zG− yG′
dx+

−zG′

zG− yG′
dy = dz

Prema tome,

z′x =
z

zG− yG′
, z′y =

zG′

yG′ − zG
Daǉe isto kao u prvom rexeǌu

Tre�i naqin.

F (x, y, z) = x− zG
(y
z

)
, z′x = −F

′
x

F ′z
, z′y = −

F ′y
F ′z

gde je

F ′x = 1, F ′y = −zG′ 1
z

= −G′, F ′z = −G− zG′y−1

z2
=
−zG+ yG′

z

77. dF = 0, F ′udu+ Fvdv = 0, (dx+ d(z/y))F ′u + (dy + d(z/x))Fv = 0(
dx+

ydz − zdy
y2

)
F ′u +

(
dy +

xdz − zdx
x2

)
F ′v = 0

(
F ′u −

z

x2
F ′v

)
dx+

(
F ′v −

z

y2
F ′v

)
dy +

(
F ′u
y

+
F ′v
x

)
dz = 0

dz =
y

x
· zF

′
v − x2F ′u

xF ′u + yF ′v
dx+

x

y
· zF

′
u − y2F ′v

xF ′u + yF ′v
dy

f ′x =
y

x
· zF

′
v − x2F ′u

xF ′u + yF ′v
, f ′y =

x

y
· zF

′
u − y2F ′v

xF ′u + yF ′v

xfx + yf ′y =
z(xF ′u + yF ′v) = xy(xF ′u + yF ′v)

xF ′u + yF ′v
= z − xy

Drugo rexeǌe. F
(
x+

z

y
, y +

z

x

)
= G(x, y, z) = 0

f ′x = −G
′
x

G′z
= −

F ′u − z
x2F

′
v

1
yF
′
u + 1

xF
′
v

= −y
x
· x

2F ′u − zF ′v
xF ′u + yF ′v

Sliqno se dobija f ′y, a daǉe isto kao u prvom rexeǌu.

Tre�e rexeǌe.
(

1 +
f ′x
y

)
F ′u +

xf ′x − z
x2

F ′v = 0

(
F ′u
y

+
F ′v
x

)
f ′x =

z

x2
F ′v − F ′u, f ′x =

y

x
· xF

′
v − x2F ′u

xF ′u + yF ′v

Sliqno se dobija f ′y, a daǉe isto kao u prvom rexeǌu.

78. dF = 0, (dx+ dy + dz)F ′u + (2zdz + 2ydy + 2zdz)F ′v = 0

(F ′u + 2xF ′v)dx+ (F ′u + 2yF ′v)dy = (F ′u + 2zF ′v)dz

f ′x =
F ′u + 2xF ′v
F ′u + 2zF ′v

, f ′y =
F ′u + 2yF ′v
F ′u + 2zF ′v

(y − f)f ′x + (f − x)f ′y =
yF ′u + 2xyF ′v − 2xfF ′v + 2yfF ′v − xF ′u − 2xyF ′v

F ′u + 2zF ′v

(y − f)f ′x + (f − x)f ′y =
(y − x)F ′u + 2(y − x)fF ′v

F ′u + 2zF ′v
= y − x
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79. dF = 0, F ′udu+ F ′vdv = 0, F ′udz + (2xdx− 2yzdy − y2dz)F ′v = 0

2xF ′vdx− 2yzF ′vdy + (F ′u − y2F ′v)dz = 0, dz =
2xF ′v

y2F ′v − F ′u
dx− 2yzF ′v

y2F ′v − F ′u
dy

yff ′x + xf =
2xyzF ′v − 2xyzF ′v

y2F ′v − F ′u
= 0

80. Diferenciraǌem datih jednakosti po x dobijamo

y + u′xv + uv′x = 0, v + v′x − yu′x = 0

Za taqku (1,−1) imamo sistem
2u′x + v′x = 1, u′x + v′x = −2

iz kojeg sledi u′x(1,−1) = 3 i v′x(1,−1) = −5.

Diferenciraǌem datih jednakosti po y dobijamo

x+ u′yv + uv′y = 0, v′y − u− yu′y = 0

Za taqku (1,−1) imamo sistem
2u′y + v′y = −1, u′y + v′y = 1

iz kojeg sledi u′y = −2 i v′y = 3. Dakle,

du(1,−1) = u′xdx+ u′ydy = 3dx− 2dy

dv(1,−1) = v′xdx+ v′ydy = −5dx+ 3dy

Drugi naqin.

ydx+ xdy + vdu+ udv =0

vdx+ xdv − udy − ydu =0

}
vdu+ udv =− ydx− xdy
ydu− xdv =vdx− udy

}
xvdu+ xudv =− xydx− x2dy

yudu− xudv =vudx− u2dy

}

(xv + yu)du = (vu− xy)dx− (x2 + u2)dy, du =
vu− xy
xv + yu

dx− x2 + u2

xv + yu
dy

Tre�i naqin. F (x, y, u, v) = xy + uv − 1, G(x, y, u, v) = xv − yu− 3f ′x
g′x

 = −

F ′u F ′v

G′u G′v

−1 F ′x
G′x

 = −

 v u

−y x

−1 y
v

 = − 1

xv + yu

 xy −uv

y2 + v2


f ′x =

uv − xy
xv + yu

, g′x = − y
2 + v2

xv + yu
, f ′x(1,−1) = 3, g′x(1,−1) = −5

Sliqno, za f ′y i g′y imamo da je

f ′y
g′y

 = −

F ′u F ′v

G′u G′v

−1 F ′y
G′y


4.5 Izvod u pravcu. Gradijent

Neka je l = (lx, ly) jediniqni vektor. Izvod funkcije f u smeru vektora l definisan je sa

f ′
l
(a, b) = lim

t→0

f(a+ tlx, b+ tly)− f(a, b)

t

ukoliko navedeni limes postoji.

Ako je f diferencijabilna funkcija u taqki (a, b), tada je

f ′
l
(a, b) = f ′x(a, b)lx + f ′y(a, b)ly = ∇f(a, b) · l.
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81. f je diferencijabilna u R2,
−−→
AB = (1, 2), |

−−→
AB| =

√
5, f ′−−→

AB
(A) = ∇f(A) · l, l = (1/

√
5, 2/
√

5)

∇f(x, y) = (2x− 3y, 2y − 3x+ 1), ∇f(A) = (2 · 1− 3 · (−1), 2 · (−1)− 3 · 1 + 1) = (5,−4)

f ′−−→
AB

(A) = (5,−4) · (1/
√

5, 2/
√

5) = 5 · 1√
5
− 4 · 2√

5
= − 3√

5

82. (1) f ′x = 2x, f ′y = −2y, ∇f(x, y) = (2x,−2y), ∇f(1, 1) = (2,−2) = 2i− 2j

(2) l = (1/2,
√

3/2), f ′l (1, 1) = ∇f(1, 1) · l = (2,−2) · (1/2,
√

3/2) = 1−
√

3

83. (1) ∇f(x, y, z) = (yz, zx, xy), ∇f(1, 1, 1) = (1, 1, 1)

(2) v = (1, 1, 1), |v| =
√

3, f ′v(A) = 1 · 1√
3

+ 1 · 1√
3

+ 1 · 1√
3

=
3√
3
, f ′v(A) =

√
3

84. ∇f(x, y, z) = (2x, 2y, 2z), ∇f(A) = (2a, 0, 0), ∇f(B) = (0, 2a, 0), ∇f(A) · ∇f(B) = 0
Prema tome, ugao izme�u gradijenata je π/2.

85. l = (x, y, z), |l| =
√
x2 + y2 + z2, ∇f(x, y, z) =

(
2x

a2
,

2y

b2
,

2z

c2

)

f ′l (P ) =
2x

a2
· x√

x2 + y2 + z2
+

2y

b2
· y√

x2 + y2 + z2
+

2z

c2
· z√

x2 + y2 + z2
=

2√
x2 + y2 + z2

(
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

)

Kako je |∇f(P )| =
√

4x2

a4
+

4y2

b4
+

4z2

c4
, jednakost f ′l (P ) = |∇f(P )| ekvivalentna je jednakosti

(
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

)2

=

(
x2

a4
+
y2

b4
+
z2

c4

)
(x2 + y2 + z2),

odnosno jednakosti

x2y2

(
1

a2
− 1

b2

)2

+ y2z2

(
1

b2
− 1

c2

)2

+ z2x2

(
1

c2
− 1

a2

)2

= 0.

Za a, b, c ∈ R+ ova jednakost va�i samo u sluqaju a = b = c. Prema tome, jednakost f ′l (P ) = |∇f(P )|
va�i za a = b = c.

86. Kako je

f(0 + tlx, 0 + tly)− f(0, 0)

t
=
f(tlx, tly)− 0

t
=

√
|t2l2x − t2l2y|

t
=

√
t2|l2x − l2y|

t
=
|t|
t
·
√
|l2x − l2y|,

izvod f ′~l (0, 0) postoji ako je
√
|l2x − l2y| = 0, odnosno ako je l2x = l2y. Prema tome, funkcija f ′~l (0, 0)

postoji u pravcima y = x i y = −x

87. f ′l (0, 0) = lim
t→0

f(tlx, tly)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

3
√
t2lxly

t
= lim

t→0

3
√
lxly

t1/3
Ovaj limes postoji samo ako je lx = 0

ili ly = 0. Prema tome, izvod date funkcije postoji samo u pravcima koordinatnih osa.
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88. (1)
f(tlx, tly)− f(0, 0)

t
=

3
√
t2l2x · tly − 0

t
=

3
√
t3l2xly

t
= 3

√
l2xly

Prema tome, f ′~l (0, 0) = 3

√
l2xly

(2) f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0, f(x, y)− f(0, 0)− 0 · x− 0 · y = 3
√
x2y

3
√
x2y√

x2 + y2
=

{
0, x = 0, y 6= 0
1√
2
, x = y > 0

⇒ 3
√
x2y 6= o(

√
x2 + y2) kada (x, y)→ (0, 0)

Prema tome, f nije diferencijabilna u taqki (0, 0).

89. Ako je l = (lx, ly) jediniqni vektor i ly 6= 0, tada je

lim
t→0+

f(tlx, tly)− f(0, 0)

t
= lim
t→0+

t2l2xtly
t(t2l2x + t2l2y)

=
l2xly
l2y

=
l2x
ly

Kako je jox i f ′x(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= 0, funkcija f ima izvod u smeru proizvoǉnog

vektora.

Da li je funkcija f i diferencijabilna u taqki (0, 0)? Za y = x→ 0+ imamo da je

f(x, y)− f(0, 0)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y√
x2 + y2

=
f(x, y)√
x2 + y2

=
x2y

(x4 + y2)
√
x2 + y2

=
x3

(x4 + x2)
√

2x2
→ 1√

2
.

Prema tome, f(x, y) nije o(
√
x2 + y2) kada (x, y)→ (0, 0), pa funkcija nije diferencijabilna u (0, 0).

90. f ′x(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim
x→0

x− 0

x
= 1, f ′y(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y
= 0, f(0, 0) = 0

f(x, y)− f(0, 0)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y =
x3

x2 + y2
− x =

x3 − x2 − y2

x2 + y2

Da li je
x3 − x2 − y2

x2 + y2
= o(

√
x2 + y2) kada (x, y)→ (0, 0)? Nije, jer za x = 0 i y → 0+ va�i

x3 − x2 − y2

(x2 + y2)3/2
= −y

2

y3
= −1

y
→ −∞.

Prema tome, funkcija nije diferencijabilna u taqki (0, 0).

U kom smeru funkcija ima izvod u taqki (0, 0)? Za jediniqni vektor v = (vx, vy) imamo da je

f(tvx, tvy)− f(0, 0)

t
=

1

t
· t3v3

x

t2v2
x + t2v2

y

=
v3
x

v2
x + v2

y

.
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To znaqi da izvod funkcije f u taqki (0, 0) postoji u smeru proizvoǉnog vektora v i jednak je
v3
x

v2
x + v2

y

. Dakle, funkcija u taqki (0, 0) ima izvod u smeru svakog vektora, a nije diferencijabilna

u toj taqki.

4.6 Tangentna ravan i normala povrxi

Ako je je povrx definisana funkcijom (x, y) 7→ z koja je data implicitno jednakox�u
F (x, y, z) = 0, onda je

F ′x(A)(x− x0) + F ′u(A)(y − y0) + F ′z(A)(z − z0) = 0

jednaqina tangentne ravni te povrxi koja sadr�i taqku A(x0, y0, z0), a

x− x0

F ′x
=
y − y0

F ′y
=
z − z0

F ′z

je jednaqina normale na povrx u taqki A.

Za povrx definisanu sa z = f(x, y) jednaqine tangentne ravni i normale su

z − z0 = f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y)(y − y0),
x− x0

f ′x(x0, y0)
=

y − y0

f ′y(x0, y0)
=
z − z0

−1

91. z − 5 = f ′x(1, 2)(x− 1) + f ′y(1, 2)(y − 2), f ′x = 2x, f ′y = 2y, f ′x(1, 2) = 2, f ′y(1, 2) = 4

z + 2x+ 4y + 5 = 0,
x− 1

2
=
y − 2

4
=
z − 5

−1

92. F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 169, F ′x = 2x, F ′y = 2y, F ′z = 2z, F ′x(M) = 6, F ′y(M) = 8, F ′z(M) = 24
Jednaqina tangente je 6(x− 3) + 8(y − 4) + 24(z − 12) = 0, odnosno 3x+ 4y + 12z − 169 = 0.

Jednaqina normale je
x− 3

3
=
y − 4

4
=
z − 12

12

93. F (x, y, z) = 2x/z + 2y/z − 8, M(2, 2, 1)

f ′x = −F
′
x

F ′z
= −

ln 2
z 2x/z

−x ln 2
z2 2x/z − y ln 2

z2 2y/z
=

2x/z

x2x/z + y2y/z

f ′x(2, 2) =
22

2 · 22 + 2 · 22
=

1

4
, f ′y(2, 2) =

1

4

z − 1 =
1

4
(x− 2) +

1

4
(y − 2), 4z − 4 = x− 2 + y − 2, x+ y − 4z = 0

x− 2

1/4
=
y − 2

1/4
=
z − 1

−1
,

x− 2

1
=
y − 2

1
=
z − 1

−4
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94. z = xy, M(1, 1), z′x = y, z′y = x, z − 1 = 1 · (x− 1) + 1 · (y − 1)

z = x+ y − 1,
x− 1

1
=
y−
1

=
z − 1

−1

95. x3 + y3 + z3 + xyz = 6, F ′x = 3x2 + yz, F ′y = 3y2 + xz, F ′z = 3z2 + xy

F ′x(M) = 1, F ′y(M) = 11, F ′z(M) = 5, 1(x− 1) + 11(y − 2) + 5(z + 1) = 0

x+ 11y + 5z − 18 = 0,
x− 1

1
=
y − 2

11
=
z + 1

5

96. xy2 + z3 − 12︸ ︷︷ ︸
F (x,y,z)

= 0, F ′x(x, y, z) = y2, F ′y(x, y, z) = 2xy, F ′z(x, y, z) = 3z2

F ′x(M) = 4, F ′y(M) = 4, F ′z(M) = 12, nα = (1, 1, 3), 1 · (x− 1) + 1 · (y − 2) + 3 · (z − 2) = 0

x+ y + 3z − 9 = 0,
x− 1

1
=
y − 2

1
=
z − 2

3

97. F (x, y, z) = x+ 2y − ln z + 4, G(x, y, z) = x2 − xy − 8x+ z

F ′x = 1, F ′y = 2, F ′z = −1

z
, G′x = 2x− y − 8, G′y = −x, G′z = 1

Tangentna ravan prve povrxi u taqki M(2,−3, 1) je

x− 2 + 2(y + 3)− 1(z − 1) = 0,

a tangentna ravan druge povrxi u taqki M je

−1(x− 2)− 2(y + 3) + z − 1 = 0.

Kako obe povrxi imaju istu tangentnu ravan u taqki M , one se u toj taqki dodiruju.

98. F (x, y, z) = xy + z2 + xz − 1, F ′x = y + z, F ′y = x, F ′z = 2z + x

Iz uslova paralelnosti tangentne ravni i ravni x− y + 2z = 0 sledi da je

y + z

1
=

x

−1
=

2z + x

2
= t,

odnosno x = −t, y = −t/2 i z = 3t/2. Zamenom ovih izraza u x− y + 2z = 0 dobijamo da je t2 = 4/5.

Za t = 2/
√

5 imamo taqku A

(
− 2√

5
,− 1√

5
,

3√
5

)
, a za t = −2/

√
5 imamo taqku B

(
2√
5
,

1√
5
,− 3√

5

)
.

Dakle, za datu povrx tangentne ravni x− y+ 2z−
√

5 = 0 (sadr�i taqku A) i x− y+ 2z+
√

5 = 0
(sadr�i taqku B) paralelne su datoj ravni x− y + 2z = 0.




