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4. PARCIJALNI IZVODI I DIFERENCIJAL

Parcijalni izvodi

U zadacima 1.-12. za datu funkciju f : Df → R (Df ⊂ R2) odrediti
parcijalne izvode.

1. f : (x, y) 7→ x2 + y3 + 3x2y3.

2. f : (x, y) 7→ (2x2y2 − x+ 1)3.

3. f : (x, y) 7→ x+ y2

x2 + y2 + 1
.

4. f : (x, y) 7→
√

x2 + y2 − x+ 1.

5. f : (x, y) 7→ 2x−y. 6. f : (x, y) 7→ e−x
3y.

7. f : (x, y) 7→ (x+ 1)2y+1.

8. f : (x, y) 7→ sin(xy). 9. f : (x, y) 7→ cos x

cos y
.

10. f : (x, y) 7→ sin
x2 + y2

x3 + y3
. 11. f : (x, y) 7→ arctan

y

x
.

12. f : (x, y) 7→ xy ln(xy).

U zadacima 13.-22. za datu funkciju f : Df → R (Df ⊂ R3) odrediti
parcijalne izvode.

13. f : (x, y, z) 7→ ln(xy2z3).

14. f : (x, y, z) 7→ sin(xy + yz).

15. f : (x, y, z) 7→ (xy)z. 16. f : (x, y, z) 7→ zxy.

17. f : (x, y, z) 7→ zx/y. 18. f : (x, y, z) 7→ xy
z

.

19. f : (x, y, z) 7→
(y

x

)z

. 20. f : (x, y, z) 7→ xyyzzx.

21. f : (x, y, z) 7→ exyz. 22. f : (x, y, z) 7→ xyzex+y+z.

U zadacima 23.-24. dokazati da data funkcija f : R × R → R ima
parcijalne izvode u svakoj taqki ravni R× R.
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4. Parcijalni izvodi i diferencijal 25

23. f : (x, y) 7→







x2y

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

24. f : (x, y) 7→







xy
√

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

U zadacima 25.-26. dokazati da data funkcija f : R × R → R nema
parcijalne izvode u taqki (0, 0).

25. f : (x, y) 7→
√

x2 + y2. 26. f : (x, y) 7→ 4
√

x4 + y4.

27. Dokazati da za funkciju

f : (x, y) 7→
√

1− x2 − y2

ne postoji
∂f

∂x
(0, 1) i

∂f

∂y
(1, 0).

28. Ako je x = ρ cos φ a y = ρ sin φ, izraqunati determinantu
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x

∂ρ

∂x

∂φ
∂y

∂ρ

∂y

∂φ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

29. Ako je x = ρ sin φ cos θ, y = ρ sin φ sin θ a z = ρ cos φ, izraqunati
determinantu

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x

∂ρ

∂x

∂φ

∂x

∂θ
∂y

∂ρ

∂y

∂φ

∂y

∂θ
∂z

∂ρ

∂z

∂φ

∂z

∂θ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

30. Dokazati da za funkciju f : (x, y) 7→ xyyx va�i jednakost

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = (x+ y + ln f(x, y))f(x, y).

31. Dokazati da za funkciju f : (x, y) 7→
√

xy + x/y va�i jednakost

f(x, y)

(

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y)

)

= xy.

32. Dokazati da za funkciju f : (x, y, z) 7→ ln(ex + ey + ez) va�i jed-
nakost

∂f

∂x
(x, y, z) +

∂f

∂y
(x, y, z) +

∂f

∂z
(x, y, z) = 1.
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33. Ako je funkcija g : R → R diferencijabilna, dokazati da
funkcija

f : (x, y) 7→ g

(

x

y

)

zadovo	ava jednaqinu

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = 0.

34. Ako je funkcija g : R → R diferencijabilna, dokazati da
funkcija

f : (x, y) 7→ xy + g

(

x

y

)

zadovo	ava jednaqinu

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = 2xy.

35. Ako je funkcija g : R → R diferencijabilna, dokazati da
funkcija

f : (x, y) 7→ g
(

xy + y2
)

zadovo	ava jednaqinu

(x+ 2y)
∂f

∂x
(x, y)− y ∂f

∂y
(x, y) = 0.

36. Ako je funkcija g : R → R diferencijabilna, dokazati da
funkcija

f : (x, y) 7→ xng
( y

x2

)

zadovo	ava jednaqinu

x
∂f

∂x
(x, y) + 2y

∂f

∂y
(x, y) = nf(x, y).

37. Ako je funkcija g : R → R diferencijabilna, dokazati da
funkcija

f : (x, y) 7→ yg
(

x2 − y2
)

zadovo	ava jednaqinu

y2
∂f

∂x
(x, y) + xy

∂f

∂y
(x, y) = xf(x, y).
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38. Ako je funkcija g : R → R diferencijabilna, dokazati da
funkcija

f : (x, y) 7→ xg
(

x2 + y2
)

zadovo	ava jednaqinu

xy
∂f

∂x
(x, y)− x2 ∂f

∂y
(x, y) = yf(x, y).

Diferencijabilnost

39. Dokazati da je funkcija

f : (x, y) 7→
{

e−1/(x
2+y2), (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

diferencijabilna u svim taqkama ravni R× R.

U zadacima 40.-42. dokazati da je data funkcija f : R × R →
R diferencijabilna u taqki (0, 0), iako parcijalni izvodi u toj taqki
imaju prekid.

40. f : (x, y) 7→

{

(x2 + y2) sin
1

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

41. f : (x, y) 7→







(x+ y)2 sin
1

√

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

42. f : (x, y) 7→



































x2 sin
1

x
+ y2 sin

1

y
, xy 6= 0

x2 sin
1

x
, x 6= 0, y = 0

y2 sin
1

y
, y 6= 0, x = 0

0, (x, y) = (0, 0).

U zadacima 43.-47. dokazati da data funkcija f : R×R→ R u taqki
(0, 0) nije diferencijabilna, iako ima parcijalne izvode.

43. f : (x, y) 7→
√

|xy|. 44. f : (x, y) 7→ 3
√
xy.

45. f : (x, y) 7→







x3y

x6 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

46. f : (x, y) 7→







x2y

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).
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47. f : (x, y) 7→







xy
√

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Diferencijal

U zadacima 48.-54. za datu funkciju f : Df → R (Df ⊂ R2) odrediti
totalni diferencijal.

48. f : (x, y) 7→ x2y − xy2 + 1.

49. f : (x, y) 7→ (x2 + y2)3.

50. f : (x, y) 7→ 2x+ 3y

x− y
.

51. f : (x, y) 7→ (sin x)cos y.

52. f : (x, y) 7→ arctan
√
xy.

53. f : (x, y) 7→ ln
√

x2 + y2. 54. f : (x, y) 7→
(y

x

)x

.

U zadacima 55.-57. za datu funkciju f : Df → R (Df ⊂ R3) odrediti
totalni diferencijal.

55. f : (x, y, z) 7→
√

x2 + y2 + z2.

56. f : (x, y, z) 7→ arcsin
y

√

x2 + y2 + z2
.

57. f : (x, y, z) 7→ xy
z

.

U zadacima 58.-60. aproksimirati datu funkciju f : Df → R (Df ⊂
R2) diferencijalom za vrednosti x i y bliske nuli.

58. f : (x, y) 7→ (1 + x)m(1 + y)n, m, n ∈ N.

59. f : (x, y) 7→ ln(1 + x+ y).

60. f : (x, y) 7→ arctan
x+ y

1 + xy
.

U zadacima 61.-64., koriste�i diferencijal, izraqunati pribli�nu
vrednost datog izraza.

61. 1.002 · 2.0032 · 3.0043

62.
1.032

3
√

0.98
4
√
1.053

63.
√
1.023 + 1.973

64. 0.971.05.
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Izvodi i diferencijali implicitne funkcije

U zadacima 65.-67. izraqunati izvod funkcije f : x 7→ y definisane
datom jednakox�u.

65. x2 + xy + y2 = 3.

66. x2 ln y − y2 ln x = 0.

67. ln

√

x2 + y2

2
= arctan

y

x
.

68. Za funkcije f : x 7→ y i g : x 7→ z definisane sistemom
jednaqina

x+ y + z = 0

x2 + y2 + z2 = 1

odrediti
df

dx
i
dg

dx
.

69. Odrediti parcijalne izvode funkcije f : (x, y) 7→ z definisane
jednakox�u

x2y − y2z + zx = 0.

70. Izraqunati
∂f

∂x
(0, 1) i

∂f

∂y
(0, 1) ako je funkcija f : (x, y) 7→ z defin-

isana jednakox�u
z2x− x2y + y2z + 2x− y = 0.

U zadacima 71.-74. za funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu datom
jednakox�u odrediti totalni diferencijal.

71. x2 + y2 + z2 = 2x.

72. z3 − 3xyz = a3, a ∈ R.

73.
x

z
= ln

z

y
+ 1.

74. z − x = arctan
y

z − x
.

75. Ako su funkcije f : (y, z) 7→ x, g : (x, z) 7→ y i h : (x, y) 7→ z
definisane jednakox�u F (x, y, z) = 0, dokazati da je

∂f

∂y

∂g

∂z

∂h

∂x
= −1.

76. Ako je funkcija F : R → R diferencijabilna, dokazati da
funkcija f : (x, y) 7→ z definisana jednakox�u

x = zF
(y

z

)
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zadovo	ava jednaqinu

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = f(x, y).

77. Ako je funkcija F : R × R → R diferencijabilna, dokazati da
funkcija f : (x, y) 7→ z definisana jednakox�u

F

(

x+
z

y
, y +

z

x

)

= 0

zadovo	ava jednaqinu

x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = f(x, y)− xy.

78. Ako je funkcija F : R × R → R diferencijabilna, dokazati da
funkcija f : (x, y) 7→ z definisana jednakox�u

F
(

x+ y + z, x2 + y2 + z2
)

= 0

zadovo	ava jednaqinu

(y − f(x, y))∂f
∂x

(x, y) + (f(x, y)− x)∂f
∂y

(x, y) = x− y.

79. Ako je funkcija F : R × R → R diferencijabilna, dokazati da
funkcija f : (x, y) 7→ z definisana jednakox�u

F
(

z, x2 − y2z
)

= 0

zadovo	ava jednaqinu

yf(x, y)
∂f

∂x
(x, y) + x

∂f

∂y
(x, y) = 0.

80. Za funkcije f : (x, y) 7→ u i g : (x, y) 7→ v definisane sistemom
jednaqina

xy + uv = 1

xv − yu = 3

odrediti diferencijal u taqki (1,−1) ako je u(1,−1) = 1 i v(1,−1) = 2.
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Izvod u pravcu. Gradijent

81. Za funkciju f : (x, y) 7→ x2 + y2 − 3xy + y − 1

(1) odrediti gradijent u taqki A(1,−1) i taqki B(2, 1),

(2) izraqunati izvod
∂f

∂
−−→
AB

(1,−1).

82. Za funkciju f : (x, y) 7→ x2 − y2

(1) odrediti gradijent u taqki A(1, 1),

(2) izraqunati izvod
∂f

∂~l
(1, 1) ako vektor ~l sa pozitivnim smerom

ose Ox gradi ugao veliqine π/3.

83. Za funkciju f : (x, y, z) 7→ xyz

(1) odrediti gradijent u taqki A(1, 1, 1),

(2) izraqunati izvod
∂f

∂~v
(A) ako je ~v =~i+~j + ~k.

84. Izraqunati ugao izme�u gradijenata funkcije

f : (x, y, z) 7→ x2 + y2 + z2

u taqkama A(a, 0, 0) i B(0, a, 0).

85. Odrediti izvod funkcije

f ; (x, y, z) 7→ x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
, a, b, c ∈ R+

u pravcu radijus vektora taqke P (x, y, z). Za koje vrednosti a, b i c je
∂f

∂~l
= |∇f |?

86. Dokazati da funkcija

f : (x, y) 7→
√

|x2 − y2|

u taqki (0, 0) ima izvod jedino u pravcu y = x i y = −x.

87. Dokazati da funkcija

f : (x, y) 7→ 3
√
xy

u taqki (0, 0) ima izvod jedino u pravcu koordinatnih osa.

U zadacima 88.-90. dokazati da data funkcija u taqki (0, 0) ima
izvod u proizvo	nom pravcu, ali da nije u toj taqki diferencijabilna.
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88. f : (x, y) 7→ 3
√

x2y.

89. f : (x, y) 7→







x2y

x4 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

90. f : (x, y) 7→







x3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Tangentna ravan i normala povrxi

U zadacima 91.-96. napisati jednaqinu tangentne ravni i jednaqinu
normale u taqki M povrxi definisane datom jednaqinom

91. z = x2 + y2, M(1, 2, 5).

92. x2 + y2 + z2 = 169, M(3, 4, 12).

93. 2x/z + 2y/z = 8, M(2, 2, 1).

94. z = xy, M(1, 1, 1).

95. x3 + y3 + z3 + xyz = 6, M(1, 2,−1).

96. xy2 + z3 = 12, M(1, 2, 2).

97. Dokazati da se povrxi definisane jednaqinama

x+ 2y − ln z + 4 = 0 i x2 − xy − 8x+ z + 5 = 0

dodiruju u taqki M(2,−3, 1).

98. Odrediti taqku M povrxi definisane jednaqinom

xy + z2 + xz = 1

u kojoj je tangentna ravan paralelna ravni Π : x− y + 2z = 0.
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Lokalni ekstremum funkcije dve promen	ive

U zadacima 1.-19. za datu funkciju f : Df → R (Df ⊂ R2) odrediti
sve lokalne ekstremume.

1. f : (x, y) 7→ 4(x− y)− x2 − y2.

2. f : (x, y) 7→ x3 + y3 − 9xy + 1.

3. f : (x, y) 7→ x3 + 3xy2 − 15x− 12y.

4. f : (x, y) 7→ x3 − 2y3 − 3x+ 6y.

5. f : (x, y) 7→ x3y2(12− x− y), x > 0, y > 0.

6. f : (x, y) 7→ x

y
+

1

x
+ y.

7. f : (x, y) 7→ xy +
50

x
+

20

y
, x > 0, y > 0.

8. f : (x, y) 7→ x
√
1 + y + y

√
1 + x.

9. f : (x, y) 7→ 2− 3
√

x2 + y2.

10. f : (x, y) 7→ x2 + y2 − 2 ln x− 18 ln y.

11. f : (x, y) 7→ xy ln(x2 + y2).

12. f : (x, y) 7→ e2x(x+ y2 + 2x).

13. f : (x, y) 7→ ex−y(x2 − 2xy + 2y2).

14. f : (x, y) 7→ ex+2y(x2 − y2).

15. f : (x, y) 7→ e−(x
2+y2)(x2 + 2y2).

16. f : (x, y) 7→ e−(x
2+y2)(x− 2y).

17. f : (x, y) 7→ sin x+ sin y + cos(x+ y), x, y ∈ [0, π/4].

18. f : (x, y) 7→ sin x+ sin y + sin(x+ y), x, y ∈ [0, π/2].

38
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19. f : (x, y) 7→ sin x sin y sin(x+ y), x, y ∈ [0, π].

U zadacima 20.-25. dokazati da data funkcija f : Df → R (Df ⊂ R2)
nema ekstremuma.

20. f : (x, y) 7→ x2 − xy − y2.

21. f : (x, y) 7→ x3 − 2x2y2 + y4.

22. f : (x, y) 7→ xy +
1

2(x+ y)
.

23. f : (x, y) 7→ x2y ln x.

24. f : (x, y) 7→ x− 2y + ln
√

x2 + y2 + 3 arctan
y

x
.

25. f : (x, y) 7→ xey+x sin y.

U zadacima 26.-29. dokazati da data funkcija f : R×R→ R nema u
(0, 0) lokalni ekstremum.

26. f : (x, y) 7→ x2 − 2xy + 4y3.

27. f : (x, y) 7→ 3x2y − x3 − y4.

28. f : (x, y) 7→ x3 + y3 − 3xy.

29. f : (x, y) 7→ x4 + y4 − x2 − 2xy − y2.

U zadacima 30.-32. dokazati da data funkcija f : R× R→ R ima u
(0, 0) minimum du� svake prave koja sadr�i taqku (0, 0), ali nema lokalni
ekstremum u (0, 0).

30. f : (x, y) 7→ 2x2 − 3xy2 + y4.

31. f : (x, y) 7→ x2 − 2xy2 + y4 − y5.

32. f : (x, y) 7→ y5 − x2 − y2 + 2xy.

33. Dokazati da funkcija

f : (x, y) 7→ x2 + xy + y2 +
a3

x
+
a3

y
, a ∈ R

ima lokalni minimum u taqki M(a/ 3
√
3, a/ 3

√
3).

U zadacima 34.-36. odrediti sve lokalne ekstremume funkcije
f : (x, y) 7→ z koja je data implicitno.

34. 2x2 + 2y2 + z2 + 8xz − z + 8 = 0.

35. 5x2 + 5y2 + 5z2 − 2xy − 2xz − 2yz − 72 = 0.

36. z2 + xyz − xy2 − x3 = 0.
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37. Dokazati da me�u trouglovima jednakog obima najve�u povrxinu
ima jednakostraniqni trougao.

Lokalni ekstremum funkcije tri promen	ive

U zadacima 38.-48. za datu funkciju f : Df → R (Df ⊂ R3) odrediti
sve lokalne ekstremume.

38. f : (x, y, z) 7→ (x− 1)2 + y3 + 6y2 + 2z2 + 2xz.

39. f : (x, y, z) 7→ 2x2 − xy + 2xz − y + y3 + z2.

40. f : (x, y, z) 7→ 2x2 + y2 + z2 − 2xy + 4z − x.

41. f : (x, y, z) 7→ x2 + y2 + z2 + (4− x− y − z)2.

42. f : (x, y, z) 7→ xyz(1− x− y − z).

43. f : (x, y, z) 7→ xy2z3(1− x− 2y − 3z), x > 0, y > 0, z > 0.

44. f : (x, y, z) 7→ 2x2

y
+
y2

z
− 4x+ 2z2.

45. f : (x, y, z) 7→ x+
y2

4x
+
z2

y
+

2

z
.

46. f : (x, y, z) 7→ x+
y

x
+
z

y
+

2

z
.

47. f : (x, y, z) 7→ 3 ln x+ 2 ln y + 5 ln z + ln(22− x− y − z).

48. f : (x, y, z) 7→ (x+ y + 2z)e−(x
2+y2+z2).

Uslovni ekstremum funkcije dve promen	ive

U zadacima 49.-57. za datu funkciju f : Df → R (Df ⊂ R2) odrediti
sve ekstremume pri zadatom uslovu.

49. f : (x, y) 7→ x2 + y2, x+ y = 1.

50. f : (x, y) 7→ x+ 2y, x2 + y2 = 1.

51. f : (x, y) 7→ x2 + xy + y2, x2 + y2 = 1.

52. f : (x, y) 7→ (x− 1)2 + (y + 1)2, x2 + y2 − 2xy = 0.

53. f : (x, y) 7→ xn + yn, x+ y = 2, x > 0, y > 0, n ∈ N.

54. f : (x, y) 7→ xy, x2 + y2 = 2.

55. f : (x, y) 7→ exy, x+ y = 1.
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56. f : (x, y) 7→ 1

x
+

1

y
, x+ y = 2.

57. f : (x, y) 7→ 1

x
+

1

y
,

1

x2
+

1

y2
= 1.

Uslovni ekstremum funkcije tri promen	ive

U zadacima 58.-64. za datu funkciju f : Df → R (Df ⊂ R3) odrediti
sve ekstremume pri zadatom uslovu.

58. f : (x, y, z) 7→ x− y + 2z, x2 + y2 + 2z2 = 2.

59. f : (x, y, z) 7→ 2x+ y − 2z, x2 + y2 + z2 = 36.

60. f : (x, y, z) 7→ x3 + y3 + z3,
1

x
+

1

y
+

1

z
= 1.

61. f : (x, y, z) 7→ 3x2 + 3y2 + z2, x+ y + z = 1.

62. f : (x, y, z) 7→ xy + 2xz + 2yz, xyz = 4.

63. f : (x, y, z) 7→ x+ y + z,
1

x
+

1

y
+

1

z
= 1.

64. f : (x, y, z) 7→ xy2z3, x+ 2y + 3z = 12, x, y, z > 0.

65. f : (x, y, z) 7→ xyz, x2 + y2 + z2 = 3.

66. f : (x, y, z) 7→ sin x sin y sin z, x+ y + z = π/2, x, y, z > 0.

67. f : (x, y, z) 7→ cos x cos y cos z, x+ y + z = π.

U zadacima 68.-71. za datu funkciju f : R × R × R → R odrediti
sve ekstremume pri zadatim uslovima.

68. f : (x, y, z) 7→ x2 + y2 + z2, x+ z = 2, y2 + z2 = 1.

69. f : (x, y, z) 7→ xyz, x+ y + z = 0, x2 + y2 + z2 = 1.

70. f : (x, y, z) 7→ xy + yz, x2 + y2 = 2, y + z = 2, x, y, z > 0.

71. f : (x, y, z) 7→ xyz, x+ y + z = 5, xy + xz + yz = 8.

U zadacima 72.-73. dokazati da data funkcija f : R × R × R → R
nema ekstemuma pri zadatom uslovu.

72. f : (x, y, z) 7→ x+ y + z, x2 − y2 − x− y − z = 0.

73. f : (x, y, z) 7→ sin x+ sin y − sin z, x+ y = π/2,
x, y, z ∈ (0, π/2).

74. Data je ravan α : 3x − 2z = 0 i taqke A(1, 1, 1) i B(2, 3, 4).
Odrediti taqku M ravni α tako da zbir kvadrata rastoja�a taqke M
od taqaka A i B bude minimalan.
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75. Odrediti taqku povrxi x2+2y2+4z2 = 1 koja je najbli�a ravni

x+ y + z = 4.

76. Razlo�iti pozitivan broj a na tri sabirka tako da zbir kvad-
rata tih sabiraka bude minimalan.

77. Razlo�iti pozitivan broj a na tri pozitivna sabirka x, y i z
tako da proizvod

(1) xyz,

(2) xy2z3,

(3) xlymzn, l,m, n ∈ N
bude maksimalan.

78. Razlo�iti pozitivan broj a na tri qinioca tako da zbir �i-
hovih reciproqnih vrednosti bude minimalan.

Najma�a i najve�a vrednost funkcije dve promen	ive

U zadacima 79.-89. odrediti najma�u i najve�u vrednost date fun-
kcije f : Df → R (Df ⊂ R2) na skupu D.

79. f : (x, y) 7→ (x− 1)2 + (y − 2)2 + 3,
D = {(x, y) : x+ y ≤ 4, x, y ≥ 0}.

80. f : (x, y) 7→ x+ y, D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}.

81. f : (x, y) 7→ x2 − y2, D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 4}.

82. f : (x, y) 7→ y2 + 2xy − 3x2 + x, D = {(x, y) : |x|+ |y| ≤ 1}.

83. f : (x, y) 7→ x− 2y − 3,
D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ x+ y ≤ 1}.

84. f : (x, y) 7→ x2 + y2 − 4x,
D = {(x, y) : x− 4 ≤ −|y − 1|, x ≥ 0}.

85. f : (x, y) 7→ x2 + 3y2 − x+ 18y − 4,
D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ y ≤ 4}.

86. f : (x, y) 7→ 2x3 + 4x2 + y2 − 2xy, D = {(x, y) : x2 ≤ y ≤ 4}.

87. f : (x, y) 7→ ln(xy), D = {(x, y) : |x+ 3| ≤ 1, −4 ≤ y ≤ x}.

88. f : (x, y) 7→ x2y ln x,
D = {(x, y) : 1 ≤ x ≤ e, 1 ≤ y ≤ x2}.

89. f : (x, y) 7→ sin x+ sin y + sin(x+ y),
D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ π/2, 0 ≤ y ≤ π/2}.
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Najma�a i najve�a vrednost funkcije tri promen	ive

U zadacima 90.-92. odrediti najma�u i najve�u vrednost date fun-
kcije f : R× R× R→ R na skupu D.

90. f : (x, y, z) 7→ x+ y + z, D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ z ≤ 1}.

91. f : (x, y, z) 7→ x2 + y2 + z2 + 2x+ 4y − 4z,
D = {(x, y) : 1 ≤ x ≤ 2, |y| ≤ 2, |z − 1| ≤ 2}.

92. f : (x, y, z) 7→ x2 + 2y2 + 3z2,
D = {(x, y) : x2 + y2 + z2 ≤ 100}.
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Tema 4

Parcijalni izvodi i diferencijal

4.1 Parcijalni izvodi

Za funkciju f : (x, y) 7→ z parcijalni izvodi po x i po y u taqki (a, b) definixu se sa

f ′x(a, b) = lim
∆x→0

f(a+ ∆x, b)− f(a, b)

∆x
= lim
x→a

f(x, b)− f(a, b)

x− a
,

f ′y(a, b) = lim
∆y→0

f(a, b+ ∆y)− f(a, b)

∆y
= lim
y→b

f(a, y)− f(a, b)

y − b
.

Za nala�eǌe parcijalnih izvoda koriste se sva pravila koja va�e za izvod funkcije jedne
promenǉive, kao i pravila za parcijalne izvode slo�enih funkcija. Na primer, ako je f(x, y) =
g(u(x, y), v(x, y)), onda je f ′x = g′uu

′
x + g′vvx.

Za funkciju f : (x, y, z) 7→ u parcijalni izvodi po x, po y i po z u taqki A(a, b, c) su

f ′x(A) = lim
x→a

f(x, b, c)− f(a, b, c)

x− a
, f ′y(A) = lim

y→b

f(a, y, c)− f(a, b, c)

y − b
, f ′z(A) = lim

z→c

f(a, b, z)− f(a, b, c)

z − c
.

1. f ′x = 2x+ 6xy3, f ′y = 3y2 + 9x2y2

2. f ′x = 3(2x2y2 − z + 1)2(4xy2 − 1), f ′y = 3(2x2y2 − x+ 1)2 · 4x2y = 12x2y(2x2y2 − x+ 1)

3. f ′x =
1 · (x2 + y2 + 1)− (x+ y2) · 2x

(x2 + y2 + 1)2
=
y2 − x2 + 1− 2xy2

(x2 + y2 + 1)2

f ′y =
2y(x2 + y2 + 1)− (x+ y2) · 2y

(x2 + y2 + 1)2
=

2x2y + 2y − 2xy

(x2 + y2 + 1)2

4. f ′x =
1

2
√
x2 + y2 − x+ 1

· (2x− 1), f ′y =
1

2
√
x2 + y2 − x+ 1

· 2y =
y√

x2 + y2 − x+ 1

5. f ′x = 2x−y ln 2, f ′y = 2x−y ln 2 · (−1) = −2x−y ln 2

6. f ′x = e−x
2y · (2xy) = −2xye−x

2y, f ′y = e−x
2y · (−x2) = −x2e−x

2y

7. f ′x = (2y + 1)(x+ 1)2y, f ′y = 2(x+ 1)2y+1 ln(x+ 1)

8. f ′x = cos(xy) · y = y cos(xy), f ′y = cos(xy) · x = x cos(xy)

9. f ′x = − sinx

cos y
, f ′y = − cosx

cos2 y
· (− sin y) =

cosx sin y

cos2 y

10. f ′x = cos
x2 + y2

x3 + y3
· 2x(x3 + y3)− 3x2(x2 + y2)

(x3 + y3)2
=

2xy3 − x4 − 3x2y2

(x3 + y3)2
cos

x2 + y2

x3 + y3

U izrazu za f ′y je x umesto y, a y umesto x.
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11. f ′x =
1

1 + y2/x2
· y ·

(
− 1

x2

)
= − y

x2 + y2
, f ′y =

1

1 + y2/x2
· 1

x
=

x2

x2 + y2
· 1

x
=

x

x2 + y2

12. f ′x = y ln(xy) + xy · 1

xy
· y = y ln(xy) + y, f ′y = x ln(xy) + x

13. f ′x =
y2z3

xy2z3
=

1

x
, f ′y =

2xyz2

xy2z3
=

2

y
, f ′z =

3xy2z2

xy2z3
=

3

z

14. f ′x = cos(xy + yz) · y, f ′y = cos(xy + yz) · (x+ z), f ′z = cos(xy + yz) · y

15. f ′x = z(xy)z−1y, f ′y = z(xy)z−1x, f ′z = (xy)z ln(xy)

16. f ′x = zxy · ln z · y, f ′y = zxy · ln z · x, f ′z = xyzxy−1

17. f ′x = zx/y ln z · 1

y
, f ′y = zx/y ln z · −x

y2
, f ′z =

x

y
zx/y−1

18. Prema pravilu (xα)′ = αxα−1 imamo da je f ′x = yz · xy
z−1.

Prema pravilu (ax)′ = ax ln a imamo da je f ′y = xy
z

· lnx · zyz−1 i f ′z = xy
z · lnx · yz · ln y.

19. f ′x = z
(y
x

)z−1

· −y
x2

= −
(y
x

)z
· z
x
, f ′y = z

(y
x

)z−1

· 1

x
=
(y
x

)z
· z
y
, f ′z =

(y
x

)z
ln
y

x

20. f ′x = yxy−1yzzx + xyyzzx ln z = xy−1yz+1zx + f ln z

Sliqno se dobija
f ′y = yz−1zx+1xz + f lnx, f ′z = zx−1xyyz + f ln y.

21. f ′x = exyzyz = yzf, f ′y = xzf, f ′z = xyf

22. Zbog simetrije izraza za f u odnosu na argumente, dovoǉno je odrediti samo jedan parcijalni
izvod.

f ′x = yzex+y+z + xyzex+y+z = (1 + x)yzex+y+z, f ′y = (1 + y)xzex+y+z, f ′z = (1 + z)xyex+y+z

23. Za (x, y) 6= (0, 0) parcijalni izvodi postoje jer je funkcija koliqnik polinoma,

f ′x(x, y) =
2xy3

(x2 + y2)2
, f ′y(x, y) =

x4 − x2y2

(x2 + y2)2
.

U taqki (0, 0) prema definiciji parcijalnih izvoda imamo da je

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

0

∆x
= 0

f ′y(0, 0) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)

∆y
= lim

∆y→0

0

∆y
= 0
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24. Za (x, y) 6= (0, 0) parcijalni izvodi postoje jer je funkcija koliqnik polinoma,

f ′x(x, y) =
y3

(x2 + y2)3/2
, f ′y(x, y) =

x3

(x2 + y2)3/2
.

U taqki (0, 0) prema definiciji parcijalnih izvoda imamo da je

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

0

∆x
= 0

f ′y(0, 0) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)

∆y
= lim

∆y→0

0

∆y
= 0

25.
f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
=

√
(∆x)2

∆x
=
|∆x|
∆x

=

{
1, ∆x > 0

−1, ∆x < 0

f(0,∆y)− f(0, 0)

∆y
=

√
(∆y)2

∆y
=
|∆y|
∆y

=

{
1, ∆y > 0

−1, ∆y < 0

26. Kako je
f(x, 0)− f(0, 0)

x
=

4
√
x

x
=
|x|
x

i kako graniqna vrednost za |x|/x| ne postoji kada x → 0,

ne postoji ni parcijalni izvod f ′x(0, 0).
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Sliqno zakǉuqujemo da ne postoji ni parcijalni izvod f ′y(0, 0).

27. Oblast definisanosti date funkcije je {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}. U taqkama (x, 1) za x 6= 0 i (1, y)
za y 6= 0 funkcija f nije definisana, pa prema tome, ne postoje parcijalni izvodi f ′x(0, 1) f ′y(1, 0).

28. x = ρ cosφ, y = ρ sinφ∣∣∣∣∣∣x
′
ρ x′φ

y′ρ y′φ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣cosφ −ρ sinφ

sinφ ρ cosφ

∣∣∣∣∣∣ = ρ cos2 φ+ ρ sin2 φ = ρ.

29. x = ρ sinφ cos θ, y = ρ sinφ sin θ, z = ρ cosφ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x′ρ x′φ x′θ

y′ρ y′φ y′θ

z′ρ z′φ z′θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
sinφ cos θ ρ cosφ cos θ −ρ sinφ sin θ

sinφ sin θ ρ cosφ sin θ −ρ sinφ cos θ

cosφ −ρ sinφ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= cosφ

∣∣∣∣∣∣ρ cosφ cos θ −ρ sinφ sin θ

ρ cosφ sin θ ρ sinφ cos θ

∣∣∣∣∣∣+ ρ sinφ

∣∣∣∣∣∣sinφ cos θ −ρ sinφ sin θ

sinφ sin θ ρ sinφ cos θ

∣∣∣∣∣∣
= cosφρ2 cosφ sinφ+ ρ sinφρ sin2 φ

=ρ2 sinφ

30. f ′x = yxy−1yx + xyyx ln y =
y

x
f + f ln y, f ′y = xy lnx · yx + xy · xyx−1 = f lnx+

x

y
f

xf ′x + yf ′y = yf + xf ln y + yf lnx+ xf = f(x+ y + x ln y + y lnx)

= f(x+ y + ln yx + lnxy) = f(x+ y + ln f)

31. f ′x =
1

2

(
xy +

x

y

)−1/2(
y +

1

y

)
=

1 + y2

2yf
, f ′y =

x(y2 − 1)

2y2f

f(x, y)(xf ′x + yf ′y) = f(x, y)

(
x

2y
· 1 + y2

f(x, y)
+

x

2y
· y

2 − 1

f(x, y)

)
= f(x, y) · xy2

yf(x, y)
= xy.

32. f ′x =
ex

ex + ey + ez
, f ′y =

ey

ex + ey + ez
, f ′z =

ez

ex + ey + ez
, f ′x + f ′y + fz =

ex + ey + ez

ex + ey + ez
= 1.

33. f(x, y) = g

(
x

y

)
, fx = g′

(
x

y

)
· 1

y
, f ′y = −g′

(
x

y

)
· x
y2
, xf ′x + yf ′y =

x

y
g′
(
x

y

)
− x

y
g′
(
x

y

)
= 0.

34. f ′x = y + g′ · 1

y
, f ′y = x+ g′ ·

(
− x

y2

)
, xf ′x + yf ′y = xy +

x

y
g′ + xy − x

y
g′ = 2xy

35. f(x, y) = g(xy + y2), fx = g′ · y, f ′y = g′ · (x+ 2y), (x+ 2y)f ′x − yf ′y = (x+ 2y)yg′ − y(x+ 2y)g′ = 0.

36. f(x, y) = xng
( y
x2

)
, f ′x = nxn−1g

( y
x2

)
− 2xng′

( y
x2

) y

x3
, f ′y = xng′

( y
x2

) 1

x2

xf ′x + 2yf ′y = nxng
( y
x2

)
− 2xn−2yg′

( y
x2

)
+ 2yxn−2g′

( y
x2

)
= nxng

( y
x2

)
= nf(x, y)

37. f(x, y) = yg(x2 − y2), f ′x = yg′(x2 − y2) · 2x, f ′y = y + yg′(x2 − y2) · (−2y)

y2f ′x + xyf ′y = 2xy3g′ + xy(g − 2y2g′) = 2xy3 + xyg − 2xy3g′ = xyg(x2 − y2) = xf(x, y).
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38. f(x, y) = xg(x2 + y2), f ′x = g + xg′(x2 + y2) · 2x, f ′y = xg′(x2 + y2) · 2y

xyf ′x − x2f ′y = xy(g + 2x2g′)− 2x3tg′ = xyg + 2x3yg′ − 2x3yg′ = xyg(x2 + y2) = yf(x, y).

4.2 Diferencijabilnost

Funkcija dve promenǉive je diferencijabilna u taqki (a, b) ako je

∆f(a, b) = f ′x(a, b)∆x+ f ′y(a, b)∆y + o(
√

∆x2 + ∆y2)

kada ∆x→ 0 i ∆y → 0. Specijalno, funcija je diferencijabilna u taqki (0, 0) ako je

f(x, y)− f(0, 0)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y = o(
√
x2 + y2)

kada (x, y)→ (0, 0).

Ako su parcijalni izvodi f ′x i f ′y neprekidni u taqki (a, b), tada je funkcija f diferen-
cijabilna u toj taqki. Naravno, funkcija mo�e da bude diferencijabilna u nekoj taqki i u
sluqaju kada parcijalni izvodi nisu neprekidni u toj taqki.

39. f ′x(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim
x→0

1

x
e−1/x2

= 0, f ′y(0, 0) = 0

f(x, y)− f(0, 0)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y = f(x, y)

Kako je

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)√
x2 + y2

= lim
ρ→0

1

ρ
e−1/ρ2 = 0,

to je f(x, y) = o(
√
x2 + y2) kada (x, y)→ (0, 0), pa je funkcija f diferencijabilna u taqki (0, 0).

40. f ′x = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim
x→0

x sin
1

x2
= 0, f ′y(0, 0) = 0

f(x, y)− f(0, 0)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y = f(x, y), lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

√
x2 + y2 sin

1

x2 + y2
= 0

Prema tome, f(x, y) = o(
√
x2 + y2) kada (x, y)→ (0, 0), xto znaqi da je funkcija diferencijabilna u

taqki (0, 0).

Da li je parcijalni izvod f ′x neprekidan u taqki (0, 0)? Kako je za (x, y) 6= (0, 0)

f ′x(x, y) = 2x sin
1

x2 + y2
− 2x

x2 + y2
cos

1

x2 + y2

graniqna vrednost za f ′x u taqki (0, 0) ne postoji. Na primer, za niz (xn, yn) = (1/2
√
nπ, 1/2

√
nπ)

koji te�i ka (0, 0) kada n→∞ imamo da je f(xn, yn) = −
√
nπ → −∞. Prema tome, parcijalni izvod

f ′x nije neprekidan u taqki (0, 0). Sliqno va�i i za parcijalni izvod f ′y.

41. f ′x = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim
x→0

x sin
1

|x|
= 0, f ′y(0, 0) = 0,

f(x, y)− f(0, 0)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y = f(x, y)

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

(x+ y)2√
x2 + y2

sin
1√

x2 + y2
= 0

(jer je (x + y)2 ≤ 2(x2 + y2)). Prema tome, f(x, y) = o(
√
x2 + y2) kada (x, y) → (0, 0), xto znaqi da je

funkcija diferencijabilna u taqki (0, 0).

Da li je parcijalni izvod f ′x neprekidan u taqki (0, 0)? Kako je za (x, y) 6= (0, 0)

f ′x(x, y) = 2(x+ y) sin
1√

x2 + y2
− x(x+ y)2

(x2 + y2)3/2
cos

1√
x2 + y2
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graniqna vrednost za f ′x u taqki (0, 0) ne postoji. Na primer, za niz (xn, yn) = (1/2
√

2nπ, 1/2
√

2nπ)
koji te�i ka (0, 0) kada n→∞ imamo da je f(xn, yn) = −

√
2. Prema tome, parcijalni izvod f ′x nije

neprekidan u taqki (0, 0). Sliqno va�i i za parcijalni izvod f ′y.

42. f ′x(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim
x→0

x sin
1

x
= 0, f ′y(0, 0) = 0

f(x, y)− f(0, 0)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y = f(x, y)

Kako je ∣∣∣∣∣ x2 sin 1
x√

x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤ |x|√
x2 + y2

|x| ≤ |x| → 0 kada (x, y)→ (0, 0),

to je f(x, y) = o(
√
x2 + y2) i u sluqaju kada je xy 6= 0 i u sluqajevima x 6= 0, y = 0 i x = 0, y 6= 0.

Prema tome, funkcija je diferencijabilna u taqki (0, 0).

Za x 6= 0 i y = 0 je f ′x = 2x sin
1

x
−cos

1

x
. Kako ne postoji graniqna vrednost za cos

1

x
kada x→ 0, to

znaqi da ne postoji ni graniqna vrednost za f ′x. Prema tome, parcijalni izvod f ′x nije neprekidan
u taqki (0, 0). Isto va�i i za f ′y.

43. Za xy > 0 je f(x, y) =
√
xy, pa je

f ′x(x, y) =
1

2
√
xy
· y =

1

2

√
y

x
.

Parcijalni izvod f ′x nema graniqnu vrednost u (0, 0), pa nije neprekian u (0, 0). To znaqi da se
ne mo�e iz parcijalnih izvoda zakǉuqiti da li je (ili nije) f diferencijabilna u (0, 0).

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

0

∆x
= 0

f ′y(0, 0) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)

∆y
= lim

∆y→0

0

∆y
= 0

Po definiciji, funkcija f je diferencijabilna u (0, 0) ako je

∆f(0, 0) = f ′x(0, 0)∆x+ f ′y(0, 0)∆y + o(
√

∆x2 + ∆y2)

= o(
√

∆x2 + ∆y2)

odnosno ako
∆f(0, 0)√
∆x2 + ∆y2

→ 0, (∆x,∆y)→ (0, 0)

Me�utim,
∆f(0, 0)√
∆x2 + ∆y2

=

√
∆x∆y√

∆x2 + ∆y2
=

{
0, ∆x = 0 i ∆y > 0

1/
√

2, ∆x = ∆y > 0

Dakle, f nije diferencijabilna u (0, 0).
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44. f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0, ∆f(0, 0) = f(x, y) − f(0, 0) = 3
√
xy. Da li je ∆f(0, 0) = o(

√
x2 + y2) kada

x → 0 i y → 0? Nije, jer je
3
√
xy√

x2 + y2
=

1√
2x1/3

→ +∞. za y = x → 0+ Prema tome, funkcija nije

diferencijabilna u taqki (0, 0).

45. Nije ispuǌen neophodan uslov za diferencijabilnost - funkcija nije neprekidna u taqki
(0, 0) jer je f(0, y=0, a f(x, x3) = 1/2.

46.
f ′x(x, y) =

2xy(x2 + y2)− x2y · 2x
(x2 + y2)2

=
2xy3

(x2 + y2)2

f ′y(x, y) =
x2(x2 + y2)− x2y · 2y

(x2 + y2)2
=
x4 − x2y2

(x2 + y2)2

U taqki (x, y) 6= (0, 0) funkcije f ′x i f ′y su neprekidne, pa je f u toj taqki diferencijabilna.

Kako je

f ′x(x, y) =
2xy3

(x2 + y2)2
=

{
0, x = 0 i y 6= 0

1/2, x = y 6= 0

funkcija f ′x u (0, 0) nema graniqnu vrednost, pa se ne mo�e zakǉuqiti da je f diferencijabilna u
taqki (0, 0).

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

0

∆x
= 0

f ′y(0, 0) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)

∆y
= lim

∆y→0

0

∆y
= 0

Po definiciji, f je diferencijabilna u (0, 0) ako je

∆f(0, 0) = f ′x(0, 0)∆x+ f ′y(0, 0)∆y + o(
√

∆x2 + ∆y2)

= o(
√

∆x2 + ∆y2)

odnosno ako
∆f(0, 0)√
∆x2 + ∆y2

→ 0, (∆x,∆y)→ (0, 0)

Me�utim,
∆f(0, 0)√
∆x2 + ∆y2

=
∆x2∆y

(∆x2 + ∆y2)
√

∆x2 + ∆y2
=

{
0, ∆x = 0 i ∆y > 0

1/2
√

2, ∆x = ∆y > 0

Dakle, funkcija f nije diferencijabilna u (0, 0).

47. f ′x(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= 0, f ′y(0, 0) = 0, f(x, y)− f(0, 0)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y = f(x, y)

Kako je
f(x, y)√
x2 + y2

=
xy

x2 + y2
=

1

2
za y = x, to znaqi da nije f(x, y) = o(

√
x2 + y2) kada (x, y)→ (0, 0).

Prema tome, funkcija nije diferencijabilna u taqki (0, 0).

4.3 Diferencijal

Ako je funkcija diferenxijabilna u taqki (a, b), tada je ∆f(a, b) ≈ df(a, b). Specijalno za
taqku (0, 0) je

f(x, y) ≈ f(0, 0) + f ′x(0, 0)x+ f ′y(0, 0)y

48. f ′x = 2xy − y2, f ′y = x2 − 2xy, df = (2xy − y2)dx+ (x2 − 2xy)dy

49. f ′x = 3(x2 + y2)2 · 2x, f ′y = 3(x2 + y2)2 · 2y, df(x, y) = 6x(x2 + y2)dx+ 6y(x2 + y2)dy
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Drugo rexeǌe. Ako je f(x, y) = g(x, y)3, gde je g funkcija (x, y) 7→ x2 + y2, tada je

df(x, y) = 3g2dg = 3g2d(x2 + y2) = 6g(x, y)(xdx+ ydy)

50. f ′x =
2(x− y)− (2x+ 3y)

(x− y)2
= − 5y

(x− y)2
, f ′y =

3(x− y) + 2x+ 3y

(x− y)2
=

5x

(x− y)2
, df = f ′xdx+ f ′ydy

51. f ′x = cos y(sinx)cos y−1 cosx, f ′y = (sinx)cos y ln(sinx)(− sin y)

df = (sinx)cos y [cos y cotxdx− sin y ln(sinx)dy]

52. f ′x =
1

1 + xy
· y

2
√
xy
, f ′y =

1

1 + xy
· x

2
√
xy
, df =

ydx+ xdy

2
√
xy(1 + xy)

53. f ′x =
1√

x2 + y2
· x√

x2 + y2
=

x

x2 + y2
, f ′y =

y

x2 + y2
, df = f ′xdx+ f ′ydy

55. Ako je f =
√
g, tada je

df =
1

2
√
g
dg =

1

2
√
g
d(x2 + y2 + z2) =

xdx+ ydy + zdz√
x2 + y2 + z2

56. f ′x =
1√

1− y2/(x2 + y2 + z2)
· −yx

(x2 + y2 + z2)3/2
= − xy

(x2 + y2 + z2)
√
x2 + z2)

Sliqno nalazimo

f ′y =

√
x2 + z2

x2 + y2 + z2
, f ′z = − zy

(x2 + y2 + z2)
√
x2 + z2)

, df = f ′xdx+ f ′ydy + f ′zdz

57. f ′x = yz · xy
z−1, f ′y = xy

z

· lnx · z · yz−1, f ′z = xy
z

· lnx · yz · ln y, df = f ′xdx+ f ′ydy + f ′zdz

58. f ′x = m(1 + x)m−1(1 + y)n, f ′y = n(1 + x)m(1 + y)6n− 1

f(x, y) ≈ f(0, 0) + f ′x(0, 0)x+ f ′y(0, 0)y = 1 +mx+ ny

59. f ′x =
1

1 + x+ y
, f ′y =

1

1 + x+ y
, f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 1

f(x, y) ≈ f(0, 0) + f ′x(0, 0)x+ f ′y(0, 0)y = x+ y

60. f ′x =
1

1 + (x+ y)2/(1 + xy)2
· 1 + xy − (x+ y)y

(1 + xy)2
=

1− y2

(1 + xy)2 + (x+ y)2
, f ′y =

1− x2

(1 + xy)2 + (x+ y)2

f(0, 0) = 0, f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 1, f(x, y) ≈ f(0, 0) + f ′x(0, 0)x+ f ′y(0, 0)y = x+ y

61. Ako je f(x, y, z) = (1 + x)(2 + y)2(3 + z)3, tada je dati izraz jednak f(0.002, 0.003, 0.004).

f ′x = (2 + y)2(3 + z)3, f ′y = 2(1 + x)(2 + y)(3 + z)3, f ′z = 3(1 + x)(2 + y)2(3 + z)2

f(x, y, z) ≈ f(0, 0, 0) + df(0, 0, 0) = 1 · 22 · 33 + 2233x+ 2233 + 2233z

1.001 · 2.0032 · 3.0043 = f(0.002, 0.003, 0.004) ≈ 108 + 0.216 + 0.324 + 0.432 = 108.972

62. Ako je f(x, y, z) =
(1 + x)2

3

√
(1− y) 4

√
(1 + z)3

, dati izraz jednak je f(0.03, 0.02, 0.05)
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f ′x =
2(1 + x)

3

√
(1− y) 4

√
(1 + z)3

, f ′y =
1

3
· (1 + x)2

(1− y)4/3(1 + z)1/4
, f ′z = −1

4
· (1 + x)2

(1− y)1/3(1 + z)5/4

f(x, y, z) ≈ f(0, 0, 0) + df(0, 0, 0), f ′x(0, 0, 0)1, f ′y(0, 0, 0) =
1

3
, f ′z(0, 0, 0) = −1

4

f(x, y, z) ≈ 1 + 2x+
1

3
y − 1

4
z, f(0.03, 0.02, 0.05) ≈ 1 + 0.06 + 0.0066− 0.0125 = 1.054

63. Ako je f(x, y) =
√

(1 + x)3 + (2 + y)3, onda je dati izraz jednak f(∆x,∆y) za ∆x = 0.02 i
∆y = −0.03

Iz

f ′x =
3(1 + x)2

2
√

(1 + x)3 + (2 + y)3
, f ′y =

3(2 + y)2

2
√

(1 + x)3 + (2 + y)3

dobijamo f ′x(0, 0) = 1/2 i f ′y(0, 0) = 2, pa je

f(∆x,∆y) ≈ f(0, 0) + df(0, 0) = 3 +
1

2
∆x+ 2∆y = 3 + 0.01− 0.06

Dati izraz je pribli�no jednak 2.95

64. Ako je f(x, y) = (1− x)1+y, onda je 0.971.05 = f(0.03, 0.05)

f ′x = −(1 + y)(1− x)y, f ′x(0, 0) = −1, f ′y = (1− x)1+y ln(1− x), f ′y(0, 0) = 0

f(x, y) ≈ f(0, 0) + f ′x(0, 0)x+ f ′y(0, 0)y = 1− x, 0.971.05 = f(0.03, 0.05) ≈ 1− 0.03 = 0.97

4.4 Izvodi i diferencijali implicitne funkcije

Ako je funkcija (x1, x2, . . . , xn) 7→ y definisana jednakox�u F (x1, x2, . . . , xn, y) = 0, tada je

y′xj
= −

F ′xj

F ′y
za j = 1, 2, . . . , n.

Specijalno, ako je funkcija (x, y) 7→ z data jednakox�u F (x, y, z) = 0, tada je

z′x = −F
′
x

F ′z
, z′y = −

F ′y
F ′z

Ako su funkcije x 7→ y i x 7→ z definisane implicitno jednakostima F (x, y, z) = 0 i G(x, y, z) = 0,
tada je y′

z′

 = −

F ′y F ′z

G′y G′z

−1 F ′x
G′x


Ako su funckcije f : (x, y) 7→ u i g : (x, y) 7→ v definisane implicitno jednakostima

F (x, y, u, v) = 0, G(x, y, u, v) = 0,

tada je f ′x
g′x

 = −

F ′u F ′v

G′u G′v

−1 F ′x
G′x

 ,
f ′y
g′y

 = −

F ′u F ′v

G′u G′v

−1 F ′y
G′y



65. F (x, y) = x2 + xy + y2 − 3, f ′(x) = −
F ′(x, y)

F ′y(x, y)
= −2x+ y

2y + x
za 2y + x 6= 0
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66.

F (x, y) = x2 ln y − y2 lnx, F ′x = 2x ln y − y2

x
, F ′y =

x2

y
− 2y lnx

y′ = −F
′
x

F ′y
= −2x ln y − y2/x

x2/y − 2y lnx
=
y3 − 2xy ln y

x3 − 2xy lnx

Drugo rexeǌe. Diferenciraǌem jednakosti x2 ln y − y2 lnx = 0 po x dobijamo

2x ln y +
x2

y
· y′ − 2y · y′ · lnx− y2 · 1

x
= 0

y′
(
x2

y
− 2y lnx

)
=
y2

x
− 2x ln y

Tre�e rexeǌe. Primenom diferencijala na levu i desnu stranu jednakosti x2 ln y − y2 lnx = 0
dobijamo

2xdx ln y + x2 dy

y
− 2ydy lnx− y2 dx

x
= 0

dy

(
x2

y
− 2y lnx

)
=

(
y2

x
− 2x ln y

)
dx

pa je y′ =
dy

dx

67. F (x, y) = ln

√
x2 + y2

2
− arctan

y

x

f ′(x) = −F
′
x

F ′y
= −

1√
x2 + y2

· x√
x2 + y2

+
1

1 + y2/x2
· y
x2

1√
x2 + y2

· y√
x2 + y2

− 1

1 + y2/x2
· 1

x

= −

x

x2 + y2
+

y

x2 + y2

y

c2 + y2
− x

x2 + y2

=
x+ y

x− y

68. 1 + f ′ + g′ = 0, 2x+ 2ff ′ + 2gg′ = 0

f ′ = −1− g′, x+ f(−1− g′) + gg′ = 0, g′(g − f) = f − x, g′ =
f − x
g − f

, f ′ = 1− f − x
g − f

, f ′ =
x− g
g − f

Drugi naqin. F = x+ y + z, G = x2 + y2 + z2 − 1f ′
g′

 = −

F ′y F ′z

G′y G′z

−1 F ′x
G′x

 = −

 1 1

2y 2z

−1  1

2x

 = − 1

2z − 2y

 2z −1

−2y 1

 1

2x

 = − 1

2z − 2y

 2z − 2x

−2y + 2x


f ′(x) = −z − x

z − y
=
x− z
z − y

, f ′(y) = −−y + x

z − y
=
x− y
y − z

69. x2y − y2z + zx = 0, 2xydx+ x2dy − 2yzdy − y2dz + zdx+ xdz = 0

(2xy + z)dx+ (x2 − 2yz)dy = (y2 − x)dz, f ′x =
2xy + z

y2 − x
, f ′y =

x2 − 2yz

y2 − z

Drugi naqin. F (x, y, z) = x2y − y2z + zx

f ′x = −F
′
x

F ′z
= − 2xy + z

−y2 + x
, f ′y = −

F ′y
F ′z

= −x
2 − 2yz

−y2 + x

70.
F ′x = z2 − 2xy + 2, F ′y = −x2 + 2yz − 1, F ′z = 2zx+ y2
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Kako je z(0, 1) = 1, to je

z′x = −F
′
x(0, 1, 1)

F ′z(0, 1, 1)
= −1− 0 + 2

1
= −3, z′y = −

F ′y(0, 1, 1)

F ′z(0, 1, 1)
= −−0 + 2 · 1 · 1− 1

1
= −1.

71. x2 + y2 + z2 = 2x, 2xdx+ 2ydy + 2zdz = 2dx, dz =
1− x
z

dx− y

z
dy

72. F (x, y, z) = z3 − 3zyz − a3

f ′x = −F
′
x

F ′z
= − −3yz

3z2 − 3xy
=

yz

z2 − xy
, f ′y = −

F ′y
F ′z

=
xz

z2 − xy
, dz =

yz

z2 − xy
dx+

xz

z2 − xy
dy

73. F (x, y, z) =
x

z
− ln

z

y
+ 1, f ′x = −F

′
x

F ′z
= −

1
z

− x
z2 −

y
z ·

1
y

=
z

x+ z

f ′y = −
F ′y
F ′z

= −
y
z ·

z
y2

− x
z2 −

1
z

=
z2

yx+ yz
, dz =

z

x+ z
dx+

z2

yx+ yz
dy

74. dz − dx =
1

1 + y2

(z−x)2

d

(
y

z − x

)
=

(z − x)2

(z − x)2 + y2
· (z − x)dy − yd(z − x)

(z − x)2

((z − x)2 + y2 + y)d(z − x) = (z − x)dy, dz = dx+
z − x

(z − x)2 + y2 + y
dy

75. f ′y = −
F ′y
F ′x
, g′z = −F

′
z

F ′y
, h′x = −F

′
x

F ′z
, f ′yg

′
zh
′
x = −

F ′y
F ′x
· F
′
z

F ′y
· F
′
x

F ′z
= −1

76. Diferenciaǌem po x dobijamo

1 = z′xG+ zG′y
z′x
−z2

, z = zz′xG− yz′xG′

odakle je
z′x =

z

zG− yG′

Diferenciraǌem po y dobijamo

0 = z′yG+ zG′
z − yz′y
z2

, (yG′ − zG)z′y = G′z

odakle je

z′y =
zG′

yG′ − zG
Zamenom z′x i z′y imamo

xz′x + yz′y =
xz

zG− yG′
+

yzG′

yG′ − zG
=
zx− yzG′

zG− yG′
=
z · zG− yzG′

zG− yG′
= z

Drugo rexeǌe. Iz date jednakosti imamo

dx = Gdz + zdG = Gdz + zG′d
(y
z

)
= Gdz + zG′

zdy − ydz
z2

= Gdz +G′dy −G′ y
z
dz

Iz posledǌe jednakosti sledi
zdx− zG′dy = (zG− yG′)dz
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odnosno
z

zG− yG′
dx+

−zG′

zG− yG′
dy = dz

Prema tome,

z′x =
z

zG− yG′
, z′y =

zG′

yG′ − zG
Daǉe isto kao u prvom rexeǌu

Tre�i naqin.

F (x, y, z) = x− zG
(y
z

)
, z′x = −F

′
x

F ′z
, z′y = −

F ′y
F ′z

gde je

F ′x = 1, F ′y = −zG′ 1
z

= −G′, F ′z = −G− zG′y−1

z2
=
−zG+ yG′

z

77. dF = 0, F ′udu+ Fvdv = 0, (dx+ d(z/y))F ′u + (dy + d(z/x))Fv = 0(
dx+

ydz − zdy
y2

)
F ′u +

(
dy +

xdz − zdx
x2

)
F ′v = 0

(
F ′u −

z

x2
F ′v

)
dx+

(
F ′v −

z

y2
F ′v

)
dy +

(
F ′u
y

+
F ′v
x

)
dz = 0

dz =
y

x
· zF

′
v − x2F ′u

xF ′u + yF ′v
dx+

x

y
· zF

′
u − y2F ′v

xF ′u + yF ′v
dy

f ′x =
y

x
· zF

′
v − x2F ′u

xF ′u + yF ′v
, f ′y =

x

y
· zF

′
u − y2F ′v

xF ′u + yF ′v

xfx + yf ′y =
z(xF ′u + yF ′v) = xy(xF ′u + yF ′v)

xF ′u + yF ′v
= z − xy

Drugo rexeǌe. F
(
x+

z

y
, y +

z

x

)
= G(x, y, z) = 0

f ′x = −G
′
x

G′z
= −

F ′u − z
x2F

′
v

1
yF
′
u + 1

xF
′
v

= −y
x
· x

2F ′u − zF ′v
xF ′u + yF ′v

Sliqno se dobija f ′y, a daǉe isto kao u prvom rexeǌu.

Tre�e rexeǌe.
(

1 +
f ′x
y

)
F ′u +

xf ′x − z
x2

F ′v = 0

(
F ′u
y

+
F ′v
x

)
f ′x =

z

x2
F ′v − F ′u, f ′x =

y

x
· xF

′
v − x2F ′u

xF ′u + yF ′v

Sliqno se dobija f ′y, a daǉe isto kao u prvom rexeǌu.

78. dF = 0, (dx+ dy + dz)F ′u + (2zdz + 2ydy + 2zdz)F ′v = 0

(F ′u + 2xF ′v)dx+ (F ′u + 2yF ′v)dy = (F ′u + 2zF ′v)dz

f ′x =
F ′u + 2xF ′v
F ′u + 2zF ′v

, f ′y =
F ′u + 2yF ′v
F ′u + 2zF ′v

(y − f)f ′x + (f − x)f ′y =
yF ′u + 2xyF ′v − 2xfF ′v + 2yfF ′v − xF ′u − 2xyF ′v

F ′u + 2zF ′v

(y − f)f ′x + (f − x)f ′y =
(y − x)F ′u + 2(y − x)fF ′v

F ′u + 2zF ′v
= y − x
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79. dF = 0, F ′udu+ F ′vdv = 0, F ′udz + (2xdx− 2yzdy − y2dz)F ′v = 0

2xF ′vdx− 2yzF ′vdy + (F ′u − y2F ′v)dz = 0, dz =
2xF ′v

y2F ′v − F ′u
dx− 2yzF ′v

y2F ′v − F ′u
dy

yff ′x + xf =
2xyzF ′v − 2xyzF ′v

y2F ′v − F ′u
= 0

80. Diferenciraǌem datih jednakosti po x dobijamo

y + u′xv + uv′x = 0, v + v′x − yu′x = 0

Za taqku (1,−1) imamo sistem
2u′x + v′x = 1, u′x + v′x = −2

iz kojeg sledi u′x(1,−1) = 3 i v′x(1,−1) = −5.

Diferenciraǌem datih jednakosti po y dobijamo

x+ u′yv + uv′y = 0, v′y − u− yu′y = 0

Za taqku (1,−1) imamo sistem
2u′y + v′y = −1, u′y + v′y = 1

iz kojeg sledi u′y = −2 i v′y = 3. Dakle,

du(1,−1) = u′xdx+ u′ydy = 3dx− 2dy

dv(1,−1) = v′xdx+ v′ydy = −5dx+ 3dy

Drugi naqin.

ydx+ xdy + vdu+ udv =0

vdx+ xdv − udy − ydu =0

}
vdu+ udv =− ydx− xdy
ydu− xdv =vdx− udy

}
xvdu+ xudv =− xydx− x2dy

yudu− xudv =vudx− u2dy

}

(xv + yu)du = (vu− xy)dx− (x2 + u2)dy, du =
vu− xy
xv + yu

dx− x2 + u2

xv + yu
dy

Tre�i naqin. F (x, y, u, v) = xy + uv − 1, G(x, y, u, v) = xv − yu− 3f ′x
g′x

 = −

F ′u F ′v

G′u G′v

−1 F ′x
G′x

 = −

 v u

−y x

−1 y
v

 = − 1

xv + yu

 xy −uv

y2 + v2


f ′x =

uv − xy
xv + yu

, g′x = − y
2 + v2

xv + yu
, f ′x(1,−1) = 3, g′x(1,−1) = −5

Sliqno, za f ′y i g′y imamo da je

f ′y
g′y

 = −

F ′u F ′v

G′u G′v

−1 F ′y
G′y


4.5 Izvod u pravcu. Gradijent

Neka je l = (lx, ly) jediniqni vektor. Izvod funkcije f u smeru vektora l definisan je sa

f ′
l
(a, b) = lim

t→0

f(a+ tlx, b+ tly)− f(a, b)

t

ukoliko navedeni limes postoji.

Ako je f diferencijabilna funkcija u taqki (a, b), tada je

f ′
l
(a, b) = f ′x(a, b)lx + f ′y(a, b)ly = ∇f(a, b) · l.
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81. f je diferencijabilna u R2,
−−→
AB = (1, 2), |

−−→
AB| =

√
5, f ′−−→

AB
(A) = ∇f(A) · l, l = (1/

√
5, 2/
√

5)

∇f(x, y) = (2x− 3y, 2y − 3x+ 1), ∇f(A) = (2 · 1− 3 · (−1), 2 · (−1)− 3 · 1 + 1) = (5,−4)

f ′−−→
AB

(A) = (5,−4) · (1/
√

5, 2/
√

5) = 5 · 1√
5
− 4 · 2√

5
= − 3√

5

82. (1) f ′x = 2x, f ′y = −2y, ∇f(x, y) = (2x,−2y), ∇f(1, 1) = (2,−2) = 2i− 2j

(2) l = (1/2,
√

3/2), f ′l (1, 1) = ∇f(1, 1) · l = (2,−2) · (1/2,
√

3/2) = 1−
√

3

83. (1) ∇f(x, y, z) = (yz, zx, xy), ∇f(1, 1, 1) = (1, 1, 1)

(2) v = (1, 1, 1), |v| =
√

3, f ′v(A) = 1 · 1√
3

+ 1 · 1√
3

+ 1 · 1√
3

=
3√
3
, f ′v(A) =

√
3

84. ∇f(x, y, z) = (2x, 2y, 2z), ∇f(A) = (2a, 0, 0), ∇f(B) = (0, 2a, 0), ∇f(A) · ∇f(B) = 0
Prema tome, ugao izme�u gradijenata je π/2.

85. l = (x, y, z), |l| =
√
x2 + y2 + z2, ∇f(x, y, z) =

(
2x

a2
,

2y

b2
,

2z

c2

)

f ′l (P ) =
2x

a2
· x√

x2 + y2 + z2
+

2y

b2
· y√

x2 + y2 + z2
+

2z

c2
· z√

x2 + y2 + z2
=

2√
x2 + y2 + z2

(
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

)

Kako je |∇f(P )| =
√

4x2

a4
+

4y2

b4
+

4z2

c4
, jednakost f ′l (P ) = |∇f(P )| ekvivalentna je jednakosti

(
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

)2

=

(
x2

a4
+
y2

b4
+
z2

c4

)
(x2 + y2 + z2),

odnosno jednakosti

x2y2

(
1

a2
− 1

b2

)2

+ y2z2

(
1

b2
− 1

c2

)2

+ z2x2

(
1

c2
− 1

a2

)2

= 0.

Za a, b, c ∈ R+ ova jednakost va�i samo u sluqaju a = b = c. Prema tome, jednakost f ′l (P ) = |∇f(P )|
va�i za a = b = c.

86. Kako je

f(0 + tlx, 0 + tly)− f(0, 0)

t
=
f(tlx, tly)− 0

t
=

√
|t2l2x − t2l2y|

t
=

√
t2|l2x − l2y|

t
=
|t|
t
·
√
|l2x − l2y|,

izvod f ′~l (0, 0) postoji ako je
√
|l2x − l2y| = 0, odnosno ako je l2x = l2y. Prema tome, funkcija f ′~l (0, 0)

postoji u pravcima y = x i y = −x

87. f ′l (0, 0) = lim
t→0

f(tlx, tly)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

3
√
t2lxly

t
= lim

t→0

3
√
lxly

t1/3
Ovaj limes postoji samo ako je lx = 0

ili ly = 0. Prema tome, izvod date funkcije postoji samo u pravcima koordinatnih osa.
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88. (1)
f(tlx, tly)− f(0, 0)

t
=

3
√
t2l2x · tly − 0

t
=

3
√
t3l2xly

t
= 3

√
l2xly

Prema tome, f ′~l (0, 0) = 3

√
l2xly

(2) f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0, f(x, y)− f(0, 0)− 0 · x− 0 · y = 3
√
x2y

3
√
x2y√

x2 + y2
=

{
0, x = 0, y 6= 0
1√
2
, x = y > 0

⇒ 3
√
x2y 6= o(

√
x2 + y2) kada (x, y)→ (0, 0)

Prema tome, f nije diferencijabilna u taqki (0, 0).

89. Ako je l = (lx, ly) jediniqni vektor i ly 6= 0, tada je

lim
t→0+

f(tlx, tly)− f(0, 0)

t
= lim
t→0+

t2l2xtly
t(t2l2x + t2l2y)

=
l2xly
l2y

=
l2x
ly

Kako je jox i f ′x(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= 0, funkcija f ima izvod u smeru proizvoǉnog

vektora.

Da li je funkcija f i diferencijabilna u taqki (0, 0)? Za y = x→ 0+ imamo da je

f(x, y)− f(0, 0)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y√
x2 + y2

=
f(x, y)√
x2 + y2

=
x2y

(x4 + y2)
√
x2 + y2

=
x3

(x4 + x2)
√

2x2
→ 1√

2
.

Prema tome, f(x, y) nije o(
√
x2 + y2) kada (x, y)→ (0, 0), pa funkcija nije diferencijabilna u (0, 0).

90. f ′x(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim
x→0

x− 0

x
= 1, f ′y(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y
= 0, f(0, 0) = 0

f(x, y)− f(0, 0)− f ′x(0, 0)x− f ′y(0, 0)y =
x3

x2 + y2
− x =

x3 − x2 − y2

x2 + y2

Da li je
x3 − x2 − y2

x2 + y2
= o(

√
x2 + y2) kada (x, y)→ (0, 0)? Nije, jer za x = 0 i y → 0+ va�i

x3 − x2 − y2

(x2 + y2)3/2
= −y

2

y3
= −1

y
→ −∞.

Prema tome, funkcija nije diferencijabilna u taqki (0, 0).

U kom smeru funkcija ima izvod u taqki (0, 0)? Za jediniqni vektor v = (vx, vy) imamo da je

f(tvx, tvy)− f(0, 0)

t
=

1

t
· t3v3

x

t2v2
x + t2v2

y

=
v3
x

v2
x + v2

y

.
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To znaqi da izvod funkcije f u taqki (0, 0) postoji u smeru proizvoǉnog vektora v i jednak je
v3
x

v2
x + v2

y

. Dakle, funkcija u taqki (0, 0) ima izvod u smeru svakog vektora, a nije diferencijabilna

u toj taqki.

4.6 Tangentna ravan i normala povrxi

Ako je je povrx definisana funkcijom (x, y) 7→ z koja je data implicitno jednakox�u
F (x, y, z) = 0, onda je

F ′x(A)(x− x0) + F ′u(A)(y − y0) + F ′z(A)(z − z0) = 0

jednaqina tangentne ravni te povrxi koja sadr�i taqku A(x0, y0, z0), a

x− x0

F ′x
=
y − y0

F ′y
=
z − z0

F ′z

je jednaqina normale na povrx u taqki A.

Za povrx definisanu sa z = f(x, y) jednaqine tangentne ravni i normale su

z − z0 = f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y)(y − y0),
x− x0

f ′x(x0, y0)
=

y − y0

f ′y(x0, y0)
=
z − z0

−1

91. z − 5 = f ′x(1, 2)(x− 1) + f ′y(1, 2)(y − 2), f ′x = 2x, f ′y = 2y, f ′x(1, 2) = 2, f ′y(1, 2) = 4

z + 2x+ 4y + 5 = 0,
x− 1

2
=
y − 2

4
=
z − 5

−1

92. F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 169, F ′x = 2x, F ′y = 2y, F ′z = 2z, F ′x(M) = 6, F ′y(M) = 8, F ′z(M) = 24
Jednaqina tangente je 6(x− 3) + 8(y − 4) + 24(z − 12) = 0, odnosno 3x+ 4y + 12z − 169 = 0.

Jednaqina normale je
x− 3

3
=
y − 4

4
=
z − 12

12

93. F (x, y, z) = 2x/z + 2y/z − 8, M(2, 2, 1)

f ′x = −F
′
x

F ′z
= −

ln 2
z 2x/z

−x ln 2
z2 2x/z − y ln 2

z2 2y/z
=

2x/z

x2x/z + y2y/z

f ′x(2, 2) =
22

2 · 22 + 2 · 22
=

1

4
, f ′y(2, 2) =

1

4

z − 1 =
1

4
(x− 2) +

1

4
(y − 2), 4z − 4 = x− 2 + y − 2, x+ y − 4z = 0

x− 2

1/4
=
y − 2

1/4
=
z − 1

−1
,

x− 2

1
=
y − 2

1
=
z − 1

−4
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94. z = xy, M(1, 1), z′x = y, z′y = x, z − 1 = 1 · (x− 1) + 1 · (y − 1)

z = x+ y − 1,
x− 1

1
=
y−
1

=
z − 1

−1

95. x3 + y3 + z3 + xyz = 6, F ′x = 3x2 + yz, F ′y = 3y2 + xz, F ′z = 3z2 + xy

F ′x(M) = 1, F ′y(M) = 11, F ′z(M) = 5, 1(x− 1) + 11(y − 2) + 5(z + 1) = 0

x+ 11y + 5z − 18 = 0,
x− 1

1
=
y − 2

11
=
z + 1

5

96. xy2 + z3 − 12︸ ︷︷ ︸
F (x,y,z)

= 0, F ′x(x, y, z) = y2, F ′y(x, y, z) = 2xy, F ′z(x, y, z) = 3z2

F ′x(M) = 4, F ′y(M) = 4, F ′z(M) = 12, nα = (1, 1, 3), 1 · (x− 1) + 1 · (y − 2) + 3 · (z − 2) = 0

x+ y + 3z − 9 = 0,
x− 1

1
=
y − 2

1
=
z − 2

3

97. F (x, y, z) = x+ 2y − ln z + 4, G(x, y, z) = x2 − xy − 8x+ z

F ′x = 1, F ′y = 2, F ′z = −1

z
, G′x = 2x− y − 8, G′y = −x, G′z = 1

Tangentna ravan prve povrxi u taqki M(2,−3, 1) je

x− 2 + 2(y + 3)− 1(z − 1) = 0,

a tangentna ravan druge povrxi u taqki M je

−1(x− 2)− 2(y + 3) + z − 1 = 0.

Kako obe povrxi imaju istu tangentnu ravan u taqki M , one se u toj taqki dodiruju.

98. F (x, y, z) = xy + z2 + xz − 1, F ′x = y + z, F ′y = x, F ′z = 2z + x

Iz uslova paralelnosti tangentne ravni i ravni x− y + 2z = 0 sledi da je

y + z

1
=

x

−1
=

2z + x

2
= t,

odnosno x = −t, y = −t/2 i z = 3t/2. Zamenom ovih izraza u x− y + 2z = 0 dobijamo da je t2 = 4/5.

Za t = 2/
√

5 imamo taqku A

(
− 2√

5
,− 1√

5
,

3√
5

)
, a za t = −2/

√
5 imamo taqku B

(
2√
5
,

1√
5
,− 3√

5

)
.

Dakle, za datu povrx tangentne ravni x− y+ 2z−
√

5 = 0 (sadr�i taqku A) i x− y+ 2z+
√

5 = 0
(sadr�i taqku B) paralelne su datoj ravni x− y + 2z = 0.





Tema 6

Ekstremne vrednosti

6.1 Lokalni ekstremumi funkcije dve promenǉive

Neka je f realna funkcija dve promenǉive koja ima neprekidne parcijalne izvode drugog
reda i neka je A stacionarna taqka (S.T.) funkcije f , a m1 i m2 glavni minori Heseove
matrice funkcije f u taqki A.

• Dovoǉan uslov da f u taqki A ima lokalni minimum je d2f(A) > 0 za dx2 + dy2 6= 0. Na
osnovu Silvesterovog kriterijuma to je ispuǌeno ako je m1 > 0 i m2 > 0.

• Dovoǉan uslov da f u taqki A ima lokalni maksimum je d2f(A) < 0 za dx2 + dy2 6= 0. Na
osnovu Silvesterovog kriterijuma to je ispuǌeno ako je m1 < 0 i m2 > 0.

• Dovoǉan uslov da f u taqki A nema lokalni ekstremum (LE) je da d2f(A) meǌa znak. Na
osnovu Silvesterovog kriterijuma to je ispuǌeno ako je m2 < 0

U ostalim sluqajevima, kao i u sluqaju kritiqne taqke koja nije stacionarna, postojaǌe
lokalnog ekstremuma se proverava na osnovu definicije.

Navedeni dovoǉni uslovi se qesto izra�avaju pomo�u a, b i c (umesto m1 i m2), gde je
a = f ′′x2(A), b = f ′′xy(A) i c = f ′′y2(A). Tada je m1 = a i m2 = ac− b2, pa va�i:

• u taqki A je strogi lokalni minimum ako je a > 0 i ac− b2 > 0,

• u taqki A je strogi lokalni maksimum ako je a < 0 i ac− b2 > 0,

• u taqki A nema lokalnog ekstremuma ako je ac− b2 < 0.

1. f ′x = 4− 2x, f ′y = −4− 2y, f ′′x2 = f ′′y2 = −2, f ′′xy = 0

Stacionarna taqka je A(2,−2). Kako je d2f(A) = −2dx2 − 2dy2 < 0 za dx2 + dy2 6= 0, funkcija f u
taqki A ima lokalni maksimum, fmax = f(A) = 8.

2. f ′x = 3(x2 − 3y), f ′y = 3(y2 − 3x), f ′′x2 = 6x, f ′′y2 = 6y, f ′′xy = −9

Iz f ′x = f ′y = 0 sledi da je x4 = 9y2 = 27x, odnosno da je x(x− 3)(x2 + 3x+ 9) = 0. Za x = 0 imamo
stacionarnu taqku A(0, 0), a za x = 3 imamo stacionarnu taqku B(3, 3).
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U taqki A nije lokalni ekstremum jer je d2f(A) = −18dxdy =

{
−18dx2, dy = dx

18dx2, dy = −dx.

U taqki B je lokalni minimum, fmin = f(B) = −26, jer je Hf (B) =

18 −9

−9 18

 (m1 > 0, m2 > 0).

3. f ′x = 3x2 + 3y2 − 15, f ′y = 6xy − 12 f ′′x2 = f ′′y2 = 6x, f ′′xy = 6y

Za stacionarne taqke imamo

xy = 2, x2 + y2 = 5; 2xy = 4, (x+ y)2 = 9; x+ y = ±3

1. x+ y = 3, y = 3− x, x(3− x) = 2, x2 − 3x+ 2 = 0, (x− 2)(x− 1) = 0, x ∈ {1, 2}

2. x+ y = −3, y = −3− x, x(3− x) = −2, x2 + 3x+ 2 = 0, (x+ 2)(x+ 1) = 0, x ∈ {−1,−2}

S.T. A(1, 2), B(2, 1), C(−1,−2), D(−2,−1).

U taqkama A i C je ac− b2 = 36− 12 · 12 < 0, pa u ǌima nije LE.

U taqkama B i D je ac− b2 = 12 · 12− 36 > 0, pa je u ǌima LE.

U taqki B je a = 12 > 0, pa je fmin = f(B) = −28, a u taqki D je a = −12 < 0, pa je fmax = f(D) = 28.

4. f ′x = 3x2 − 3, f ′y = −6y2 + 6

Za stacionarne taqke 3x2 − 3 = 0, −6y2 + 6 = 0; x2 = y2 = 1

Stacionarne taqke su A(1, 1), B(1,−1), C(−1, 1), D(−1,−1).

Da li su u ǌima LE? f ′′x2 = 6x, f ′′xy = 0, f ′′y2 = −12y

U taqki A: d2f = 6dx2 − 12dy2 meǌa znak — nema LE

U taqki B: d2f = 6dx2 + 12dy2 > 0 (za dx2 + dy2 6= 0) — min

U taqki C: d2f = −6dx2 − 12dy2 < 0 (za dx2 + dy2 6= 0) — max

U taqki D: d2f = −6dx2 + 12dy2 meǌa znak — nema LE

Dakle, fmin = f(B) = −6, fmax = f(C) = 6

5. f ′x = x2y2(−4x− 3y + 36), f ′y = x3y(−2x− 3y + 24)

Iz uslova f ′x = f ′y = 0 imamo sistem
4x+ 3y = 36

2x+ 3y = 24

}
iz kojeg dobijamo stacionarnu taqku A(6, 4).

Za proveru dovoǉnog uslova nalazimo parcijalne izvode drugog reda,

f ′′x2 = −6xy2(2x+ y − 12), f ′′y2 = −2x3(x+ 3y − 12), f ′′xy = x2y(−8x− 9y + 72).

U taqki A je

a = f ′′x2(A) = −2304 < 0, c = f ′′y2(A) = −2592, b = f ′′xy(A) = −1728, ac− b2 > 0.
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Prema tome, funkcija f u taqki A ima lokalni maksimum, fmax = f(A) = 6912.

6. f ′x =
1

y
− 1

x2
, f ′y = − x

y2
+ 1, f ′′x2 =

2

x3
, f ′′y2 =

2x

y3
, f ′′xy = − 1

y2

Za S.T. f ′x = f ′y = 0, x2 = y, x = y2, x = y2 = x4, x4 − x = 0, x(x− 1)(x2 + x+ 1) = 0

Kako je x 6= 0, stacionarne taqke su A(1, 1) i B(1,−1).

Hf (A) =

 2 −1

−1 2

 , fmin = f(A) = 3, Hf (B) =

 2 −1

−1 −2

 , m2 = −5 < 0 nema ekstremuma

7. f ′x = y − 50

x2
, f ′y = x− 20

y2
, f ′′x2 =

100

x3
, f ′′y2 =

40

y3
, f ′′xy = 1

Za S.T. yx2 = 50, xy2 = 20,
50

x
=

20

y
, y =

2

5
x, x3 = 125, x = 5

Jedina stacionarna taqka je A(5, 2).

Hf (A) =

4/5 1

1 5

 , m1 =
4

5
> 0, m2 = 3 > 0, fmin = f(A) = 30.

8. f ′x =
√

1 + y +
y

2
√

1 + x
, f ′y =

x

2
√

1 + y
+
√

1 + x,
f ′x =0

f ′y =0

}
⇒

2
√

1 + y
√

1 + x+ y =0

2
√

1 + y
√

1 + x+ x =0

}
⇒ y = x

Funkcija ima samo jednu stacionarnu taqku A(−2/3,−2/3). Da li je u ovoj taqki lokalni
ekstremum?

f ′′x2 = − y

4(x+ 1)3/2
, f ′′y2 = − x

4(y + 1)3/2
, f ′′xy =

1

2
√
x+ 1

+
1

2
√
y + 1

U taqki A je

a = f ′′x2(A) =

√
2

2
, c = f ′′y2(A) =

√
3

2
, b = f ′′xy(A) =

√
3, ac− b2 =

3

4
− 3 < 0.

Prema tome, funkcija f u taqki A nema lokalni ekstremum.

9. Za (x, y) 6= (0, 0) je f ′x = − 2x

3(x2 + y2)2/3
, f ′y = − 2y

3(x2 + y2)2/3
. Poxto je

f(x, 0)− f(0, 0)

x
=

3
√
x2

x
=

1
3
√
x
,

funkcija f nema parcijalni izvod f ′x u taqki (0, 0).
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Prema tome, funkcija nema stacionarnih taqaka, ali ima kritiqnu taqku (0, 0). Kako je f(x, y) <
f(0, 0) za svako (x, y) 6= (0, 0), u taqki (0, 0) je ne samo lokalni, ve� i globalni (apsolutni) ekstremum
funkcije f .

10. f ′x = 2x− 2

x
, f ′y = 2y − 18

y
, f ′′x2 =

2

x2
+ 2, f ′′y2 =

18

y2
+ 2, f ′′xy = 0

Iz f ′x = 0 sledi da je x2 = 1. Kako je x > 0 (zbog lnx), jedina stacionarna taqka je A(1, 3).

U taqki A funkcija ima lokalni minimum jer je d2f(A) = 4dx2 + 4dy2 > 0 za dx2 + dy2 > 0.

11. Iz jednakosti f ′x = 0, f ′y = 0, gde je

f ′x(x, y) = y ln(x2 + y2) +
2x2y

x2 + y2
, f ′y(x, y) = x ln(x2 + y2) +

2xy2

x2 + y2
,

dobijamo sistem

y ln(x2 + y2) = − 2x2y

x2 + y2
, x ln(x2 + y2) = − 2xy2

x2 + y2
.

Ako je y = 0, onda iz druge jednaqine sistema sledi da je x = 0 ili lnx2 = 0. Kako za (0, 0) funkcija
nije definisana, ostaje x2 = 1, pa imamo dve stacionarne taqke A(0, 1) i B(0,−1). Sliqno dobijamo
i stacionarne taqke C(1, 0) i D(−1, 0).

Ako je xy 6= 0, onda iz sistema dobijamo x2 = y2, odnosno |x| = |y|. Za y = x imamo stacionarne
taqke E(1/

√
2e, 1/

√
2e) i F (−1/

√
2e,−1/

√
2e), a za y = −x imamo stacionarne taqke G(1/

√
2e,−1/

√
2e)

i H(−1/
√

2e, 1/
√

2e).

Za taqke A, B, C i D mo�emo na osnovu definicije lokalnog ekstremuma da zakǉuqimo da nema
ekstremuma. Na primer, iz f(x, 1) = x ln(x2 + 1) sledi da je f(x, 1) > 0 za x > 0 i f(x, 1) < 0 za x < 0,
dok je f(0, 1) = 0. Za ostale taqke odredi�emo drugi diferencijal. Kako je

f ′′x2 =
2x3y + 6xy3

(x2 + y2)2
, f ′′y2 =

2y3x+ 6yx3

(x2 + y2)2
, f ′′xy = ln(x2 + y2) + 2

x4 + y4

(x2 + y2)2
,

to je
f ′′x2(x, x) = f ′′y2(x, x) = 2, f ′′x2(x,−x) = f ′′y2(x,−x) = −2

i
f ′′xy(x, x) = f ′′xy(x,−x) = 0,
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pa je
d2f(E) = d2f(F ) = 2(dx2 + dy2), d2f(G) = d2f(H) = −2(dx2 + dy2).

Prema tome, fmin = f(E) = f(F ) = − 1

2e
i fmax = f(G) = f(H) =

1

2e
.

12. U Zbirci postoji grexka u tekstu zadatka - treba f(x, y) = e2x(x+ y2 + 2y).

f ′x = (2x+2y2 +4y+1)e2x, f ′y = 2(y+1)e2x, f ′′x2 = 4(x+y2 +2y+1)e2x, f ′′y2 = 2e2x, f ′′xy = 4(y+1)e2x

Stacionarna taqka je A(1/2,−1). Kako je

f ′′x2(A) = f ′′y2(A) = 2e, f ′′xy(A) = 0, d2F (A) = 2e(dx2 + dy2) > 0 za dx2 + dy2 > 0,

funkcija f u taqki A ima lokalni minimum.

13. f(x, y) = (x2−2xy+ 2y2)g(x, y), f ′x = (2x−2y+x2−2xy+ 2y2)g, f ′y = (−2x+ 4y−x2 + 2xy−2y2)g

Iz f ′x = f ′y = 0 sledi da je y = 0 i 2x+ x2 = 0. To znaqi da funkcija ima dve stacionarne taqke:
A(0, 0) i B(−2, 0).

Dovoǉni uslovi

f ′′x2 = (x2−2xy+4x+2y2−4y+2)g, f ′′y2 = (x2−2xy+4x+2y2−8y+4)g, f ′′xy−(x2−2xy+4x+2y2−6y+2)g

U stacionarnim taqkama je

Hf (A) =

 2 −2

−2 4

 , m1 = 2 > 0, m2 = 4 > 0, Hf (B) =

−2/e2 2/e2

2/e2 0

 , m2 < 0.

Prema tome, u taqki A funkcija ima lokalni minimum (jednak nuli), a u taqki B nema lokalni
ekstremum.

14. f(x, y) = (x2 − y2)g(x, y), f ′x = (2x+ x2 − y2)g, f ′y = 2(x2 − y2 − y)g Iz uslova f ′x = f ′y = 0 sledi
da je y = −2x i 2x−3x2 = 0. Za x = 0 funkcija ima stacionarnu taqku A(0, 0), a za x = 2/3 funkcija
ima stacionarnu taqku −4/3.

Dovoǉan uslov

f ′′x2 = (2 + 4x+ x2 − y2)g, f ′′y2 = 2(2x2 − 2y2 − 4y − 1)g, f ′′xy = 2(2x− y + x2 − y2)g

U taqki A je
a = f ′′x2 = 2, c = f ′′y2 = −2, b = f ′′xy = 0, ac− b2 = −4 < 0,

pa u ovoj taqki funkcija nema lokalni ekstremum.

U taqki B je

a = f ′′x2 =
10

3e2
, c = f ′′y2 =

10

3e2
, b = f ′′xy =

8

3e2
, ac− b2 =

4

e4
> 0,

xto znaqi da funkcija f u taqki B ima lokalni minimum.

15.
f ′x = 2xe−x

2−y2(1− x2 − 2y2), f ′y = 2ye−x
2−y2(2− x2 − 2y2)

Stacionarne taqke ?
x(1− x2 − 2y2) = 0, y(2− x2 − 2y2) = 0

1. x = 0, y = 0 – stacionarna taqka je A(0, 0)

2. x = 0, 2− x2 − 2y2 = 0 – stacionarne taqke su B(0, 1) i C(0,−1)

3. 1− x2 − 2y2 = 0, y = 0 – stacionarne taqke su D(1, 0) i E(−1, 0)

Dovoǉni uslovi ?

f(A) = 0, f(P ) > 0 za P 6= A, xto znaqi da f u A ima lokalni minimum

B,C,D,E ?

f ′′x2 = 2e−x
2−y2(1− 5x2 − 2y2 + 2x4 + 4x2y2), f ′′xy = 4xye−x

2−y2(−3 + x2 + 2y2),
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f ′′y2 = 2e−x
2−y2(2− 10y2 − x2 + 2x2y2 + 4y4)

B,C : a = f ′′x2 = −2e−1, b = f ′′x2 = 0, c = f ′′y2 = −8e−1

ac− b2 = 16e−2 > 0, a < 0 ⇒ fmax = f(B) = f(C) = 2/e

D,E : a = f ′′x2 = −4e−1, b = f ′′x2 = 0, c = f ′′y2 = 2e−1

ac− b2 = −8e−2 < 0 ⇒ f nema LE u D i E

Napomena. Podaci se mogu pregledno dati u tabeli

A B C D E

a = f ′′x2 2 −2e−1 −2e−1 −4e−1 −4e−1

c = f ′′y2 4 −8e−1 −8e−1 2e−1 2e−1

b = f ′′zy 0 0 0 0 0

ac− b2 8 16e−2 16e−2 −8e−2 −8e−2

min max max sedlo sedlo

16. f(x, y) = (x− 2y)g(x, y), f ′x = g − 2x(x− 2y)g = (1− 2x2 + 4xy)g, f ′y = −2(1 + xy − 2y2)g

Za stacionarne taqke treba rexiti sistem

1− 2x2 + 4xy = 0, 1 + xy − 2y2 = 0.

Iz druge jednaqine imamo da je xy = 2y2 − 1 i x = 2y − 1/y. Zamenom izraza za xy i x u prvoj
jednaqini dobijamo

1− 2(2y − 1/y)2 + 4(2y2 − 1) = 0, 1− 8y2 + 8− 2

y2
+ 8y2 − 4 = 0,

2

y2
= 5, y = ±

√
2

5
.

Dakle, funkcija ima dve stacionarne taqke: A
(
− 1√

10
,

2√
10

)
i B

(
1√
10
,− 2√

10

)
.

Dovoǉni uslovi

f ′′x2 = (4x3 − 8x2y − 6x+ 4y)g, f ′′y2 = −2(4y2 − 2xy2 + x− 6y)g, f ′′xy = (4x2y + 4x− 8xy2 − 2y)g
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U taqki A je

a = f ′′x2(A) = 6

√
2

5e
> 0, c = f ′′y2(A) = 9

√
2

5e
, b = f ′′xy(A) = −2

√
2

5e
, ac− b2 =

20

e
> 0,

a u taqki B je

a = f ′′x2(B) = −6

√
2

5e
< 0, c = f ′′y2(B) = −9

√
2

5e
, b = f ′′xy(B) = 2

√
2

5e
, ac− b2 =

20

e
> 0.

Prema tome, fmin = f(A) = −
√

5

2e
i fmax = f(B) =

√
5

2e
.

17. f ′x = cosx− sin(x+ y), f ′y = cos y − sin(x+ y), f ′′x2 = − sinx− cos(x+ y),

f ′′y2 = − sin y − cos(x+ y), f ′′xy = − cos(x+ y)

Iz uslova f ′x = f ′y = 0 sledi da je cosx = cos y. Poxto su x i y iz intervala [0, π/4], to znaqi da
je y = x. Sada iz f ′x = 0 imamo da je

cosx− sin 2x = 0, cosx− 2 sinx cosx = 0, (1− 2 sinx) cosx.

Za x ∈ [0, π/4] je cosx 6= 0, pa je 2 sinx = 1, odnosno x = π/6. Dakle, funkcija ima jednu stacionarnu
taqku A(π/6, π/6).

U taqki A je lokalni maksimum, fmax = f(A) = 3/2, jer je

a = f ′′x2(A) = −1 < 0, c = f ′′y2(A) = −1, b = f ′′xy(A) = −1

2
, ac− b2 =

3

4
> 0.

Napomena. Ako interval [0, π/4] zamenimo intervalom [0, 3π/2], dobijamo jox qetiri stacionarne
taqke, pri qemu je u jednoj od ǌih lokalni minimum, a u ostale tri nije lokalni ekstremum.

20. Taqka A(0, 0) je stacionarna taqka, f(0, 0) = 0, f(x, 0) = x2 > 0, f(0, y) = −y2 < 0

Iz d2f(A) = 2dx2 − 2dxdy − 2dy2

{
> 0, dx 6= 0, dy = 0

< 0, dx = 0, dy 6= 0
tako�e sledi da u taqki A nije lokalni

ekstremum.

21. f ′x = 3x2 − 4xy2, f ′y = −4x2y + 4y3, f ′′x2 = 6x− 4y2, f ′′y2 = −4x2 + 12y2, f ′′xy = −8xy

Iz f ′y = 0 sledi da je y(y − x)(y + x) = 0. Za y = 0 imamo stacionarnu taqku A(0, 0), za y = x
dobijamo stacionarnu taqku B(3/4, 3/4), a za y = −x dobijamo stacionarnu taqku C(3/4,−3/4).
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U taqki A nema lokalnog ekstremuma jer je f(A) = 0, a f(x, 0) = x3 < f(A) za x < 0 i f(x, 0) > f(A)
za x > 0.

U taqki B nije lokalni ekstremum jer je

a = f ′′x2(A) =
9

4
, c = f ′′y2(A) =

9

2
, b = f ′′xy(A) = −9

2
, ac− b2 =

81

8
− 81

4
= −81

8
< 0.

Sliqno va�i i u taqki C za koju je a = 9/4 i b = c = 9/2.

22. f ′x = y − 1

2(x+ y)2
, f ′y = x− 1

2(x+ y)2
, f ′′x2 = f ′′y2 =

1

(x+ y)3
, f ′′xy = 1 +

1

(x+ y)3

f ′x = 0, f ′y = 0⇒ y = x, x3 =
1

8
, x =

1

2

S.T. A
(

1

2
,

1

2

)
, f ′′x2(A) = f ′′y2(A) = 1, f ′′xy(A) = 2, Hf (A) =

1 2

2 1

 , m1 = 1 > 0, m2 = −3 < 0

Kako je m2 < 0, funkcija u taqi A nema lokalni ekstremum. Naravno, zakǉuqak sledi i iz
izraza za diferencijal drugog reda u taqki A,

d2f(A) = dx2 + 4dxdy + dy2 = (dx+ dy)2 + 2dxdy =

{
−2dx2 < 0, dy = −dx
6dx2 > 0, dy = dx

23. f ′x = 2xy lnx+ xy, f ′y = 2x lnx

Poxto je x > 0, iz uslova f ′x = 0 sledi da je x = 1, pa funkcija ima samo jednu stacionarnu
taqku A(1, 0).

Da li je u toj taqki lokalni ekstremum? Vrednost funkcije u taqki A je nula, a u taqki
(1 + x, y) je

f(1 + x, y) = (1 + x)2y ln(1 + x),

pa funkcija meǌa znak zavisno od priraxtaja x i y (znak je + ako su x i y pozitivni, a − ako je
x pozitivno i y negativno). Prema tome, u taqki A funkcija nema lokalni ekstremum.

Napomena. Na osnovu znaka za d2f(A) se tako�e mo�e videti da u taqki A nije lokalni ek-
stremum. Najpre nalazimo da je

f ′′x2 = 2y lnx+ 2y, f ′′y2 = 0 f ′′xy = 2x lnx+ x, f ′′x2(A) = f ′′y2(A) = 0, f ′′xy(A) = 1,

a zatim iz jednakosti d2f(A) = 2dxdy vidimo da d2f(A) meǌa znak u zavisnosti od dx i dy.

24. Za (x, y) 6= (0, 0) imamo da je

f ′x = 1 +
1√

x2 + y2
· 2x

2
√
x2 + y2

+ 3 · y

1 + (y/x)2
· −1

x2

= 1 +
x

x2 + y2
− 3y

x2 + y2

=
x2 + y2 + x− 3y

x2 + y2

Sliqno,

f ′y = −2 +
y

x2 + y2
+

3x

x2 + y2
=

3x+ y − 2x2 − 2y2

x2 + y2

Iz f ′x = 0 i f ′y = 0 sledi x = y, x2 − x = 0, x = 0 ili x = 1.

Kako funkcija f nije definisana u taqki (0, 0), jedina stacionarna taqka je A(1, 1).

Dovoǉan uslov

f ′′x2 =
y2 − x2 + 6xy

(x2 + y2)2
, f ′′xy =

3y2 − 3x2 − 2xy

(x2 + y2)2
, f ′′y2 =

x2 − y2 − 6xy

(x2 + y2)2

a = f ′′x2(A) =
3

2
, b = f ′′xy(A) = −1

2
, c = f ′′y2(A) = −3

2
, ac− b2 = −5

2
< 0
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Funkcija f nema lokalnih ekstremuma (u stacionarnoj taqki je sedlo).

25. f = xg(x), g(x) = ey+x sin y, f ′x = g + xg′ = (1 + x sin y)g(x, y), f ′y = x(1 + x cos y)g(x, y)

Iz uslova f ′x = 0 i f ′y = 0 dobijamo sistem

1 + x cos y = 0, 1 + x sin y = 0

iz kojeg sledi da je x cos y = x sin y. Kako je x 6= 0 (zbog f ′x = 0), to je cos y = sin y. Prema tome,

stacionarne taqke su Ak

(
−
√

2,
π

4
+ 2kπ

)
i Bk

(√
2,

5π

4
+ 2kπ

)
za k ∈ Z.

Da li su u ovim taqkama lokalni ekstremumi?

Nala�eǌem parcijalnih izvoda drugog reda dobijamo da je

f ′′x2 = (x sin y + 2) sin yg(x, y), f ′′y2 = (x2 cos2 y + 2x cos y − x sin y + 1)g(x, y),

f ′′xy = (x2 sin y cos y + x sin y + 2x cos y + 1)g(x, y)

U taqki A0(−
√

2, π/4) je

f ′′x2 =
1√
2
eπ/4−1, f ′′y2 = −

√
2eπ/4−1, f ′′xy = −eπ/4−1, f ′′x2 · f ′′y2 − (f ′′xy)2 = −2eπ/2−2 < 0.

Prema tome, u taqki A0 nije loklani ekstremum funkcije f .

Sliqno va�i i za ostale stacionarne taqke.

26. Taqka A(0, 0) je stacionarna taqka, f(0, y) = 4y3

{
> 0, y > 0

< 0, y < 0
, dok je F (A) = 0.

Napomena. Funkcija ima jox jednu stacionarnu taqku B(1/6, 1/6). Kako je f ′′x2 = 2, f ′′xy = −2, f ′′y2 =
24y, to je

d2f(A) = 2dx2 − 4dxdy, d2f(B) = 2dx2 − 4dxdy + 4dy2 = 2(dx− dy)2 + 2dy2 > 0

Prema tome, funkcija u taqki A nema lokalni ekstremum, a u taqki B ima lokalni minimum.

27. Taqka (0, 0) je stacionarna taqka, f(x, 0) = −x3 > 0 za x < 0, f(0, y) = −y4 < 0, dok je f(0, 0) = 0.

Napomena. U Heseovoj matrixi je m1 = m2 = 0, pa se iz ǌe ne mo�e nixta zakǉuqiti o o
postojaǌu lokalnog ekstremuma.

28.

f(x, 0) = x3

{
> 0, x > 0

< 0, x < 0
, f(0, 0) = 0

Kako je f(x, 0) > f(0, 0) za x > 0 i f(x, 0) < f(0, 0) funkcija f nema lokalno ekstremum u taqki (0, 0).

29. f(0, 0) = 0, f(x, 0) = x4 − x2 < 0 za |x| < 1, f(x,−x) = 2x4 > 0

Dakle, ne postoji okolina taqke (0, 0) u kojoj je ispuǌen uslov za lokalni ekstremum.

30. f(x, 0) = 2x2 > 0 = f(0, 0), xto znaqi da je po x osi lokalni minimum.

f(0, y) = y4 > f(0, 0), pa je i po y osi lokalni minimum.

A po pravoj y = kx? Ako je f(x, kx) = 2x2 − 3k2x3 + k4x4 = ϕ(x), tada je ϕ(0) = ϕ′(0) = 0 i
ϕ′′(0) = 4 > 0, pa f po svakoj pravoj y = kx ima lokalni minimum u (0, 0).

Ipak, zbog

f(2y2/3, y) = 2 · 4

9
y4 − 3 · 2

3
y2 · y2 + y4 = −1

9
y4 < 0 = f(0, 0)

funkcija f nema lokalni ekstremum u (0, 0).

Napomena. Iz jednakosti f(x, y) = (y2−x)(y2−2x) se tako�e vidi da funkcija u okolini taqke (0, 0)
ima vrednosti razliqitog znaka. Me�utim, iz qiǌenice da je d2f(A) = 4dx2 ne mo�e se zakǉuqiti
da je d2f(A) > 0 za |dx|+ |dy| 6= 0. Za dx 6= 0 to je taqno, ali za dx = 0 i dy 6= 0 je d2f(A) = 0. Prema
tome, radi se o sluqaju kada je d2f(A) ≥ 0 i tada ne mo�emo iz ovog podatka zakǉuqiti da li u
taqki A postoji lokalni ekstremum.
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31. Taqka A(0, 0) je stacionarna taqka, f(y2, y) = −y5

{
> 0, y < 0

< 0, y > 0
, dok je f(0, 0) = 0. Prema tome,

funkcija f u taqki (0, 0) nema lokalni ekstremum.

Me�utim, kako je f(x, 0) = x2 i f(0, y) = y4− y5, funkcija u taqki (0, 0) ima lokalni minimum po
koordinatnim osama. Tako�e, u ovoj taqki je lokalni minimum i po bilo kojoj pravoj y = kx jer
je f(x, kx) = g(x), pri qemu je g(0) = g′(0) = 0 i g′′(0) = 2.

32. Zadatak treba da glasi: Dokazati da funkcija f : (x, y) 7→ y5 − x2 − y2 + 2xy u taqki (0, 0) nema
lokalni ekstremum du� prave y = x, a ima lokalni maksimum du� svake druge prave koja sadr�i
taqku (0, 0).

Kako je f(0, 0) = 0 i f(x, x) = x5 > 0 za x > 0, odnosno f(x, x) = x5 < 0 za x < 0, funkcija u taqki
(0, 0) nema lokalni ekstremum.

Za k 6= 1 je f(x, kx) = k5x5 − (k − 1)2x2 = g(x) ∼ −(k − 1)2x2 kada x → 0. Prema tome, postoji
okolina taqke x = 0 u kojoj je f(x, kx) = g(x) < 0 = f(0, 0).

33. f ′x = 2x+ y − a3

x2
, f ′y = 2y + x− a3

y2
, Za S.T.

2x+ y =
a3

x2

2y + x =
a3

y2

 ,
2x3 + yx2 =a3

2y3 + xy2 =a3

}

Lako se proverava da A(a/ 3
√

3, a/ 3
√

3) jeste stacionarna taqka.

Treba jox utvrditi da je d2f(A) > 0 za dx2 + dy2 6= 0. Iz f ′′x2 = 2 +
2a3

x3
, f ′′y2 = 2 +

2a3

y3
i f ′′xy = 1

imamo da je

f ′′x2 = f ′′y2 = 8, d2f(A) = 8dx2 + 8dy2 + 2dxdy = 7dx2 + 7dy2 + (dx+ dy)2 > 0.

Naravno, tra�eni zakǉuqak sledi i iz Heseove matrice Hf (A) =

8 1

1 8

.
Napomena. Taqka A je jedina stacionarna taqka. Iz uslova f ′x = f ′y = 0 sledi

2x3 + yx2 = 2y3 + xy2, 2x3 − 2y3 = xy2 − yx2, 2(x− y)(x2 + xy + y2) = xy(y − x).

Ako je y = x, onda je 3x− a3/x2, pa je x = 1/ 3
√

3. U sluqaju x 6= y jednaqina 2(x2 + xy+ y2) = xy nema
rexeǌa.

34. dz = − 4x+ 8z

2z + 8x− 1
dx− 4y

2z + 8x− 1
dy,

4x+ 8z = 0

4y = 0

}
, A(−2, 0), z(A) = 1, B(16/7, 0), z(B) = −8/7

d2z(A) = −4dx2 − 4dy2 < 0, d2z(B) =
28

23
(dx2 + dy2) > 0, fmax = f(A) = 1, fmin = f(B) = −8

7

35. Neka je
F (x, y, z) = 5x2 + 5y2 + 5z2 − 2xy − 2xz − 2yz − 72

z′x = −F
′
x

F ′z
= −10x− 2y − 2z

10z − 2x− 2y
= −5x− y − z

5z − x− y
, z′y = −

F ′y
F ′z

= −10y − 2x− 2z

10z − 2x− 2y
= −5y − x− z

5z − x− y

Iz sistema
5x− y − z = 0, 5y − x− z = 0, F (x, y, z) = 0

dobijamo: y = x (oduzimaǌem prve dve), z = 4x, x = ±1 (iz F = 0)

Stacionarne taqke su: A(1, 1) (sa z(A) = 4) i B(−1,−1) (sa z(B) = −4)

Da li su u A i B LE?

z′′x2 = − (5− z′x)(5z − x− y)−

=0 (A),(B)︷ ︸︸ ︷
(5x− y − z)(5z′x − 1)

(5z − x− y)2

z′′x2(A) = −5(20− 1− 1)

182
= − 5

18
, z′′x2(B) = −5(−20 + 1 + 1)

182
=

5

18
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z′′xy = −
(−1− z′y)(5z − x− y)−

=0 (A),(B)︷ ︸︸ ︷
(5x− y − z)(5z′y − 1)

(5z − x− y)2

z′′xy(A) = −−1 · 18

182
=

1

18
= z′′yx(A), z′′xy(B) = z′′yx(B) = − 1

18

z′′y2 = −
(5− z′y)(5z − x− y)−

=0 (A),(B)︷ ︸︸ ︷
(5y − x− z)(5z′y − 1)

(5z − x− y)2

z′′y2(A) = −5 · 18

182
= − 5

18
, z′′y2(B) = −5 · (−18)

182
=

5

18

A : ac− b2 = 52/182 − 1/182 = 24/182 > 0, a = −5/18 < 0 ⇒ fmax = f(A) = 4

B : ac− b2 = 52/182 − (−1)2/182 = 24/182 > 0, a = 5/18 > 0 ⇒ fmin = f(B) = −4

6.2 Lokalni ekstremumi funkcije tri promenǉive

Neka je f realna funkcija tri promenǉive koja ima neprekidne parcijalne izvode drugog
reda i neka je A stacionarna taqka funkcije f , a m1, m2 i m3 glavni minori Heseove matrice
funkcije f u taqki A.

• Dovoǉan uslov da f u taqki A ima lokalni minimum je d2f(A) > 0 za dx2 + dy2 + dz2 6= 0.
Na osnovu Silvesterovog kriterijuma to je ispuǌeno ako je m1 > 0, m2 > 0 i m3 > 0.

• Dovoǉan uslov da f u taqki A ima lokalni maksimum je d2f(A) < 0 za dx2 + dy2 + dz2 6= 0.
Na osnovu Silvesterovog kriterijuma to je ispuǌeno ako je m1 < 0, m2 > 0 i m3 < 0.

• Dovoǉan uslov da f u taqki A nema lokalni ekstremum je da d2f(A) meǌa znak.

Navedeni uslovi nisu neophodni. U ostalim sluqajevima, kao i u sluqaju kritiqne taqke koja
nije stacionarna, postojaǌe lokalnog ekstremuma se proverava na osnovu definicije.

U nekim specijalnim sluqajevima postoje i drugi kriterijumi. Na primer, ako je d2f(A) = 0
i d3f(A) 6= 0, tada u taqki A nije lokalni ekstremum.

38. f ′x = 2(x− 1) + 2z, f ′y = 3y2 + 12y, f ′z = 4z + 2x

Iz uslova f ′x = f ′y = f ′z = 0 dobijamo dve stacionarne taqke: A(2, 0,−1) i B(2,−4,−1). Parci-
jalni izvodi drugog reda su

f ′′x2 = 2, f ′′y2 = 6y + 12, f ′′z2 = 4, f ′′xy = 0, f ′′yz = 0, z′x = 2.

U taqki A je

Hf (A) =


2 0 2

0 12 0

2 0 4

 , m1 = 2 > 0, m2 = 24 > 0, m3 = 48 > 0,

a u taqki B je

Hf (B) =


2 0 2

0 −12 0

2 0 4

 , m1 = 2 > 0, m2 = −24 > 0, m3 = −48 < 0.

Prema tome, funkcija f u taqki B nema lokalni ekstremum, a u taqki A ima lokalni minimum,
fmin = f(A) = −1

39.
f ′x = 4x− y + 2z, f ′y = −x− 1 + 3y2, f ′z = 2x+ 2z
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Za stacionarne taqke:
x+ z = 0, 3y2 = x+ 1, y = 4x+ 2z

z = −x, y = 4x− 2x = 2x, 3 · 4x2 = x+ 1, 12x2 − x− 1 = 0, x1 =
1

3
, x2 = −1

4

Stacionarne taqke su: A(1/3, 2/3,−1/3) i B(−1/4,−1/2, 1/4)

Da li su u ǌima LE ?

f ′′x2 = 4, f ′′xy = f ′′yx = −1, f ′′xz = f ′′zx = 2, f ′′y2 = 6y, f ′′yz = f ′′y2 = 0, f ′′z2 = 2

U taqki A :

M =


4 −1 2

−1 4 0

2 0 2

 , m1 = 4, m2 = 15, m3 = 14

Dakle, fmin = f(A)

U taqki B :

M =


4 −1 2

−1 −3 0

2 0 2

 , m1 = 4, m2 = −13

Dakle, funkcija f u taqki B nema LE. Iz

d2f(B) =

{
4dx2, dy = dz = 0, dx 6= 0

−3dy2, dx = dz = 0, dy 6= 0

vidimo da d2f(B) zaista meǌa znak.

40. f ′x = 4x− 2y − 1, f ′y = 2y − 2x, f ′z = 2z + 4, f ′′x2 = 4, f ′′y2 = f ′′z2 = 2, f ′′xy = −2, f ′′yz = f ′′zx = 0

Hf (A) =


4 −2 0

−2 2 0

0 0 2

 , m1 = 4 > 0, m2 = 4 > −, m3 = 8 > 0

Funkcija f u taqki A ima lokalni minimum, fmin(A) = −17/4.

41.
f ′x = 2x− 2(4− x− y − z), f ′y = 2y − 2(4− x− y − z), f ′z = 2z − 2(4− x− y − z)

∇f = 0 : 2x = 4− y − z, 2y = 4− x− z, 2z = 4− x− y.

2(x+ y + z) = 12− 2(x+ y + z), x+ y + z = 3, y + z = 3− x, 2x = 4− 3 + x, x = 1.

Jedina staciionarna taqka je A(1, 1, 1).

f ′′x2 = f ′′y2 = f ′′z2 = 4, f ′′xy = f ′′xz = f ′′yz = 2

Hf (A) =


4 2 2

2 4 2

2 2 4


Kako je m1 = 4 > 0, m2 = 16− 4 > 0 i m3 = 43 = 2 · 8− 3 · 42 > 0, to je fmin = f(A) = 4.

Da je u pitaǌu lokalni minimum moglo se zakǉuqiti i iz forme diferencijala drugog reda
jer je

d2f(A) = 4dx2 + 4dy2 + 4dz2 + 4dxdy + 4dydz + 4dzdx

= 2(dx+ dy + dz)2 + 2dx2 + 2dy2 + 2dz2.
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42. f ′x = yz(1− 2x− y − z), f ′y = xz(1− x− 2y − z), f ′z = xy(1− x− y − 2z)

Za xyz 6= 0 stacionarnu taqku A(1/4, 1/4, 1/4) dobijamo rexavaju�i sistem linearnih jednaqina

2x+ y + z = 1, x+ 2y + z = 1, x+ y + 2z = 1.

Izraqunavaǌem parcijalnih izvoda drugog reda u taqki A dobija se

f ′′x2 = f ′′y2 = f ′′z2 = −1

8
, f ′′xy = f ′′xz = f ′′yz = − 1

16
,

pa je

d2f(A) = −1

8

(
dx2 + dy2 + dz2 + dxdy + dydz + dxdz

)
= − 1

16

(
(dx+ dy)2 + (dy + dz)2 + (dz + dx)2

)
.

Kako je d2f(A) = 0 ako i samo ako je dx + dy = dy + dz = dz + dx = 0, odnosno ako i samo ako je
dx = dy = dz = 0, zakǉuqujemo da je d2f(M) > 0 za dx2 + dy2 + dz2 > 0.

Dakle, funkcija f u taqki A ima lokalni maksimum, fmax = f

(
1

4
,

1

4
,

1

4

)
=

1

256
.

Da funkcija f u taqki A ima lokalni maksimum sledi i iz Heseove matrice

Hf (M) =


−1/8 −1/16 −1/16

−1/16 −1/8 −1/16

−1/16 −1/16 −1/8


jer je

m1 = −1

8
< 0, m2 =

3

4
· 1

82
> 0, m3 = −1

2
· 1

83
< 0.

Umesto ispitivaǌa matrice Hf (A) mo�emo da ispitamo matricu H, gde je

Hf (A) = − 1

16
H, H =


2 1 1

1 2 1

1 1 2


Kako je matrica H pozitivno definisana (ǌeni glavni minori su 2, 3 i 4), to je matrica Hf (A)
negativno definisana.

Pored taqke A, funkcija f ima i drugih stacionarnih taqaka.

Za x = y = 0, stacionarne taqke su Bz(0, 0, z) (cela z-osa). Me�utim, u ǌima je d2f = z(1−z)dxdy,
pa za z 6= 0 i z 6= 1 funkcija u ovim taqkama nema lokalni ekstremum (d2f meǌa znak u zavisnosti
od znaka za dx i dy). U taqkama (0, 0, 0) i (0, 0, 1) funkcija tako�e nema lokalni ekstremum jer
postoje razliqiti priraxtaji ∆x, ∆y i ∆z za koje funkcija ima priraxtaje razliqitog znaka,
dok je vrednost funkcije u tim taqkama jednaka nuli.

Sliqno va�i i za taqke (0, y, 0) (y-osa) i za taqke (x, 0, 0) (x-osa).

Ako je x = 0, a yz 6= 0, tada je 1 = y + z, pa su taqke Dy(0, y, 1 − y) tako�e stacionarne taqke
funkcije f . U ovim taqkama je

f ′′y2 = f ′′z2 = f ′′yz = 0, f ′′x2 = 2y(y − 1), f ′′xy = f ′′zx = y(y − 1),

pa je d2f = 2y(y − 1)(dx2 + dxdy + dzdx). Kako dx2 + dxdy + dzdx nije stalnog znaka (za dy = dz = 0
i dx 6= 0 je pozitivno, a za dy = dz = −dx 6= 0 je negativno), ni u ovim taqkama funkcija nema
lokalni ekstremum.

Sliqno va�i i za stacionarne taqke (x, 0, 1− x) i (x, 1− x, 0).

43. f ′x = y2z3(1 − 2x − 2y − 3z), f ′y = 2xyz3(1 − x − 3y − 3z), f ′z = 3xy2z2(1 − x − 2y − 4z) Poxto je
xyz 6= 0, potrebni uslovi za lokalni ekstremum f ′x = 0, f ′y = 0 i f ′z = 0 svode se na sistem

1− 2x− 2y − 3z = 0, 1− x− 3y − 3z = 0, 1− x− 2y − 4z = 0
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koji ima jedinstveno rexeǌe x = y = z = 1/7. Dakle, jedina stacionarna taqka funkcije f je taqka
A(1/7, 1/7, 1/7).

Za proveru dovoǉnih uslova treba odrediti parcijalne izvode drugog reda.

f ′′x2 − 2y2z3, f ′′y2 = 2xz3(1− x− 6y − 3z), f ′′z2 = 6xy2z(1− x− 2y − 8z)

f ′′xy = 2yz3(1− 2x− 3y − 3z), f ′′yz = 6xyz2(1− x− 3y − 4z), f ′′zx = 3y2z2(1− 2x− 2y − 4z)

Za z = y = x je
f ′′x2 = −2x5, f ′′y2 = −2x4(10x− 1), f ′′z2 = −6x4(9x− 1),

f ′′xy = −2x4(8x− 1), f ′′yz = −6x4(8x− 1), f ′′zx = −3x4(8x− 1)

U taqki A je

Hf (A) = − 1

75


2 2 3

2 6 6

3 6 24

 = − 1

75
H.

Glavni minori matrice H su pozitivni (m1 = 2, m2 = 8, m3 = 138), xto znaqi da Ff (A) odre�uje
negativno definisanu kvadratnu formu, odnosno da va�i d2f(A) < 0 za |dx|+ |dy|+ |dz| 6= 0.

Prema tome, funkcija f u taqki A ima lokalni maksimum, fmax = f(A) =
1

77
.

44. f ′x = −4 +
4x

y
, f ′y =

2y

z
− 2x2

y2
, f ′z = 4z − y2

z2

Iz f ′x = 0 sledi da je y = x, iz f ′y = 0 sledi da je y = z, a zatim iz f ′z = 0 dobijamo da je
A(1/4, 1/4, 1/4) jedina stacionarna taqka funkcije f .

Nala�eǌem parcijalnih izvoda drugog reda

f ′′x2 =
4

y
, f ′′y2 =

2

z
+

4x2

y3
, f ′′z2 = 4 +

2y2

z3
, f ′′xy = −4x

y2
, f ′′yz = −2y2

z2
, f ′′xz = 0

U taqki A imamo da je

Hf (A) =

 12 −8 0
−8 24 −16

0 −16 16

 .
Poxto je m1 > 0, m2 > 0 i m3 > 0, na osnovu Silvesterovog kriterijuma sledi da funkcija f u
taqki A ima lokalni minimum koji iznosi −1/8.

45. Parcijalnim diferenciraǌem funkcije f dobijamo

f ′x = 1− y2

4x2
, f ′y =

y

2x
− z2

y2
, f ′z = − 2

z2
+

2z

y
,

f ′′x2 =
y2

2x3
, f ′′xy = − y

2x2
, f ′′xz = 0, f ′′y2 =

1

2x
+

2z2

y3
, f ′′yz = −2z

y2
, f ′′z2 =

4

z3
+

2

y
.

Rexavaǌem sistema f ′x = 0, f ′y = 0 i f ′z = 0 imamo

y2

4x2
= 1,

z2

y2
=

y

2x
,
z

y
=

1

z2
,

y

2x
= ±1,

z

y
= ±1, z = ±1.

Me�utim,
y

2x
> 0, pa je

y

2x
= 1 i

z

y
= 1. Prema tome, imamo dve stacionarne taqke: A(1/2, 1, 1) i

B(−1/2,−1,−1).

Heseove matrice u stacionarnim taqkama su

Hf (A) =


4 −2 0

−2 3 −2

0 −2 6

 , Hf (B) =


−4 2 0

2 −3 2

0 2 −6

 .
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U taqki A funkcija f ima lokalni minimum, fmin = f(A) = 4 jer je m1 = 4, m2 = 8 i m3 = 32, gde
su m1, m2 i m3 glavni minori matrice Hf (A).

U taqki B funkcija f ima lokalni maksimum, fmax = f(B) = −4 jer je m1 = −4 < 0, m2 = 8 > 0
i m3 = −32 < 0, de su m1, m2 i m3 glavni minori matrice Hf (B).

46. Kako je

f ′x = 1− y

x2
, f ′y =

1

x
− z

y2
, f ′z =

1

y
− 2

z2
,

iz sistema f ′x = 0, f ′y = 0, i f ′z = 0 sledi da je y = x2 i z = x3, odnosno x4 = 2, pa imamo samo jednu
stacionarnu taqku A(21/4, 21/2, 23/4). Nala�eǌem parcijanih izvoda drugog reda dobijamo

Hf (x, y) =


2

x
− 1

x2
0

− 1

x2

2

x3
− 1

x4

0 − 1

x4

4

x9

 .

Obzirom da je

m1 =
2

x3
, m2 =

3

x4
, m3 =

12− 2x4

x13
,

to je m1(A) > 0, m2(A) > 0 i m3(A) > 0, pa je fmin = f(A).

47. f ′x =
3

x
− 1

22− x− y − z
, f ′y =

2

y
− 1

22− x− y − z
, f ′z =

5

z
− 1

22− x− y − z
, x+ y + z < 22

3

x
=

2

y
=

5

z
, 3y = 2x, 3z = 5x, y =

2

3
x, z =

5

3
x,

3

x
=

1

22− x− 2x/3− 5x/3
,

3

x
=

3

66− 10x
, x = 6

Ispuǌen je uslov 6 + 4 + 10 < 22, pa je A(6, 4, 10) stacionarna taqka.

Dovoǉni uslovi za lokalni ekstremum

f ′′x2 = − 3

x2
− 1

(22− x− y − z)2
, f ′′y2 = − 2

x2
− 1

(22− x− y − z)2
, f ′′z2 = − 5

x2
− 1

(22− x− y − z)2

f ′′xy = f ′′yz = f ′′zx = − 1

(22− x− y − z)2

U taqki A je

f ′′x2 = −1

3
, f ′′y2 = −3

8
, f ′′z2 = − 3

10
, f ′′xy = −1

4
, f ′′yz = −1

4
, f ′′zx = −1

4

Hf (A) =


−1/3 −1/4 −1/4

−1/4 −3/8 −1/4

−1/4 −1/4 −3/10

 , m1 = −1

3
< 0, m2 =

1

16
> 0, m3 = − 11

1920
> 0

Prema tome, funkcija f u taqki A ima lokalni maksimum, fmax = f(A) = 13 ln 2 + 3 ln 3 + 5 ln 5

48. f(x, y, z) = (x+ y + 2z)e−x
2−y2−z2 = (x+ y + 2z)g(x, y, z)

f ′x = g + (x+ y + 2z)g′x = g − 2x(x+ y + 2z)g = (1− 2x(x+ y + 2z))g

f ′y = g + (x+ y + 2z)g′y = g − 2y(x+ y + 2z)g = (1− 2y(x+ y + 2z))g

f ′z = 2g + (x+ y + 2z)g′z = 2g − 2z(x+ y + 2z)g = 2(1− z(x+ y + 2z))g

Iz uslova f ′x = f ′y = f ′z = 0 imamo da je

1 = 2x(x+ y + z), 1 = 2y(x+ y + 2z), 1 = z(x+ y + 2z),

xto znaqi da je xyz(x+y+ 2z) 6= 0 i da je y = x i z = 2x. Zamenom y sa x i z sa 2x u f ′z = 0 dobijamo

da je 1 = 12x2, pa je x = ± 1

2
√

3
. Prema tome, postoje dve stacionarne taqke: A

(
1

2
√

3
,

1

2
√

3
,

1√
3

)
i

B

(
− 1

2
√

3
,− 1

2
√

3
,− 1√

3

)
.
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Sada treba proveriti dovoǉne uslove za postojaǌe lokalnih ekstremuma u taqkama A i B.
Treba najpre odrediti parcijalne izvode drugog reda.

f ′′x2 = (−4x− 2y − 4z)g − 2x(1− 2x2 − 2xy − 4xz)g = (4x3 + 4x2y + 8x2z − 6x− 2y − 4z)g

Sliqno se dobija

f ′′y2 = (4y3 + 4xy2 + 8y2z − 2x− 6y − 4z)g, f ′′z2 = (4z3 + 2xz2 + 2yz2 − x− y − 6z)g,

f ′′xy = (4x2y + 4xy2 + 8xyz − 2x− 2y)g, f ′′xz = (4x2z + 8xz2 + 4xyz − 4x− 2z)g,

f ′′yz = (4y2z + 8yz2 + 4xyz − 4x− 2z)g, f ′′yx = f ′′xz, f ′′zx = f ′′xz, f ′′zy = f ′′yz.

U taqkama (x, x, 2x) imamo da je

f ′′x2 = f ′′y2 = 8e−6x2

x(3x2 − 2), f ′′z2 = 4e−6x2

x(2x2 − 7), f ′′xy = 4e−6x2

x(6x2 − 1), f ′′xz = f ′′yz = 8e−6x2

x(6x2 − 1)

U taqkama A i B je

Hf (A) = − 2√
3e
H, Hf (B) =

2√
3e
H, H =


7 1 2

1 7 2

2 2 10


Kako su glavni minori matrice H pozitivni (m1 = 7, m2 = 48, m3 = 432), to je d2f(A) < 0 i
d2f(B) > 0 za |dx| + |dy| + |dz| 6= 0. Prema tome, funkcija f u taqki A ima lokalni maksimum, a u
taqki B ima lokalni minimum,

fmax = f(A) =

√
3

e
, fmin = f(B) = −

√
3

e
.

6.3 Uslovni ekstremum funkcije dve promenǉive

49. F = f + λ(x+ y − 1), F ′x = 2x+ λ, F ′y = 2y + λ, F ′′x2 = F ′′y2 = 2, F ′′xy = 0

Stacionarna taqka je A(1/2, 1/2). Iz d2F = 2dx2 + 2dy2 > 0 sledi da je fmin = f(A) = 1/2.

Drugi naqin. y = 1− x, f(x, 1− x)x2 + (1− x)2 = 2x2 − 2x+ 1 = g(x), gmin = g(1/2) = 1/2

50. F = f + λ(x2 + y2 − 1), F ′x = 1 + 2λx, F ′y = 2 + 2λy, F ′′x2 = F ′′y2 = 2λ, F ′′xy = 0

Za S.T. 2λx = −1, λy = −1, x = − 1

2λ
, y = − 1

λ
, x2 + y2 =

5

4
· 1

λ2
= 1, λ2 =

5

4
, λ = ±

√
5

2

Za λ =

√
5

2
imamo stacionarnu taqku A

(
− 1√

5
,− 2√

5

)
, a za λ = −

√
5

2
imamo stacionarnu taqku

B

(
1√
5
,

2√
5

)
.

d2F (A) =
√

5(dx2 + dy2) > 0, d2F (B) = −
√

5(dx2 + dy2) < 0

Prema tome, fmin = f(A) = −
√

5 i fmax = f(B) =
√

5.

51. F = f + λ(x2 + y2 − 1), F ′x = 2x+ y + 2λx, F ′y = 2y + x+ 2λy, F ′′x2 = 2 + 2λ, Fyy = 2 + 2λ, F ′′xy = 1

2x+ y + 2λx = 0

2y + x+ 2λy = 0

}
,

(2 + 2λ)x+ y = 0

x+ (2 + 2λy) = 0

}

Kako (0, 0) nije rexeǌe ovog sistema (zbog uslova x2 + y2 = 1), to je∣∣∣∣∣∣2 + 2λ 1

1 2 + 2λ

∣∣∣∣∣∣ = 0, 4(1 + λ)2 = 1, 1 + λ = ±1

2
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Za λ = −1/2 je y = −x, a stacionarne taqke su A

(
1√
2
,− 1√

2

)
i B

(
− 1√

2
,

1√
2

)
.

Za λ = −3/2 je y = x, a stacionarne taqke su C

(
1√
2
,

1√
2

)
i D

(
− 1√

2
,− 1√

2

)
.

U taqkama A i B je dy = dx, pa je d2F = dx2 + dy2 + 2dxdy = (dx+ dy)2 = 4dx2 > 0.

U taqkama C i D je dy = −dx, pa je d2F = −dx2 − dy2 + 2dxdy = (dx− dy)2 = −4dx2 < 0.

Prema tome, fmin = f(A) = f(B) =
1

2
i fmax = f(C) = f(D) =

3

2
.

Napomena. Uzimaǌem u obzir datog uslova, umesto funkcije f mo�e da se posmatra funkcija g
data sa g(x, y) = 1+xy. Za G = g+λ(x2+y2−1), na isti naqin kao za funkciju F , dobija se λ = ±1/2.
Za λ = 1/2 nalazimo stacionarne taqke A i B, a za λ = −1/2 imamo taqke C i D. Dovoǉan uslov
se tako�e dobija isto kao za F .

52. Iz datog uslova sledi da je y = x, pa je f(x, y) = f(x, x) = 2x2 + 2 ≥ 2. Prema tome, pri datom
uslovu fmin = f(0, 0) = 2.

Napomena. Ako je ϕ(x, y) = x2 + y2 − 2xy, tada je ϕ′x(0, 0) = ϕ′y(0, 0) = 0, pa ne mo�e da se rexava
pomo�u Lagran�ove funkcije f + λϕ.

53. F = f+λ(x+y−2), F ′x = nxn−1+λ, F ′y = ny6n− 1+λ, F ′′x2 = n(n−1)xn−2, F ′′y2 = n(n−1)yn−2, F ′′xy = 0

Stacionarna taqka je A(1, 1). Kako je d2f(a) = n(n − 1)(dx2 + dy2) > 0, funkcija f u taqki A ima
uslovni lokalni minimum, fmin = f(A) = 2

Drugo rexeǌe. y = 2− x, f(x, 2− x) = xn + (2− x)n = g(x), g′(x) = n(xn−1 − (2− x)n−1)

Funkcija g opada za x < 1 i raste za x > 1, pa je gmin = g(1) = 2. Prema tome, fmin = f(A) = 2.

54.
F (x, y, λ) = xy + λ(x2 + y2 − 2), F ′x = y + 2λx, F ′y = x+ 2λy

y + 2λx = 0

x+ 2λy = 0

x2 + y2 = 2


2λx = −y
2λy = −x
x2 + y2 = 2

Poxto je xy 6= 0 (u protivnom x = y = 0, xto ne mo�e zbog x2 + y2 = 2), to je x2 = y2, pa je x2 = 1.

Za y = x je λ = −1/2, a za y = −x je λ = 1/2.

Stacionarne taqke su: A(1, 1), B(1,−1), C(−1, 1), D(−1,−1)

Provera dovoǉnog uslova za LUE

F ′′x2 = 2λ, F ′′xy = 1, F ′′y2 = 2λ, d2F (x, y) = 2λdx2 + 2dxdy + 2λdy2

U taqkama A i D je

d2F (A) = d2F (D) = −dx2 + 2dxdy − dy2 = −(dx− dy)2 ≤ 0

iz qega se ne mo�e zakǉuqiti o LE. Ali iz x2+y2 = 2 sledi 2xdx+2ydy = 0, dx+dy = 0, dy = −dx 6= 0,
pa je d2F (A) = d2F (D) = −4dx2 < 0. Dakle, funkcija f pri uslovu ϕ = 0 u A i D ima lokalni
uslovni maksimum.

U taqkama B i C je

d2F (B) = d2F (C) = dx2 + 2dxdy + dy2 = (dx+ dy)2 ≥ 0

iz qega se ne mo�e zakǉuqiti o LE. Ali iz x2 +y2 = 2 sledi 2xdx+2ydy = 0, dx−dy = 0, dy = dx 6= 0,
pa je d2F (B) = d2F (C) = 4dx2 > 0. Dakle, funkcija f pri uslovu ϕ = 0 u B i C ima lokalni uslovni
minimum.

Drugo rexeǌe. Uslov x2 + y2 = 2 mo�emo da parametrizujemo sa x =
√

2 sin t, y =
√

2 cos t, gde je
t ∈ [0.2π]. Tada je

f(x, y) = 2 sin t cos t = sin 2t = g(t), g′(t)− 2 cos 2t, g′(t) = 0 za 2t ∈
{
π

2
,

3π

2
,

5π

2
,

7π

2

}
(0 < t ≤ 2π ⇒ 0 < 2t < 4π)

t ∈
{
π

4
,

3π

4
,

5π

4
,

7π

4

}
, gmax = g(π/4) = g(5π/4) = 1, gmin = g(3π/4) = g(7π/4) = −1
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Prema tome, fmax = f(A) = f(D) = 1, fmin = f(B) = f(C) = −1.

55. Iz uslova imamo da je y = 1−x, pa je f(x, y) = ex−x
2

= g(x), g′(x) = (1−2x)g(x), S.T. x = 1/2.
Kako je g′(x) > 0 za x < 1/2 i g′ < 0 za x > 1/2, to funkcija g u taqki x = 1/2 ima maksimum.

Prema tome, funkcija f ima uslovni lokalni maksimum u taqki A(1/2, 1/2), fmax |x+y=1 = f(A) = e1/4.

Drugo rexeǌe. Za Lagran�ovu funkcije F = f + λ(x+ y − 1) je

F ′x = yexy + λ, F ′y = xexy + λ, F ′′x2 = y2exy, F ′′y2 = x2exy, F ′′xy = (xy + 1)exy

S.T. je A(1/2, 1/), a = F ′′x2(A) = e1/4/4, b = F ′′xy(A) = 5e1/4/4, c = F ′′y2(A) = e1/4/4

Poxto je ac−b2 = −3e1/4/2, funkcija f nema u taqki A bezuslovni lokalni ekstremum. Ma�utim,
za dati uslov je dy = −dx, pa je

d2F (A) = adx2 + 2bdxdy + cdy2 = (2a− 2b)dx2 = −2e1/4dx2 < 0

za dx 6= 0, xto znaqi da je taqki A uslovni lokalni maksimum.

56. F = f + λ(x+ y − 2), F ′x = − 1

x2
+ λ, F ′y = − 1

y2
+ λ, F ′′x2 =

2

x3
, F ′′y2 =

2

y3
, F ′′xy = 0

Iz sistema F ′x = F ′y = 0 sledi x = y, a onda iz uslova x+ y = 2 sledi da je x = 1. Stacionarna
taqka je A(1, 1).

Kako je d2F (A) = 2(dx2 +dy2) > 0, funkcija f u taqki A ima lokalni uslovni minimum, pri qemu
je fmin = f(1, 1) = 2.

Drugo rexeǌe. Iz uslova imamo da je y = 2− x, pa je f(x, 2− x) =
1

x
+

1

2− x
= g(x).

g′(x) = − 1

x2
+

1

(2− x)2
=
−(2− x)2 + x2

x2(2− x)2
=

4x− 4

x2(2− x)2
.

Funkcija g opada za x < 1 i raste za x > 1. Iz gmin = g(1) sledi da je fmin = f(1, 1) = f(A) = 2.

57. F (x, y) =
1

x
+

1

y
+ λ

(
1

x2
+

1

y2
− 1

)
, F ′x = − 1

x2
− 2λ

x3
, F ′y = − 1

y2
− 2λ

y3

x+ 2λ = 0

y + 2λ = 0

}
⇒ x = y,

2

x2
= 1, x2 = 2, x = ±

√
2

S.T. A(
√

2,
√

2) sa 2λA = −
√

2, B(−
√

2,−
√

2) sa 2λB =
√

2

Dovoǉni uslovi

F ′′x2 =
2

x3
+

6λ

x4
, F ′′y2 =

2

y3
+

6λ

y4
, F ′′xy = 0, F ′′x2(A) = F ′′y2(A) = −

√
2

4
, F ′′x2(B) = F ′′y2(B) =

√
2

4

d2F (A) = −
√

2

4
(dx2 + dy2) < 0, d2F (B) =

√
2

4
(dx2 + dy2) > 0

U taqki A je uslovni lokalni maksimum, a u taqki B uslovni lokalni minimum.

6.4 Uslovni ekstremum funkcije tri promenǉive

58. F = f + λ(x2 + y2 + 2z2 − 2), F ′x = 1 + 2λx, F ′y = −1 + 2λy, F ′z = 2 + 4λz

Iz F ′x = F ′y = F ′z = 0 sledi da je λ(x+y) = 0 i λ(y+z) = 0. Kako je λ 6= 0 (sledi iz F ′x = 0), to znaqi
da je z = −y = x. Sada iz datog uslova x2 + y2 + 2z2 = 2 imamo da je 4x2 = 2, odnosno x = ±1/

√
2. Za

x = 1/
√

2 dobijamo stacionarnu taqku A

(
1√
2
,− 1√

2
,

1√
2

)
sa λA = − 1√

2
, a za x = −1/

√
2 dobijamo

stacionarnu taqku B

(
− 1√

2
,

1√
2
,− 1√

2

)
sa λB =

1√
2
.

Dovoǉni uslovi

F ′′x2 = F ′′y2 = 2λ, F ′′z2 = 4λ, F ′′xy = F ′′yz = F ′′xz = 0, d2F = 2λ(dx2 + dy2 + 2dz2)
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U taqki A je d2F (A) < 0, a u taqki B je d2F (B) > 0, pa je pri datom uslovu

fmax = f(A) = 2
√

2, fmin = f(B) = −2
√

2.

59.

F (x, y, z, λ) = 2x+ y − 2z + λ(x2 + y2 + z2 − 36), F ′x = 2 + 2λx, F ′y = 1 + 2λy, F ′z = −2 + 2λz

Iz sistema
1 + λx = 0, 1 + 2λy = 0, −1 + λz = 0, x2 + y2 + z2 = 36

sledi
λ 6= 0, λx = −λz, x = −z, z = −2y, 4y2 + y2 + 4y2 = 36, y2 = 4, y = ±2

ST: A(4, 2,−4) sa λ = −1/4 i B(−4,−2, 4) sa λ = 1/4

Dovoǉni uslovi za LUE

F ′′x2 = F ′′y2 = F ′′z2 = 2λ, F ′′xy = F ′′yz = F ′′xz = 0

d2F (A) = −1

2
(dx2 + dy2 + dz2) < 0, max

d2F (B) =
1

2
(dx2 + dy2 + dz2) < 0, min

Dakle, funkcija f pri ϕ = 0 u taqki A ima lokalni uslovni maksimum, a u taqki B ima lokalni
uslovni minimum.

60. Za Lagran�ovu funkciju F , gde je

F (x, y, z) = x3 + y3 + z3 + λ

(
1

x
+

1

y
+

1

z
− 1

)
imamo da je

F ′x = 3x2 − λ

x2
, F ′y = 3y2 − λ

y2
, F ′z = 3z2 − λ

z2
.

Iz jednakosti F ′x = F ′y = F ′z = 0 sledi da je x4 = y4 = z4 i λ = 3x4. To znaqi da je u stacionarnim
taqkama x2 = y2 = z2, odnosno x = ±y = ±z. Uzimaju�i u obzir dati uslov, dobijamo qetiri
stacionarne taqke: A(3, 3, 3), B(1, 1,−1), C(1,−1, 1) i D(−1, 1, 1).

Poxto je

F ′′x2 = 6x+
2λ

x3
, F ′′y2 = 6y +

2λ

y3
, F ′′z2 = 6z +

2λ

z3
, F ′′xy = 0, F ′′xz = 0, F ′′yz = 0,

to je d2F (A) = 36(dx2 + dy2 + dz2) > 0 za |dx|+ |dy|+ |dz| 6= 0.

Dakle, funkcija f u taqki A ima uslovni lokalni minimum, fmin = f(A) = 81.

U taqki B je λ = 3 i dz = −(dx+ dy), pa je

d2F (B) = 12(dx2 + dy2 − dz2) = −24dxdy.

Kako je d2F (B) promenǉivog znaka, funkcija f u taqki B nema uslovni lokalni ekstremum. Sliqno
se pokazuje da ni u taqkama C i D nije uslovni lokalni ekstremum.

61. F (x, y, z, λ) = 3x2 + 3y2 + z2 +λ(x+y+ z−1), F ′x = 6x+λ, F ′y = 6y+λ, F ′z = 2z+λ Iz sistema

6x+ λ = 0, 6y + λ = 0, 2z + λ = 0, x+ y + z = 1

sledi
λ 6= 0, y = x, z = 3x, x+ x+ 3x = 1, x = 1/5

ST: A(1/5, 1/5, 3/5), λ = −6/5

F ′′x2 = F ′′y2 = 6, F ′′z2 = 2, F ′′xy = F ′′yz = F ′′xz = 0, d2F (A) = 6dx2 + 6dy2 + 2dz2 > 0
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fmin = f(A) = 3 · 1

52
+ 3 · 1

52
+ 9 · 1

52
=

15

52
=

3

5

62.
F (x, y, z, λ) = xy + 2xz + 2yz + λ(xyz − 4)

F ′x + y + 2z + λyz, F ′y = x+ 2z + λxz, F ′z = 2x+ 2y + λxy

Sistem za ST


y + 2z + λyz = 0

x+ 2z + λxz = 0

2x+ 2y + λxy = 0

xyz = 4


xy + 2zx+ 4λ = 0

xy + 2zy + 4λ = 0

2xz + 2yz + 4λ = 0

xyz = 4

Iz prve dve jednakost je y = x, a iz druge i tre�e jednakosti je y = 2z. Iz qetvrte jednakosti
sledi z = 1.

ST: A(2, 2, 1) sa λ = −2 i B(−2,−2, 1) sa λ = 2

Dovoǉni uslovi za LUE

F ′′x2 = F ′′y2 = F ′′z2 = 0, F ′′xy = 1 + λz, F ′′xz = 2 + λy, F ′′yz = 2 + λx

U taqki A je

yzdx+ zxdy + xydz = 0, 2dx+ 2dy + 4dz = 0, 2dz = −dx− dy = −(dx+ dy)

d2F (A) = 2((1− 2)dxdy + (2− 4)dxdz + (2− 4)dydz)

= 2(−dxdy − 2dxdz − 2dydz)

= 2(−dxdy − 2z(dx+ dy))

= 2(−dxdy + (dx+ dy)2)

= dx2 + dy2 + (dx+ dy)2 > 0

za dx2 + dy2 6= 0.

Funckija f pri uslovu xyz = 4 ima u taqki A lokalni uslovni minimum

U taqki B je F ′′xy = 3, F ′′yz = F ′′xz = −2, 2dz = dx+ dy, pa je

d2F (B) = 6dxdy − 4dz(dx+ dy) = −dx2 − dy2 − (dx+ dy)2 < 0

Funckija f pri uslovu xyz = 4 ima u taqki B lokalni uslovni maksimum

63.
F (x, y, z, λ) = x+ y + z + λ

(
1

x
+

1

y
+

1

z
− 1

)
= f + λϕ

F ′x = 1− λ

x2
, F ′y = 1− λ

y2
, F ′z = 1− λ

z2

Iz F ′x = F ′y = F ′z = 0 sledi x2 = y2 = z2.

Za x = y = z iz ϕ = 0 dobija se x = 3. Stacionarna taqka je A(3, 3, 3) sa λ = 9.

Za x = y = −z iz ϕ = 0 dobija se x = 1. Stacionarna taqka je B(1, 1,−1) sa λ = 1.

Za x = z = −y dobija se stacionarna taqka C(1,−1, 1), a za x = −y = −z dobija se stacionarna
taqka D(−1, 1, 1).

Provera dovoǉnog uslova za LUE

F ′′x2 =
2λ

x3
, F ′′y2 =

2λ

y3
, F ′′z2 =

2λ

z3
, F ′′xy = F ′′xz = F ′′yz = 0

U taqki A je d2F (A) =
2

3
(dx2 + dy2 + dz2) > 0, pa funkcija f u taqki A ima lokalni uslovni

minimum, fmin = F (A) = 9.
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U taqki B je d2F (B) = 2(dx2 + dy2 − dz2). Iz uslova ϕ = 0 sledi
dx

x2
+
dy

y2
+
dz

z2
= 0, xto za taqku

B daje dz = −dx− dy, odnosno dz2 = dx2 + dy2 + 2dxdy. Zamenom u d2F dobijamo

d2F (B) = −4dxdy

{
< 0, dy = dx 6= 0

> 0, dy = −dx 6= 0

Prema tome, u taqki B nije lokalni uslovni ekstremum.

Sliqno se pokazuje da i u taqkama C i D nije lokalni uslovni ekstremum.

64. Funkcije f i g = ln f imaju lokalne ekstremume u istim taqkama.

g = ln(xy2z3) = lnx+ 2 ln y + 3 ln z, F = g + λ(x+ 2y + 3z − 12)

F ′x =
1

x
+ λ, F ′y =

2

y
+ 2λ, F ′z =

3

z
+ 3λ

1

x
=

1

y
=

1

z
= −λ, x = y = z, x+ 2x+ 3x = 12, x = 2

Stacionarna taqka je A(2, 2, 2)

d2F = − 1

x2
dx2 − 1

y2
dy2 − 1

z2
dz2 = −1

4
(dx2 + dy2 + dz2) < 0

Funkcija f u taqki A ima uslovni lokalni maksimim, fmax = f(A) = 26.

Drugo rexeǌe. Ako se koristi Lagran�ova funkcija sa funkcijom f , onda je

F = f + λ(x+ 2y + 3z − 12), F ′x = y2z3 + λ, F ′y = 2xyz3 + 2λ, F ′z = 3xy2z2 + 3λ.

Iz uslova F ′x = F ′y = sledi y2z3 = xyz3, a zbog x, y, z > 0 to znaqi da je y = x. Sliqni iz uslova
F ′y = Fz sledi da je y = x. Sada iz F ′x = 0 dobijamo stacionarnu taqku A(2, 2, 2).

Dakle, do stacionarne taqke se lako dolazi (kao i u prvom rexeǌu), ali provera dovoǉnih
uslova je znatno du�a nego u prvom rexeǌu. Najpre nalazimo

F ′′x2 = 0, F ′′y2 = 2xz3, F ′′z2 = 6xy2z, F ′′xy = 2yz3, F ′′yz = 6xyz2, F ′′xz = 3y2z2,

a zatim dobijamo da je u taqki A

d2F (A) = 25(dy2 + 3dz2 + 2dxdy + 6dydz + 3dzdx).

Kako je iz datog uslova dx = −(2dy + 3dz), to je

2dxdy + 3dzdx = dx(2dy + 3dz) = −(2dy + 3dz)2 = −4dy2 − 9dz2 − 12dydz,

pa je
d2F (A) = 25(−3dy2 − 6dz2 − 6dydz) = −3 · 25(dz2 + (dy + dz)2) > 0

za dz2 + dz2 6= 0. Prema tome, u taqki A je uslovni lokalni maksimum funkcije f .

Napomena. Pri uslovu x + 2y + 3z = a > 0 funkcija ima uslovni lokalni maksimum u taqki
(a/6, a/6, a/6).

65.
F (x, y, z, λ) = xyz + λ(x2 + y2 + z2 − 3)

F ′x = yz + 2λx, F ′y = xz + 2λy, F ′z = xy + 2λz

Sistem za ST 
yz + 2λx = 0

xz + 2λy = 0

xy + 2λz = 0

x2 + y2 + z2 = 3


xyz + 2λx2 = 0

yxz + 2λy2 = 0

zxy + 2λz2 = 0

x2 + y2 + z2 = 3

Sledi x2 = y2 = z2 = 1 xto daje 8 ST
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Za λ = −1/2 ST: A(1, 1, 1), C(1,−1,−1), D(−1, 1,−1), E(−1,−1, 1)

Za λ = 1/2 ST: B(−1,−1,−1), P (−1, 1, 1), Q(1,−1, 1), R(1, 1,−1)

Dovoǉni uslovi

F ′′x2 = F ′′y2 = F ′′z2 = 2λ, F ′′xy = z, F ′′xz = y, F ′′yz = x

d2F = 2λ(dx2 + dy2 + dz2) + 2zdxdy + 2ydxdz + 2xdydz

U taqki A je dx+ dy + dz = 0, pa je

d2F (A) = −dx2 − dy2 − dz2 + 2dxdy + 2dxdz + 2dydz

= −(dx− dy)2 − dz2 + 2(dx+ dy)dz

= −(dx− dy)2 − dz2 − 2(dx+ dy)2 < 0

Funkcija f u taqki A ima lokalni uslovni maksimum, fmax = f(A) = 1.

U taqki C je dx = dy + dz = 0, pa je

d2F (C) = −dx2 − dy2 − dz2 − 2dxdy − 2dxdz + 2dydz

= −(dx− dy)2 − dz2 − 2(dy + dz)2 < 0

Funkcija f u taqki C ima lokalni uslovni maksimum, fmax = f(A) = 1.

Sliqno va�i i taqkama D i E.

U taqki B je dx+ dy + dz = 0, pa je

d2F (B) = dx2 + dy2 + dz2 − 2dxdy − 2dxdz − 2dydz

= (dx− dy)2 + dz2 + 2(dx+ dy)2 > 0

Funkcija f u taqki B ima lokalni uslovni minimum, fmin = f(B) = −1.

Sliqno va�i i taqkama P , Q i R.

66. Za Lagran�ovu funkciju

F (x, y, z) = sinx sin y sin z + λ
(
x+ y + z − π

2

)
imamo

F ′x = cosx sin y sin z + λ, F ′y = sinx cos y sin z + λ, F ′z = sinx sin y cos z + λ.

Sistem za stacionarne taqke je

cosx sin y sin z + λ = 0

sinx cos y sin z + λ = 0

sinx sin y cos z + λ = 0

x+ y + z =
π

2
.

Iz prve dve jednaqine sledi da je

sin z(− cosx sin y + sinx cos y) = sin z · sin(x− y).

Kako je x, y, z > 0 i x + y + z =
π

2
, to je x = y. Sliqno dobijamo i x = z, pa imamo samo jednu

stacionarnu taqku A
(π

6
,
π

6
,
π

6

)
za koju je λ = −

√
3

8
.

Poxto je
F ′′x2 = F ′′y2 = F ′′z2 = − sinx sin y sin z,

F ′′xy = cosx cos y sin z, F ′′xz = cosx sin y cos z, F ′z = sinx cos y cos z
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i dz = −dx− dy (sledi iz x+ y + z = π/2), to je

d2F (A) = −1

8
(dx2 + dy2 + dz2) +

3

4
(dxdy + dxdz + dydz) = −1

2
(dx2 + dy2 + (dx+ dy)2),

pa funkcija f u taqki A ima uslovni lokalni maksimum, fmax = f(A) =
1

8
.

Drugo rexeǌe. Umesto funkcije f mo�emo razmatrati funkciju g = ln f , jer zbog monotonosti
funkcije ln, funkcije f i g u istim taqkama imaku lokalne ekstremume.

g(x, y, z) = ln sinx+ ln sin y + ln sin z, G = g + λ(x+ y + z − π/2)

G′x = cotx+ λ, G′y = cot y + λ, G′z = cot z + λ

cotx = cot y = cot z, x+ y + z =
π

2
, x = y = z =

π

6

G′′x2 = − 1

sin2 x
, G′′y2 = − 1

sin2 y
, G′′z2 = − 1

sin2 z
, G′′xy = G′′yz = G′′zx = 0

d2G = −
(

1

sin2 x
dx2 +

1

sin2 y
dy2 +

1

sin2 z
dz2

)
< 0

Prema tome, funkcije g i f u taqki A imaju uslovni lokalni maksimum.

67. Za Lagran�ovu funkciju F = f + λ(x+ y + z − π) imamo da je

F ′x = − sinx cos y cos z + λ, F ′y = − sin y cosx cos z + λ, F ′z = − sin z cosx cos y + λ.

Iz uslova F ′x = F ′y sledi jednakost sinx cos y cos z = sin y cosx cos z. Ako je cos z 6= 0, iz ove jednakosti
sledi da je sinx cos y − sin y cosx = 0, odnosno sin(x − y) = 0. Uz uslov x + y + z = π, to znaqi da je
x− y = 0, odnosno y = x.

Sliqno, iz uslova F ′y = F ′z, uz pretpostavku da je cosx 6= 0, zakǉuqujemo da je z = y. Sada iz
datog uslova x+ y + z = π dobijamo stacionarnu taqku A(π/3, π/3, π/3).

Da li je u taqki A lokalni ekstremum funkcije f? Iz jednakosti

F ′′x2 = F ′′y2 = F ′′z2 = − cosx cos y cos z, F ′′xy = sinx sin y cos z, F ′′yz = sin y cosx sin z, F ′′xz = sinx cos y sin z

nalazimo da je

d2F (A) = −1

8
(dx2 + dy2 + dz2) +

3

4
(dxdy + dydz + dzdx).

Kako je iz datog uslova dz = −(dx+ dy), to je dydz + dzdx = −(dx+ dy)2, pa je

d2F (A) = −1

8
dz2 − 1

8
(7dx2 + 7dy2 + 6dxdy) < 0

(jer je kvadratna forma 7dx2 +7dy2 +6dxdy pozitivno definitna). Prema tome, funkcija f u taqki

A ima lokalni maksimum, fmax = f(A) =
3
√

3

8
.

U sluqaju da je cos z = 0 ili cosx = 0, dobijamo stacionarne taqke B(0, π/2, π/2), C(π/2, 0, π/2)
i D(π/2, π, 0). U ovim taqkama vrednost funkcije je jednaka nuli, a za razliqite priraxtaje dx,
dy i dz (takve da je dx + dy + dz = 0) imamo vrednosti funkcije koje su razliqitog znaka. Prema
tome, u taqkama B, C i D nisu lokalni ekstremumi funkcije f .

68. Dati uslovi mogu da se parametrizuju sa y = cos t, z = sin t i x = 2− sin t za t ∈ [0, 2π). Tada je
f(x, y, z) = sin2 t− 4 sin t+ 5. Kako je g′(t) = cos t(2 sin t− 4), to je g′(t) = 0 za t = π/2 i za t = 3π/2, pri
qemu je gmin = g(π/2) = 2 i gmax = g(3π/2) = 8.

Za t = π/2 imamo taqku A(1, 0, 1), a za t = 3π/2 imamo taqku B(3, 0,−1). Prema tome, pri datim
uslovima fmin = f(A) = 2 i fmax = f(B) = 8.

Drugo rexeǌe. F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 + α(x+ z − 2) + β(y2 + z2 − 1)

F ′x = 2x+ α, F ′y = 2y + 2yβ, F ′z = 2z + α+ 2zβ

S.T. A(1, 0, 1) sa α = −2 i β = 0, B(3, 0,−1) sa α = −6 i β = −4

F ′′x2 = 2, F ′′y2 = 2 + 2β, F ′′z2 = 2 + 2β, F ′′xy = F ′′yz = F ′′xz = 0
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d2F (A) = 2dx2 + dy2 + dz2 > 0, d2F (B) = 2dx2 − 6dy2 − 6dz2 = −6dy2 − 4dz2 < 0

Prema tome, u taqki A je uslovni lokalni minimum, a u taqki B je uslovni lokalni maksimum.

Napomena. Uzimaju�i u obzir uslov y2 + z2 = 1, imamo da je f(x, y, z) = x2 + 1. Minimum ove
funkcije se dosti�e za x = 0, ali taqka sa koordinatom x = 0 ne ispuǌava date uslove.

Ako formiramo Lagran�ovu funkciju sa prvim uslovom (drugi smo ve� uzeli u obzir), dobi-
jamo

G = x2 + 1 + λ(x+ z), G′x = 2x+ λ, G′z = λ,G′x = G′z = 0 ⇒ λ = 0, x = 0.

Dakle, opet ne mo�emo dobiti taqku koja ispuǌava date uslove! Zaxto?

Me�utim, ako je H = f + λ1(x+ z − 2) + λ2(y2 + z2 − 1), onda je

H ′x = 2x+ λ1, H ′y = 2λ2y, H ′z = λ1 + 2λ2z,

pa iz uslova H ′x = H ′y = H ′z = 0 i datih uslova dobijamo stacionarne taqke A i B.

69.
F (x, y, z;α, β) = xyz + α(x+ y + z) + β(x2 + y2 + z2 − 1)

F ′x = yz + α+ 2βx, F ′y = xz + α+ 2βy, F ′z = xy + α+ 2βz

Iz F ′x = 0 i F ′y = 0 sledi (y − x)(z − 2β) = 0.

1. y = x

2x+ z = 5, 2x2 + z2 = 1, 2x2 + 4x2 = 1, 6x2 = 1 x =
1√
6
ili x = − 1√

6

Stacionarne taqke: A
(

1√
6
,

1√
6
,− 2√

6

)
, P

(
− 1√

6
,− 1√

6
,

2√
6

)
2. y 6= x, 2β = −z

Iz F ′x = 0 i F ′z = 0 sledi (y − z)(z − x) = 0

Sliqno kao u 1. za x = z dobijamo stacionarne taqke

B

(
1√
6
,− 2√

6
,

1√
6

)
i Q

(
− 1√

6
,

2√
6
,− 1√

6

)
,

a za y = z stacionarne taqke

C

(
− 2√

6
,

1√
6
,

1√
6

)
i R

(
2√
6
,− 1√

6
,− 1√

6

)
.

Dovoǉni uslovi

F ′′x2 = F ′′y2 = F ′′z2 = 2β, F ′′xy = z, F ′′xz = y, F ′′yz = x

d2F = 2β(dx2 + dy2 + dz2) + 2zdxdy + 2ydxdz + 2xdydz

Iz jednakosti x+ y + z = 0 i x2 + y2 + z2 = 1 sledi da je

xdx+ ydy + zdz = 0, dx+ dy + dz = 0

Kako je x = y = 2β i z = −4β u taqkama A i P , to je u tim taqkama dy = −dx i dz = 0.

U taqki A je β =
1

2
√

6
i d2F = 12βdx2 > 0 za dx 6= 0, a u taqki P je β = − 1

2
√

6
i d2F = 12βdx2 < 0

za dx 6= 0.

Sliqno se dobija da je u taqkama B i C isto kao u taqki A, a u taqkama Q i R isto kao u taqki
P .

fmin = f(A) = f(B) = f(C) = − 1

3
√

6
, fmax = f(P ) = f(Q) = f(R) =

1

3
√

6
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70. Za Lagran�ovu funkciju F , gde je

f(x, y, z) = xy + yz + α(x2 + y2 − 2) + β(y + z − 2),

imamo da je
F ′x = y + 2αx, F ′y = x+ z + 2αy + β, F ′z = y = β.

Iz sistema F ′x = 0, F ′y = 0, F ′z = 0, y + z = 2, x2 + y2 = 2 nalazimo samo jednu stacionarnu taqku
A(1, 1, 1), pri qemu je α = −1/2 i β = −1 (iz F ′x = − je α = −y/2x, iz F ′z = 0 je β = −y a iz y + z = 2
je z = 2− y, pa zamenom ovih izraza u F ′y = 0 i korix�ǌem uslova x2 + y2 = 2, dobijamo jednakost
(1− y)(1 + y + x) = 0 iz koje sledi da je x = 1).

Sada treba proveriti da li je u taqki A lokalni ekstremum funkcije F . Nala�eǌem parci-
jalnih izvoda drugog reda u taqki A dobijamo da je

d2F (A) = −dx2 − dy2 + 2dxdy + 2dydz,

a iz datih uslova imamo da u taqki A va�i dy + dz = 0 i dx + dy = 0. Uzimaǌem u obzir da je
dy = −dx = −dz, dobijamo da je

d2F (A) = −dx2 − 3dy2 − 2dz2 = −6dx2 < 0

za dx 6= 0. Prema tome, funkcija F u taqki A ima lokalni maksimum, xto znaqi da i funkcija f u
taqki A ima uslovni lokalni maksimum pri datim uslovima.

71.
F (x, y, z′α, β) = xyz + α(x+ y + z − 5) + β(xy + yz + zx− 8)

F ′x = yz + α+ β(y + z), F ′y = xz + α+ β(z + x), F ′z = xy + α+ β(x+ y)

Iz F ′x = 0 i F ′y = 0 sledi (y − x)(z + β) = 0.

1. y = x

2x+ z = 5, x2 + 2xz = 8, 3x2 − 10x+ 8 = 0, x = 2 ili x = 4/3

Stacionarne taqke: A(2, 2, 1), B(4/3, 4/3, 7/3)

2. y 6= x, β = −z

Iz F ′x = 0 i F ′z = 0 sledi (y − z)(z − x) = 0

Sliqno kao u 1. za x = z dobijamo stacionarne taqke C(2, 1, 2) i D(4/3, 7/3, 4/3), a za y = z
stacionarne taqke G(1, 2, 2) i H(7/3, 4/3, 4/3).

Dovoǉni uslovi

F ′′x2 = F ′′y2 = F ′′z2 = 0, F ′′xy = z + β, F ′′xz = y + β, F ′′yz = x+ β

U taqki A je β = −2, a iz jednakosti x+ y + z = 5 i xy + yz + zx = 8 sledi da je dy = −dx i dz = 0,
pa je d2F (A) = 2F ′′xydxdy = 2dx2 > 0 za dx 6= 0.

Sliqno se dobija

d2F (C) = d2F (G) = 2dx2, d2F (B) = d2F (D) = d2F (H) = −2dx2 < 0

fmin = f(A) = f(C) = f(G) = 4, fmax = f(B) = f(D) = f(H) =
112

27

Napomena. Pri datim uslovima x, y i z su nule polinoma t3 − 5t2 + 8t − f (Vietova pravila).
Jednaqina g(t) = f , gde je g(t) = t3 − 5t2 + 8t, ima tri rexeǌa ako i samo ako je gmin ≤ f ≤ gmax.
Kako je g′(t) = 3t2 − 10t+ 8 = 3(t− 2)(t− 4/3), to je

gmin = g(2) = 4, gmax = g(4/3) =
112

27
.

Prema tome, 4 ≤ f ≤ 112/27, pa je pri datim uslovima fmin = 4 i fmax = 112/27.

72. Iz uslova sledi da je x + y + z = z2 − y2, pa je f = x2 − y2, a za ovu funkciju taqka (0, 0) je
sedlasta taqka.
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74. Neka je (x, y, z) taqka ravni 3x− 2z = 0 i neka je f(x, y, z) zbir kvadrata rastojaǌa te taqke od
datih dveju taqaka. Tada je

f(x, y, z) = (x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 + (x− 2)2 + (y − 3)2 + (z − 4)2,

a tra�ena taqka M je taqka u kojoj funkcija f ima najmaǌu vrednost pri uslovu 3x− 2z = 0.

F = f + λ(3x− 2z), F ′x = 2(x− 1) + 2(x− 2) + 3λ = 4x− 6 + 3λ, F ′y = 4y − 8, F ′z = 4z − 10− 2λ

Iz sistema F ′x = F ′y = F ′z = 3x− 2z = 0 dobijamo stacionarnu taqku M(21/13, 2, 63/26).

U taqki M funkcija F (a time i funkcija f pri uslovu 3x− 2z = 0) ima lokalni minimum jer
je

F ′′x2 = F ′′y2 = F ′′z2 = 4, F ′′xy = F ′′yz = F ′′xz = 0, d2F = 4(dx2 + dy2 + dz2).

Kako je funkcija F diferencijabilna u R3 i nema drugih stacionarnih taqaka, u taqki M je i
apsolutni minimum funkcije f pri uslovu 3x− 2z = 0.

Napomena. Iz geometrijskog znaqeǌa funkcije f jasno je da je u taqki M minimum (a ne mak-
simum) funkcije f .

76. Ako su x, y i z tra�eni sabirci, treba odrediti najmaǌu vrednost funkcije f(x, y, z) 7→
x2 + y2 + z2 pri uslovu x+ y + z = a > 0.

F = f + λ(x+ y + z − a), F ′x = 2x+ λ, F ′y = 2y + λ, F ′z = 2z + λ

Za S.T. F ′x = F ′y = 0⇒ x = y = z, x+ y + z = a⇒ x =
a

3
Jedina stacionarna taqka je A(a/3, a/3, a/3). Kako je

F ′′x2 = F ′′y2 = F ′′z2 = 2, F ′′xy = F ′′yz = F ′′xz = 0, d2F = 2(dx2 + dy2 + dz2) > 0,

funkcija f u taqki A ima lokalni minimum. Pored toga, funkcija F je diferencijabilna u R2,
a nema drugih stacionarnih taqaka. To znaqi da je u taqki A zapravo i globalni (apsolutni)
minimum.

Prema tome, tra�eni sabirci su me�usobno jednaki.

78. Ako su x, y i z tra�eni qinioci, onda treba odrediti minimum funkcije f : (x, y, z) 7→ 1

x
+

1

y
+

1

z
pri uslovu xyz = a > 0.

F = f + λxyz, F ′x = − 1

x2
+ λyz, F ′y = − 1

y2
+ λxy, F ′y = − 1

z2
+ λxy

F ′x = F ′y = F ′z = 0⇒ λ
1

x
=

1

y
=

1

z
= λxyz, xyz = a⇒ x = 3

√
a

Jedina stacionarna taqka funkcije F je taqka A( 3
√
a, 3
√
a, 3
√
a). Da li je u taqki A i najmaǌa vred-

nost funkcije f pri uslovu xyz = a? Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske
sredine, imamo da je

1

x
+

1

y
+

1

z
≥ 3 3

√
1

x
· 1

y
· 1

z
= 3 3

√
1

xyz
=

3
3
√
a
.

Kako je f(A) =
1
3
√
a

+
1
3
√
a

+
1
3
√
a

=
3
3
√
a
, to je u taqki A zaista najmaǌa vrednost funkcije f pri

uslovu xyz = a.

Prema tome, tra�eni faktori su me�usobno jednaki.

Napomena. Na osnovu znaka za d2F (A) mo�emo utvrditi da je u taqki A loklani uslovni mini-
mum. Najpre imamo da je

F ′′x2 =
2

x3
, F ′′y2 =

2

y3
, F ′′z2 =

2

z3
, F ′′xy = λx, F ′′yz = λx, F ′′xz = λy, λx = λy = λz =

1

x3
=

1

a
,

pa je

d2F (A) =
2

a

(
dx2 + dy2 + dz2 + dxdy + dydz + dzdx

)
.

Me�utim, iz uslova xyz = a imamo da u taqki A va�i dxdy + dydz + dzdx = 0, xto znaqi da je

d2F (A) =
2

a
(dx2 + dy2 + dz2) > 0.

Prema tome, funkcija f u taqki A ima lokalni uslovni minimum. Kako je funkcija F difer-
encijabilna u svim taqkama za koje je xyz 6= 0 i nema drugih stacionarnih taqaka, sledi da je u
taqki A i apsolutni minimum funkcije f pri uslovu xyz = a.
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6.5 Najmaǌa i najve�a vrednost funkcije dve promenǉive

80. Funkcija f nema stacionarnih taqaka. Na granici oblasti D imamo uslovni ekstremum pri
uslovu x2 + y2 = 1. Ako je F = f + λ(x2 + y2 − 1) tada je F ′x = 1 + 2λx i F ′y = 1 + 2λy. Iz uslova
F ′x = F ′y sledi da je y = x, a onda iz uslova x2 + y2 = 1 sledi da je x2 = 1/2, odnosno x = ±1/

√
2. To

znaqi da funkcija F ima stacionarne taqke A(1/
√

2, 1/
√

2) i B(−1/
√

2,−1/
√

2).

Kako imamo samo dve potencijalne taqke ekstremuma, u jednoj od ǌih funkcija f ima na oblasti
D maksimum, a u drugoj minimum,

max
D

f = f(A) =
√

2, min
D

f = f(B) = −
√

2.

81. Lokalni ekstremumi u unutraxǌosti oblasti D

f ′x = 2x, f ′y = −2y, S.T. A(0, 0)

Na granici oblasti

F = f + λ(x2 + y2 − 2), F ′x = 2x+ 2λx, F ′y = −2y + 2λy

Iz sistema
x+ λx = 0, −y + λy = 0, x2 + y2 = 4

odnosno
x(1 + λ) = 0, y(λ− 1) = 0, x2 + y2 = 4

dobijamo

1. x = 0, λ = 1, y2 = 4, y = ±2, S.T. B(0, 2) , C(0,−2)

2. 1 + λ = 0, y = 0, x2 = 4, x = ±2, S.T. D(2, 0) , E(−2, 0)

Vrednosti funkcije u izdvojenim taqkama

X A B C D E

f(X) 0 −4 −4 4 4

max
D

f = f(D) = f(E) = 4, min
D

f = f(B) = f(C) = −4

82. Oblast D je kvadrat s temenima M(0,−1), N(1, 0), P (0, 1) i Q(−1, 0). Stacionarna taqka
A(1/8,−1/8) funkcije f pripada oblasti D.

Na du�i PQ je f(x, x+1) = (x+1)2+2x(x+1)−3x2+x = 5x+1, a na du�iMN je f(x, x−1) = −3x+1,
pa u unutraxǌim taqkama ovih du�i funkcija nema ekstremuma.

Na du�i NP je f(x, 1−x) = −4x2 +x+1 = ϕ(x), a na du�i MQ je f(x,−1−x) = −4x2 +x+1 = ψ(x).
Funkcija ϕ na du�i NP ima stacionarnu taqku x = 1/8 kojoj odgovara taqka B(1/8, 7/8) na toj du�i,
a funkcija ψ na du�i MQ nema stacionarnu taqku.

Prema tome, mogu�e taqke ekstremuma na oblasti D su: M , N , P , Q, A i B. Vrednosti funkcije
f u ovim taqkama su date u tabeli.

X A B M N P Q

f(X) 1/16 17/16 1 −2 1 −4

max
D

f = f(B) =
17

16
, min

D
f = f(Q) = −4

83. Funkcija f nema stacionarnih taqaka. Granicu oblasti D qine stranice paralelograma qija
su temena taqke A(0, 0), B(0, 1), C(1, 0) i D(1,−1).

Na stranici AB je f(x, y) = f(0, y) = −2y, na stranici BC je f(x, y) = f(x,−x + 1) = 3x − 5, na
stranici CD je f(x, y) = f(1, y) = −2y − 2, a na stranici DA je f(x, y) = f(x,−x) = 3x− 3. Kako su
na svim stranicama linearne funkcije jedne promenǉive (promenǉive x), te funkcije ekstremne
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vrednosti dosti�u u krajevima stranica. Prema tome, jedini kandidati za taqke ekstremuma
funkcije f na oblasti D su taqke A, B, C i D.

Kako je f(A) = −3, f(B) = −5, f(C) = −2 i f(D) = 0, to je

min
D

f = f(B) = −5, max
D

f = f(D) = 0.

84. Granica oblasti

|y − 1| =

{
y − 1, y ≥ 1

1− y, y < 1

Za y ≥ 1 imamo x− 4 ≤ −(y − 1), y ≤ −x+ 5, a za y < 1 imamo x− 4 ≤ −(1− y), y ≥ x− 3

Granica je odre�ena pravama p1 : y = −x+ 5, p2 : y = x− 3 i p3 : x = 0

Iz −x+ 5 = x− 3 sledi x = 4, zajedniqka taqka pravih p1 i p2 je (4, 1)

LE u oblasti

f ′x = 2x− 4, f ′y = 2y, S.T. A(2, 0)

Na granici p3

f(0, y) = y2, S.T. B(0, 0)

Na granici p2

f(x, x− 3) = x2 + (x− 3)2 − 4x

= 2x2 − 10x+ 9

= g(x)

g′(x) = 4x− 10, S.T. C(5/2,−1/2)

Na granici p1

f(x,−x+ 5) = x2 + (−x+ 5)2 − 4x

= 2x2 − 14x+ 25

= h(x)

h′(x) = 4x− 14, S.T. D(7/2, 3/2)

Zajedniqke taqke na granici

E(0,−3) F (0, 5) G(4, 1)

Vrednosti funkcije u izdvojenim taqkama

X A B C D E F G

f(X) −4 0 −7/2 1/2 9 25 1

max
D

f = f(F ) = 25, min
D

f = f(A) = −4

87. Oblast D je trougao s temenima A(−4,−4), B(−2,−4) i C(−2,−2), a granicu ove oblasti qine
du�i

d1 = {(x,−4) : −4 ≤ x ≤ −2}, d2 = {(−2, y) : −4 ≤ y ≤ −2}, d3 = {(x, x) : −4 ≤ x ≤ −2}.

Funkcija nema stacionarnih taqaka, tako da treba testirati samo taqke granice oblasti D.
Na d1 je f(x,−4) = ln(−4x), na d2 je f(−2, y) = ln(−2y), a na d3 je f(x, x) = lnx2 = 2 ln |x|. U sva tri

sluqaja imamo monotone funkcije jedne promenǉive, xto znaqi da one svoje ekstremne vrednosti
dosti�u u krajevima intervala (du�i d1, d2 i d3). Prema tome, dovoǉno je uporediti vrednosti
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funkcije f u taqkama A, B i C. Kako je f(A) = ln 16 = 4 ln 2, f(B) = ln 8 = 3 ln 2 i f(C) = ln 4 = 2 ln 2,
to je

min
D

f = f(C) = 2 ln 2, max
D

f = f(A) = 4 ln 2.

88. Granicu oblasti D qine du� d1 = {(x, 1) : x ∈ [1, e]}, du� d2 = {(e, y) : y ∈]1, e2]} i linija
l = {(x, x2), : x ∈ [1, e]} odre�ena funkcijom x 7→ x2.

Taqka (1, 0) je jedina stacionarna taqka date funkcije, ali ona ne pripada oblasti D.
Na krivoj l je

f(x, y) = f(x, x2) = x4 lnx = ϕ(x), ϕ′(x) = x3(1 + 4 lnx) ≥ 0 za x ∈ [1, e].

Kako je ϕ rastu�a funkcija, to je

ϕmin = ϕ(1) = 0 = f(1, 1), ϕmax = ϕ(e) = e4 = f(e, e2).

Dakle, taqke A(1, 1) i B(e, e2) su u konkurenciji za ekstremne vrednosti funkcije f na oblasti D.
Sliqno je na du�i d1,

f(x, y) = f(x, 1) = x2 lnx = ψ(x), ψ′(x) = x(1 + 2 lnx) > 0 za x ∈ [1, e],

pa je
ψmin = ψ(1) = 0 = f(1, 1), ψmax = ϕ(e) = e2 = f(e, 1).

Poxto je u taqki (e, 1) vrednost funkcije f maǌa nego u B i ve�a nego u A, ostaju i daǉe taqke A
i B kao kandidati za taqke u kojima funkcija f dosti�e najmaǌu i najve�u vrednost.

Na du�i d2 je f(x, y) = f(e, y) = e2y, xto je rastu�a linearna funkcija koja najve�u i najmaǌu
vrednost dosti�e na krajevima intervala. Za y = 1 ponovo imamo taqku (e, 1), a za y = e ponovo
imamo taqku (e, e2).

Prema tome, nema maǌih vrednosti nego xto je u taqki A i nema ve�ih nego xto je u taqki B.
Drugim reqima,

min
D

f = f(A) = 0, max
D

f = f(B) = e4.

6.6 Najmaǌa i najve�a vrednost funkcije tri promenǉive

90. Funkcija nema stacionarnih taqaka, xto znaqi da se ekstremne vrednosti dosti�u na granici
date oblasti. Granica se sastoji od kruga 0 ≤ x2 + y2 ≤ 1, z = 1 i dela cilindriqne povrxi
z = x2 + y2 za 0 < z < 1.

Na krugu je f = x+ y+ 1, a mogu�e taqke ekstremuma su opet na granici tog kruga, odnosno pri
uslovu x2 + y2 = 1. Za F = f + λ(x2 + y2 − 1) imamo da je F ′x = 1 + 2λx i F ′y = 1 + 2λy.

S.T. su A

(
−
√

2

2
,−
√

2

2
, 1

)
, B

(√
2

2
,

√
2

2
, 1

)
, C

(
−
√

2

2
,

√
2

2
, 1

)
, D

(√
2

2
,−
√

2

2
, 1

)
Na delu cilindriqne povrxi je f = x+ y+ x2 + y2 za 0 ≤ x2 + y2 < 1. Ovde funkcija f ima samo

jednu stacionarnu taqku E

(
−1

2
,−1

2
,

1

2

)
.

Vrednosti funkcije f u na�enim taqkama su f(A) = 1 −
√

2, f(B) = 1 +
√

2, f(C) = f(D) = 1 i
f(E) = −1/2.

Prema tome, max f = f(B) = 1 +
√

2, min f = f(E) = −1/2

92. f ′x = 0, f ′y = 4y, f ′z = 6z

Stacionarna taqka A(0, 0, 0) funkcije fpripada oblasti D.
Granicu oblasti D qini sfera x2+y2+z2 = 100 i na ǌoj mogu biti uslovni ekstremumi funkcije

f pri uslovu ϕ = 0, gde je ϕ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 100. Za Lagran�ovu funkciju F = f + λϕ je

F ′x = 2x− 2λx, F ′y = 4y − 2λy, F ′z = 6z − 2λz.

Iz uslova F ′x = F ′y = F ′z = 0 dobijamo tri stacionarne taqke: B(10, 0, 0), C(0, 10, 0) i D(0, 0, 10).

Kako je f(A) = 0, f(B) = 100, f(C) = 200 i f(D) = 300, to je

min
D

f = 0, max
D

f = f(D) = 300.
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