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MATEMATUERA 2

IIpsu kosokBujym (25.3.1995) - I'pyna 1

22y — a1’
1. Jata je pymsnuja f(z,y) ={ a2 +y2 (z,y) # (0,0)
07 ($7 y) = (Oa O)

a) Vicnuratu menperknmuoct Gymrmuje f y taurm (0,0).

2 2
b) Wcnuratu ersucrennujy 88?8];/(0’0) u %(0,0).

ny ny

2 +9y2 22+ y2

Pewetse: a) Tomro je f(z,y) = 3a (z,y) # (0,0), ciemm na je

|z%y] |zy?
IZTZ + y2 :172 + y2

[f(z,y)| < < Jyl +[z[ = 0 ((z,y) — (0,0)),

mro 3Haun na je f wemperumna y (0,0).

b) Ha ocuoBy nedununuje ussona je

97 (0,0) = tim L&D =TSO0 _ 4, 0,
ox z—0 x z—0 2
97 0,0y = 1im L0V =FO0 0
8:’/ y—0 y y—0 y

a 3a (z,y) # (0,0) je

af 237:1/3 + x2y2 _ y4
_(Ivy) = 2 212
Ox (22 + y?)
g(x )= zt — 22y? — 223y
oy Y T T @

Mebhyrum,

= —00

9 f . f2(0,y) — f7(0,0) . -1
6m8y(0’0)_7}% ) _?}12%7



IIa MEIIOBUTU napumjanHM N3BOON HE HOCTOje.

2. Oapeautu nokanue ekcrpemyme ¢yuknmje f(r,y,2) = — + — + 2z +
€ Y

Pewewe: ITudpepennupameM gare GyHKOUje MO T, Y U 2 HOOUjaMO

2 2x x2 Y y?
! ! !
fo=—7%+—, fy——E‘f'*Z, fz_l_rzg‘

Us cucrema f,(v,y,2) =0, f,(z,y,2) =0, fl(z,y,2) =0 u z,y,2 # 0 nobujamo nBe crarmonapue
rauke: A(1,1,1/2) u B(—1,—1,—1/2). Homro je

4 2 222 1 y?
no_ “ no_ er L no_ J
f127$3+y’ fy2 yg +227 fz2 2237
2x Y
"o "o "o
fmy*7y727 fzzfoa fyzifﬁv
nodbujamo ma je

6 -2 0 —6 2 0
A(A)=| -2 3 =2 , A(B) = 2 =3 2
0 -2 4 0 2 -4

Ha ocuoBy Cunsecteposor kputepujyma cema na je fmin = f(A) =4 u fmax = f(D) = —4.

3. Oxpemntn Hajmamy u Hajsehy Bpemmoct ¢pymrmmje f(x,y) = 22 + y? ma obractn

2
Y
= <1;.
o<l

@‘HM

p={(wn -
Pewete: JlarpaHxoBa ¢yHkyuja

2 2
L(m,y;)\):xQ—i—yQ—f—)\(g—i—Z—l)

vMa yetupu cranuonapue tauke: A(3,0), B(—3,0), C(0,2) u D(0,—2), a y yHyTpaII®HOCTU AaTE
obmnacru je cranmonapua tauka E(0,0). Ynopebusamem Bpennoctu Gpyuknuje f y oBUM TauykaMa
HAJIA3MMO 1A je

max f = f(4) = [(B) =9, minf = () =0.

Ilparas Hopuh



MATEMATUERA 2

IIpsu kosokBujym (25.3.1995) - I'pyna 2

Y _sin— Y (2,y) #(0,0)
1. Ilata je dpymrmmja f(z,y) = { V2% +y? x? +y?’ 7 ’
0, (z,y) = (0,0)

a) Vlcnmratu menperknmuoct Gpyurmuje f y taurm (0,0).

b) Vcimratu mupepentmjabunnoct pyurmuje f rauknm (0,0).

Pewete: a) Ha ocroBy HejemmakocTu

|| ||y
|f(z,y)] < = y|

<
Tty T Va?

3aK/bydyjeMo Ja je ( %irn(0 O)f(:r,y) = f(0,0) = 0, mTo 3mauu na je pyHKRUUja [ HempekumHa Y
x,y)—(0,
(0,0).

b) Ha ocuoBy nedununuje maprujajnor usBoia je

7 (0,0) = i L&D SO0 _ 5 0
ox z—0 x z—0 T
97 (0,0 = tim LQW =FO0 ) 0
a Ha OCHOBY ne(QUWHUNUje IpUpamTaja
AxAy ) AxAy
A 070 = A 7A — 0’0 = .

IMomro cy nmapuujanau ussomu y tauku (0,0) jennaku wynu, pysrnuja je y (0,0) aupepenuu)ja-
OumiHA aKo je

Af(0,0) =0 (V(BaP+(ByP), xan (Az,Ay) = (0,0).
MebyTtum, 3a Ay = Ax

A
(Ax;;(?},-o()Ay)Q — %sin %, (Az, Ay) — (0,0)

na ¢ynrnuja f Huje mudepenmmjadbuana y taukn (0,0).



2 2 2
2. Oxpemuru TokanHe ekcrpemyme ¢pymrmuje f(x,y, z) = 222 + Y 4422
T Y
Pewere: IlomTo je
of y? of 2y 222 af 4z

dyurmmja f mma camo jemmy cranmonapuy Ttauky M (1/4,1/4,1/4). Hanaskemem napuujasaux
n3BOIA APYTOT pela,

Pi_ LW P P Pf_1,47 Pf 1 0 4
0x2 3’ 9xdy  x2’ 0x0z O Oyr x  y3 Oydz  y2’ 022 vy’
y Ttaukun M nobujamo
12 -8 0
AM)=| -8 24 —16

0 -16 16
TTomTo je A; >0, Ay >0, Ag > 0, Ha ocuoBy Cunsecreposor kputepujyma ciemu na ¢pyuruuja [y

raukn M uma MuHUMYM KOju m3Hocu —1/8.

1 1 1
3. Oapenutu nokanse ekcrpemyme ¢pyuruuje f(x,y,z) = — + — + —, IpU yCIOBY
T Yy =z

1 1 1 3
x2 2 22 4

Peweme: 3a JlarpamkoBy ¢yHKIUIje

1 1 1 1 1 1 3
L(m,y,z;)\)zx+y+z+)\<x2+y2+22—4>

nMaMo

8L 12X 9L 1 2x 9L 1 2\

dxr a2 23 dy  y? Y3 9z 22 23
U3 cucrema OL/Ox = 0, OL/0y = 0, OL/0z = 0, 1/2* + 1/y?> + 1/2% = 3/4 nobumjamo mBe
crammonapue tauke M (2,2,2) mw Ma(—2,—2,—2). Ilomro je

0?L 26X 0°L 2 6\ 0°L 26X

%(m,yw) = 54_?7 TyQ(xaywz) = E""yj» ﬁ(m,y,z) = ?4—?

0’L 0’L 0’L
Way(xayaz) = m(%yaz) = m(xvyvz) =0,
nodujaMo na je
1 1
d’L(M;) = —g(dﬁ +dy* +dz?) <0, d*L(Msy) = g(daz2 +dy* +dz?) > 0,

na je fmax = f(Ml) = 3/2 4 frmin = f(MQ) = 73/2

Hparan Hopuh



MATEMATUERA 2

IIpsBu kosokBujym (25.3.1995) - I'pyna 3

1. ®yurmuje [ : (z,y) —uu g: (r,y) — v gepUAUCAHE CYy CUCTEMOM jeTHAUNHA:

u? +uww = In(zy)
V4w = x2+y2.
0 7]
Wspauynarm a—i(l,l) u a—z(l,l) axo je g(1,1) = /2.
Pewete: Ilomro je g(1,1) = /2, us maTor cucrema jemmaumsa ciaemu xa je f(1,1) = 0.

Hanaskemem mapnujaiaanx m3BOJA MO T JIEBUX MW AECHUX CTpPaHA MNATUX jeAHAUYNHA OO0OUjaMo
cucTeM

(Gut o) fioy) +ug(wy) = o
vfo(z,y) + (20 + d2)gy (z,y) = 22
Y raurm (1,1) cucrem mocraje
V2fi(1,1) =1
V2fi(1,1) +2V2¢,(1,1) = 2

maje f1(1,1) = 1/vZ 1 g4(1,1) = 1/2V2.

Ha cauvyan mauywH, HanakemeM TaplyjaJTHAX W3BOJA MO Y, HOoOUjaMo na je

LD =1/V2, g (L1)=1/2v2

2. Onpemntu nokanne ekctpeMyMe GyHkuuje f : (z,y) — 2z 3a7aTe UMIUIMIUTHO jeXHaKomNy
(x —1)% + 9> +6y% +22% + 222 — 8 = 0.

Pewewe: IudepeHmmpameM deBe CTpaHe AaTe je IHAKOCTH, IO IPETIOCTABKOM Ja je 22+x #
0, mobujamo na je

gy = 2T %=1 (aoy) = 212
U3 ycaosa z = —z+1, y(y+4) = 0 u nare jemmakoctu nobujamo nse crammonapue tauke A(5,0)
u B(—1,0). ITomro je
1 3y +6
1 1 1
= — = — = 0
fw2($7y) 22+"E, fy2(xay) 2Z+IE7 fwy(x7y) )
modujamo ma je f5(A) =1/3, f2(A) =2, f,2(B) = —1/3, f2(B) = =2, ma je fuin = f(4) = —4

Hfmax:f(B):2'

3. OxpenuTn nokamHe ekcTpeMmyMe ¢pyuEkmmje f(x,y,z) = 2 4+ 4> + 2° npu ycaosy

2

‘ 8
N}

2

Yy z

A
sttt

[=p}

Pewere: 3a JlarpamkoBy (GyHKIUI]Y

L(z,y,z\) =2 +9y° + 2>+ A x—g—&—yj—i—zj—l
T 6 9 4



je
A 2\ A
L;:2x—|—§m, L;:2y+§y, L’Z:2z+§z.

N3 cucrema

(1—1—116)\):10:0, (1—1—;)\)3/:0, (1+iA)z: , %4—%24-%2:1
noOujaMo MEeCT CTAIMOHAPHUX TavaKa:
A(4,0,0), B(—4,0,0), C(0,3,0), D(0,-3,0), £(0,0,2), F(0,0,—2).
ITomTo Cy MEmOBMTH MAPIVjaJH U3BOAM APYTOr Dela jeHAKU HYJH, a
LUy(4) = La(B) =0, Lla(A) = La(B) <0, L'a(A) = L'a(B) <0,
to je d*L(A) = d*L(B) < 0 na je fmax = f(A) = f(B) = 16. Ha cawuan maumsa nobujaMo na je
d’L(E) = d*L(F) > 0 ma je fuin = f(E) = f(F) = 4. MebyTu, 3a dr = 0 u dz # 0 nobujamo na

je ?L(C) = d?L(D) <0, a 3a dz =0 u dz # 0 nobujamo na je d*L(C) = d*L(D) > 0, mTo 3xaunm
na y taukama C u D ¢yurnuja f mema ekcTpeMyM.

Iparan bHBopuh



MATEMATUERA 2

IIpsu kosoksujym (30.3.1996) - I'pyna 1

1. Ilara je pyHEIUja

flx,y) = z% (z,y) # (0,0)
0, (‘T7y) = (070)

a) Ucnuraru venpexknpaocr pyarnuje f y raukum (0,0).
b) Ucnuratu mudepenmujadbunuoct pyurmuje [ y rauru (0,0).

Peweme: a) Ha ocHOBY HejemmakocTu

|2? — 32|

|f(z,y)] < $2—+y2

2] < |z

ciaeny ma je lim

(@) (0 O)f(l'vy) = f(0,0) = 0, mro 3Haun ga je f memperuamna y (0,0).
w’y il b

S

REID

950200055
0“%’%0"’0

"0‘:00%‘

OXRSRANXHASS

SOHBIIIA
%

b) Ha ocuoBy anedununuje ussomna je

9 (0,0) = tim L&V SO0 _ @y
ox z—0 x =0 T
97 (0,0) = 1im LOW =JO0 0
oy y—0 Y y—0y

a Ha OCHOBY ne(UWHUNUje IpUpamTaja

AFO.0) = f(8n,89) — 10.0) = LR as

dyurmuja je y (0,0) mudpepennujabunna ako je

Af(0,0):AaH—o( (Ax)2+(Ay>2), kan  (Az, Ay) — (0,0).



Mebyrum, kako 3a Ay = Ax

(Ax)?+(Ay)?  ((Ar)* + (Ay)?)v/ (Ax)? + (Ay)?

Af(0,0) = Az 2Az(Ay)? f-v2/2, z>0
V2/2, <0’

To pymknuja f Huje mupepennujadbuana y tauku (0,0).
2. ®yuruuja f: (z,y) — z 3amaTa je UMILIMOUTHO jeaHAKOMNYy
522 + 5y? 4+ 52% — 2oy — 222 —2yz —32—0, 2z > 0.

Onpenuru Tejmopos nmonmuuoM Apyror crenena 3a Qyukmujy [y taukm M(1,—1).

Pewewe: IlapnmjamauM audepeHIUpPameM gare jeHAKOCTH JO0UjaMo jeqHAKOCTH

0z 0z 0z
10 10z — —2y—2z—2x- — — 2y - =0
v 10 or VT T ey T s ’
0z 0z 0z
10y + 10z — —2x —2x - — — 22 — 2y - =0
y + 10z oy €T T oy z Yy oy
U3 KOjUx ciieau
of y+z-"5x of _x+z-5y
or bz—xz—y’ oy bz—x—y

N3 oBUxX jemHakocTu HAJA3UMO Oa je

2f (%—5)(52’—@“—@—(5%— )(y+z—5x)

9z2 bz —x —y)? ’

o°f <1+g—£> (5zf:v—y)—(5%£— )(y+z—5x)

oxdy (5z —x —y)? ’
of of
2 Cr—y)— (52 1 _
32f_(6y 5)(52 r—y) <58y )(y—i—z 5x)
oy e ’
na je
d*f(1,-1) = —% (11d2® — 10dzdy + 11dy?) .
N3 nate jemmakoctym 3a © = 1 m y = —1 nobuwjamo na je z? = 4, mro 3maunm nxa je f(M) = 2.
2 4
Kaxo je %(M) =-pu g—;(M) =, TO je

2 4 2 4
df(M) = —zde+ zdy = —(z = 1)+ o (y + 1).

Ilakne, y okonunu tauke M je f(x,y) =~ To(z,y) rme je

Twy) = 2-2(e—1)+3+1) -
—% (1(z—1)* =15z — 1) (y + 1) + 11(y + 1)*) .

3. Onpemutu JTokamHe ekcTpemyMe GymEEmHAje f : (2,y,2) — o +y+ 2 npu ycaoBy 2 +yz = 5.

Peweme: 3a JlarpamkxoBy (yHKIU]Y

L(z,y,2z;0) =z +y+ 2 + AN2® + yz — 5)



nMaMo 1a je

oL oL oL
o7 + 2z, oy + Az, EP + Ay

N3 cucrema 1 +2 =0, 1+X2=0, 1+ y =0, 22 +yz =5 nobujaMo IBe CTANMOHAPHE TAUKE:
Mi(—-1,-2,-2) 3a A =1/2 mw M5(1,2,2) 3a A = —1/2. Tlomrto je

0%L 0*L
w(xvyaz) = 2Aa %(x7yaz) = Ay

0%L 0L O%L 0%L
aiyz(l“,yﬂ) = @(%%2) = m(x,y,@ = @(%yvz) =0

2zdx + zdy +ydz =0 (cremn m3 22 + yz = 5),

nodbujamo ma je
d’L(M,) = da® + dydz = dz® + dy(—dz — dy) = d2* — dy? — dxdy,

d*L(My) = —da?® — dydz = —da?® + dy(dz + dy) = —dz® + dy? + dzdy,

ma mata ¢pyHrnuja y tadkama M; n Ms HeMa JOKaIHE €KCTpeMyMe.

Iparan Hopuh



MATEMATUERA 2

IIpsu kosoksujym (30.3.1996) - I'pyna 2

1. Oyurmuja f: (x,y) — 2 je nepuAUCcana UMIUIUOUATHO jeaHakomhy F <

x y)—O,FﬂejeF
z

)

madepennujabumua na R*. Hokasaru aa je xf,(x,y) +yf,(x,y) = f(z,y).

Pewetse: Tlomro je F mudepenuujadunsa, to je dF =0, ognocuo F.du+ F)dv=0. U3

dr — xd dy — yd

dF = F;y;v Qacy_’_Fézy 2yz
Yy z

22 F! z 22z F!

y* F x+(y y? Fé)

nobujamo ma je

2 / 2 /

, , Tz v xz® F,

:sz‘f‘yfy—? I yT.F,j_z_f(m’y)'

Apyru HaumH. [laprujanauM qudepeHnupameM je THAKOCTI

nobujamo ma je

Fyoup +Fp-v, =0, Fo-uy+Fp-v, =0
rie je u = x/y mw v = y/z. Karo je uy, = 1/y, u, = —x/y?, vl = —yx! /2® n v, =1/z— yz;/z2,
ciaenu na je
, 22 F ,  z x2* F!
== =2, 2 =— = — - —
Yoyt F) vooyd Yy F)
Tpehu Hauun. Kako je F(x/y,y/z) = G(x,y,z) =0, 1o je
PR R RO
’ G Flul+F v, Fly*

Camrano je u 2,

Neylen

2. Oapeantu nokasnHe ekcrpemyme ¢yurmmje f: (z,y) — zIn(x? + 3?).

Pewere: Kako je

filz,y) =In(2® +y%) +

$2+y2’




o ¢y A(0,1), B(0,—1), C(1/e,0) m D(—1/e,0) cranmonapHe Tauke.

[lomro je f(A) = f(B) =0, a f(z,1) = f(z,—1) >03a 2 >0mu f(z,1) = f(z,-1) <0 3a
z <0, oy Au B mema ekcrpemymMa.

Nz fio(x,0) =2/, f5(2,0) =2/zu f,(2,0) =0 nobujamo na je

& f(C) = 2e(dz” + dy?), d*f(D) = —2(dz” + dy?),
na je fmin = f(C) = —=2/e u fumax = f(D) =2/e.
3. Ompeantu HajMamy u Hajsehy Bpemsoct ¢pymrmuje f : (z,y) — 22° + 422 + y? — 22y Ha
obnactu D = {(m,y) s -1<y< —372}.

Pewere: U3 fi(z,y) =0 u f,(v,y) =0 cremu y = z u x(r + 1) = 0 mTo maje mBe KpuTHUHE

raure: A(0,0) mw B(—1,—1). U3 ¢(z) = f(x,—1) modujamo na je ¢'(z) =03a = —1/3 wm z =
—1, ma mmamo jom mse kputmune tauke: C(—1/3,—1) u D(1,—1). Camuno, u3 ¢(x) = f(z, —2?)
mo6ujamo ma je ¢'(z) =0 3a x € {—2,—1,0}, mTo He maje HoBe KpuTHUUHe Tauke. Kako je

min{f(A4), f(B), f(C), f(D)} = f(A) =0,

max{f(A), f(B), f(C), f(D)} = f(D) =9,
TO je ménfzf(A)zOngxf:f(D)zg

I paran Hopuh



MATEMATUERA 2

IIpsu kosokBujym (25.3.2000) - I'pyna 1

1. Nara je ¢pymxmmja f(z,y) = 2|+ [y| + [z +y|.
a) Ucnuratu na au je pyuruuja f mudepennmjabunna y tauku (0,0).
6) Ompenutu y koM cMepy mocroju usBon pysrmuje f y raurn (0,0).

Pewetve: a) Kako je
£:(0,0) = f;(0,0) =0

VADZ+ (Ay)? (Az)? + (Ay)? V2, Az =—Ay#0.

Haxxne, f auje mupepennmjabunna y taurm (0,0).

Af(0,0) Az +[Ay|—|Az + Ay| _ {o, Az = Ay #0

b) U3 uumenune ma je

(U, tly) = £(0,0)
t

= (|la| 4+ |ly| = |lz + Ly[)sgnt
crenu ma (yHKIMja UMa U3BOXL y cMepy Bekropa (lg,ly) ako m camo ako je |l + |ly| = |lz + 1y],
OTHOCHO Kaga je Iy -1y > 0.
2. Oymrumja f: (x,y) — 2z 3amaTa jeé UMILUIMOUTHO jeTHAKOUNINY
22— afy—y 4+ ayz=0, z>0.
Onpenuru Tejuopos nosmuEOM Apyror creneHa Qyakmuje f y oxosunu Tauke A(0,1).

Peweme: N3 jemnakoctu

2zl 2 —2xy+yz+ayz, = 0

222, — 22 —3y? + 2z + ryz, = 0

22,2, + 2223, — 2y + Yz, Y2 +AYZy, = 0
222y + 222y, — 2x + 2 + Yz, + 2, + Yz, = O
22y 2, + 222, — b6y + w2, +xyz,), = 0

noduja ce ma y taukm A vawu 2z, = —1/2, z;, =3/2, 2y, =5/4, 2], = —1/2, z/ = 3/4, na je

1 3 1/5 1 3
1+ =1+(—-= +ody+ = (=de?+2-(—= + Sdy?) .
f(dx, dy) ( 2> dx 2dy 3 <4d3: ( 2> dxdy dy >

IIpema Tome,

1 3 5) 1 3
Ty (z,y) = LA §$2 — Ut ng.

3. OxpemuTy noKamHe ekcTpemyMe GymkmAie f @ (z,y) — zye * Y .
Pewete: Hera je f(z,y) = xyg(x,y). Cranmonapue taure onpebhyjemo n3 cucrema jerHAYMHA
fila,y) = yg(z,y)(1 —22%) =0, f)(z,y) = zg(z,y)(1 - 2y%) =0.
W3 npse jemmaummue caenn ma je y = 0 min 1 = 222, a u3 mpyre na je £ = 0 miu 1 = 2y?. Cra-
HVMOHAapHE Ta4Ke Cy: A(070)7 B(l/\/ia 1/\/5)7 0(1/\/53 _1/\/5)7 D(_l/\/iv 1/\/5)7 E(_l/ﬁ7 _1/\/5)
ITapnujamaay u3Boau Apyror pena cy
fro(zy) = ygla,y)(1 - 22%) +yg(z,y)(—4z),
foy(xy) = (1—22%)g(x,y) + (1 - 22°)yg((2,y)(~2y),
foy@y) = zg(z,y)(—2y)(1 — 2¢%) + zg(x, y)(—4y).



3a raury A je f. = f;, =0, f}, =1 mna je

>0, sadr=dy#0

d*f(A) = 2dxdy =
JA) v {<0, 3adr = —dy # 0.

4 4
Y raukama B,C,D,FE je fi, = —-zy, f, =0, fi, =——xy, na je
e e
4 4 4
d*f = ——xyda® — —aydy? = ——xy(de? + dy?).
e e e

IIpema Tome, fmax = f(B) = f(E), a fmin = f(C) = f(D).

Iparan Bopuh



MATEMATUERA 2

IIpsu xosoksujym (30.3.2002) - I'pyna 3

1. Ilara je pyHEIUja
3

Yy
f(fv,y) _ ma (ll,y) 7é (070)
0, (z,y) = (0,0)
a) Vcnuratu HenpekuaHoct GyHruuje fl.
b) Wspauynaru f; (0,0) u f,7.(0,0).
Peweme: a) 3a (z,y) # (0,0) je
32 2 3 5 2,3
y(a® +y°) —xz’ 20y’ —aty , )
falzy) = @+ 922 i p(sin® ¢ — cos? psin® @),

rae cy (p,y) nomapre xkoopamuare. Kako je f1(0,0) =0wn
F2] = plsin® o — cos? psin® o <29 — 0. p— 0,

pynrmmja f, je menpermmaa y tauku (0,0). Ha cremehoj caumm je rpagur pysxmnmje f (1eBo) m
rpadur Ppynrmuje f, (mecmo) y okosumu taure (0,0).

b) Kopucrehn mspas 3a f, n nepurnmmjy napuujasHor m3BoJa MO Y MMAMO 1A je

o f(0,Ay) — £2(0,0) 1 (Ay)®
= 1 = l _ =
Aymo Ay Aymo Ay (Ay)*

,(0,0) 1.

Ha cauvar mauwun, kopucrehu m3pa3 3a lel’

= 3wy?(a? +y?) —xy® -2y 3x3y? + ay?
y = (22 + y2)2 T (@24 2)2

3a (z,y) # (0,0) u jemmarocr f,(0,0) =0, mobujamo na je f,..(0,0) =0.

2. ®ynrnumja f : (7,y) — 2 3amaTa je uMmumuTHO jenmarkomhy F(z+y+ z,2vz+y?) =0, rae
je F: R* — R madepenmmjabunna pynkmmja. Ynpocrurn uspas (y —x) fr(z,y) + (x —2) f, (z,y).



Pewerwe: Ako je u =z +y+zmv=2rz+y*, rana je Fdu+ Fidv =0, onrocmo
F!(dx + dy + dz) + F,(2xdz + 2zdx + 2ydy) = 0,

OJHOCHO

(F) 4+ 22F))dx + (F, + 2yF))dy + (F. + 2zF))dz = 0.
W3 oBe jemmakoctu ciemu ma je

F,+2:F ,  Fy+2F,

dz = —
TR v 2aF " T F  2aE
MTO 3HAYM Ja je
r :_FL—FQZFZ f :_F&+2quﬁ
S vy T B D T

3amenowm f, u f, y marom uspasy nobujamo

F} —2x2F) + 2yzF) — 2F),

—o)fi+(@=-2)f, = —

F! +2zF)
_ (=2 F +2x(y — 2)Fy
- F! +2zF)
_ - z)Fé + 2z F)
F! +22F)
= z-—y.

Hanomena. Ilapumjanne ussome f, u fy Mo¥keMO HOOUTH M IU(PEPEHIMPAHEM IO & U IO Y Y
jemaxoctu F(u,v) = 0.

3. Oapenutu nokanse ekcrpemyme ¢pyuruuje f: (z,y) — xyey’f/z.

Pewewe: Axo je f(z,y) = zyg(z,y), rana je f = (y—ya®)g u f, = (z+zy)g. Kaxo je g(z,y) #
0, cramonapue A(0,0), B(1,—1) u C(—1,—1) no6ujamo pemasamem cuctema y(1 —22) = 0 u
z(z(l1+y)=0.




3a mpoBepy Ja Ju Cy ¥ CTaliOHAPDHUM TadyKkaMa JOKAJHU eKCTPEeMyMU, TOTPEeOHU Cy Mapliu-
janmEu w3BOomM mpyror pena. ludepernmupameM u3pasa 3a f, U f; ITo0ujaMo

a=fl2=(yz®=3xy)g, b=fl,=0+y)(1—-2%)g, [f>=22+y)g
Y raukn Ajea=c=0,b=1, ac—b? < 0, ma PpysEmuja f y TOj TAYKM HeMa JOKATHU KCTPEMYM.

Y raukn B je a =272, b=0, c=¢"3? ac—b* =23 >0, na je fuin = f(B) = —e73/2,
Y rauku C je a = —2e73/2, b=0, c= —e 32, ac—b* =2e73 > 0, na je fmax = f(C) = e /2

Iparas Hopuh



MATEMATUERA 2

IIpsu xosokBujym (20.4.2003) - I'pyna 1

1. Ilara je pyHEIUja

£E4y — my2
fay) =4 st @9 700
O’ (.’E, y) = (O, O)

a) Ilokazatu ma je ¢pyuruuja [ menperunna y tauku (0,0).
6) Mcnuratu na au je pynruuja f madepenmujabuana y taukn (0,0).

Peweme: a) Karo je f(0,0)=0n

4 2

T Y
|f(z,y)] < el lyl + e || =0, (z,y) — (0,0),

dyurnuja f je menperuana y tauku (0,0). Ha caeneho] caumu je rpadur dpymruuje f.

ey
52020099,
020054

50,
255
KK ALIAL
202000 000t r s

b) Tlomto je f;(0,0) = f,;(0,0) =0 u

Af(0,0) C(Ax)iAy—Ax(Ay)? | O Ar=0,Ay#0
(Ax)2 + (Ay)?  ((Az)% + (Ay)2)3/2 — 5 Awv=4y>0,

pynrmumja f muje mudepennmjabuana y taurm (0,0).

2. Oymruumja f: (x,y) — 2z 3amaTa jé UMIUIMOUTHO jemHAKOUINY

(x+y)—azy—xz—y+2=0, z2>0.



Ounpenuru Tejuopos monuuoM apyror creneHa ¢pyurimje [ y oxonunu tauke A(L,1).

Pewetwe: Iupepenmrpamen Jlarpamkose Gysrmmje F = 3x + 4y — 2+ A(2? +y? — 1) nobujamo
F,=3+2\z u F, =4+ 2)\y. Us cucrema

3422 =0, 4+2\y=0, 22+y°=1

ciaenn na je
3 4 16 9
N=—"=_2 3y=4 24 21 2=
. J Y T, x+9x , T 2%

Cramuonapse rauke cy A(3/5,4/5) ca A =—5/2 u B(—3/5,—4/5) ca A =5/2.
Kaxo je F); = Fi, =2X, I}, =0, 0 je
d’F(A*) = =5(d2® + dy*) < 0, d*F(B*) = 5(dz? + dy*) > 0,
Ia .je fmax = f(A) = 37 fmin = f(B) =-7

3. Oxpemurnu nokanane exkcrpemyMe ¢yurnuje f : (z,y) — 3z +4y — 2 upu ycaosy x2 +y? = 1.

Pewewe: IupepennupameM 00 £ y AaTO] jeTHAKOCTU MMaMO Ia je
24 (x+y)222, —y—1+2,=0. (1)
PemasameMm mo z; nodbujamMo ma je
o — 1+y—2°
o1+ 2z(r+y)
Cungno mudepeHnmrpameM o Yy 100MjaMo
o 14z — 22
Yool 2z(z+y)
IupepermupameM 0 £ U y y jenHakoctu (1) modujaMo jeaHAKOCTH
2220 4 2220 + (v +y) (22020 + 22205 + 20, =0
22z, + 222, + (x + y)[22, 2, + 222, — 1+ 2, =0
U3 KOjUX HAJIa3MMO Ia je
o _422; Lo + y)Z;’EQ o 1— 2zz; — 222, —2(x + y)z;z;
@? 142z +y)z = 14+2(z+y)z

Caununo mobujamo na je
2
_ _422; +2(z + y)z,

Y 14+ 2(x+y)z
Y tauku A je
1 1 24 24 1
"(A) = = "(A) = = " el "(A) = == no_ -
wl) =5 AW =g5 an@=-95 2 ="55 %=
IIpema Towme,
1
To(z,y) = =2(A)+dz(A)+ §dzz(A)
1 1 12 1 12
= 14+-(@@-D+=-(y-1)——=@ -1+ —(@-Dy—1) — —(y — 1)
t - -) - @ P - D - 1) = - 1)
1
= 1—25(52 + 48z + 48y + xy — 1222 — 12y%).

Ilparan Hopuh



MATEMATUERA 2

IIpsu kosokBujym (24.4.2004) - I'pyna 1

1. Tara je ¢pyHERIUIja

1— —2  (2,9)# (0,0
N -~ AL
1, (w,y) = (050>

a) Ilokazatu ma je pyurmuja [ menperuana y tauku (0,0).

6) Mcnuratu na au je pyurumja f madepenmujabunna y taukn (0,0).

Peweme: a) Heka je f=1—g, rue je

% (2,0) # (0,0
g(z,y) = Va2 +y? (w07 0.0
0, (z,y) = (0,0)

Kaxko je

2]
9(z.9)| = —=7=5
Vel +y?

To g(x,y) — 0 xama (x,y) — (0,0), ma je f menpermmua y taurn (0,0).

Jyl <lyl—0, y—0

b) Ha ocuoBy nedununmje mapuujaHor u3Bola UMaMo Aa je

!/ _ — —
12(0,0) = Jim Az A Ry =0
Camrano je u f;(0,0) = 0.
Af(0,0)  —  AzAy 0, Az =0,Ay — 0
VAT + Ay? VAZ2 + Ay? -1, Az=Ay—0

IIpema Tome, f muje mupepennujadbunna y tauru (0,0).

2. ®yuruuja f: (z,y) — z 3azaTa je UMILIMOUTHO jeaHAKOmMNYy
2y 4+ -2z +az—-2=0 2z>0.

Ounpenuru Tejmopos nonmuuoMm apyror creneda gpyukimuje [ y oxonunu Taure A(1,0).
Pewewe: Y Taurkn A je 22+ 2 —2=0, ma je 2 =1 (360r z > 0).

2oy + 22 + w222, — 2yl + 2+ a2l =0

Y raukm A je 2% + 222, + 2+ 2, =0, ma je | 2. (A) = —2/3|.

x2+2x~zz;—22—2yz;+mz;:0

Y rauku A je 1422, —2+ 2z, =0, na je [z, (A) =1/3|.

"

2y + 2zz0 + (22 + 2x2)) 20 + 2zx2ls — 2y2ls + 2L + 2 + 22l =

2 (A) = 28/27 \

Y tauku A je




Cauugo HaAJa3UMO

2 (A) = —35/27‘ m | 2/ (A) = 10/27 |,

zy

TQ(xv y)

FA) +df(4) + 5 (4)

2 1 1 /28 35 10

= 1—Zde+-dy+ = | ==d2® —2- Zdady + —dy?
3x+3y+2(27x 27“”273/)
2 1 1/28 70 10

= 1-Z@-D+-y+=-(=@@-1)2?-=(@x-1 —?
2a-14 gyt (Grle— 02 Rlo- 1w+ 0?)
2 1 14 35 5

= 1-Z@-D+-y+—=(z-1)>-Z(z—1 —y?
ge—Dt+ayto(@-1)"—o-@-Dy+ -y

3. Oapenuru gokaane ekcrpemyme pymkmuje f : (z,y,2) — 2x + 2y + 3z npu ycaoBy zy +

. 15
z ZxX = —.
4 1

Peweme:

15
F:2x+2y+3z+)\<xy+yz+zx—4>

F,=2+Ay+2), F,=2+Xz+z2), F,=3+Az+y)

CucreMm 3a CT

15
24 AMy+2)=0, 24+ XANxz+2)=0, 3+ANxz+y)=0, xy—i—yz—{—z:czz

W3 npse ase jemnauuse caenu A(y — z) = 0, omHOCHO Y = .
W3 npse u tpehe jennauune je 14+ Ax — Az = 0.

U3 ose u npyre jemmaumue je 3 4 2Ax = 0, omrocHO Az = —3/2.
Kako je cama Az = —1/2, o je x = 3z.

3aMeHOM T = y = 3z y 4eTBPTO] jelHAUMHM cHCTeMa mobujamo 22 = 1/4.

1 1
CrannonapHe Tadke CY: A* §,§,7,71 u B* *§,7§,77,1
2°2°2 2727 2

IloBospbHU yCIOBU

v =Fh=FAL=0, F, =F/, = F, =\, dF = 2X\(dzdy + dydz + dzdx)

Yy
(x+y)dz + (x + 2)dy + (y + 2)dz =0

2
1. Y rauku A je 3dz + 2dy + 2dx = 0, onnocuo dz = fg(dx + dy), na je

2 2
d*F(A*) = —2(dx+dy) —2dy <—3) (dz + dy) — 2dy (—3) (dz + dy)
4 4 2
= —da®+ —dy* + Zdzd
3 T+ 3 Y +3 ray
1
= g(dachdy)erd:czJraly2

Kako je d>F(A*) > 0 3a da? + dy? # 0, ¢pyssnumja f y Taukm A uMa yCIOBHU JIOKAJHU MUHIMYM.

2. Camuno ce nokasyje na f y Tauku B uMa yCJIOBHU JIOKAJHU MAKCHUMYM.

Ilparan Hopuh



MATEMATUERA 2

IIpsu kosokBujym (22.4.2006) - I'pyna 2

1. Tara je ¢pyHERIUIja

fla,y) = % (z,y) # (0,0)
0, (CE’, y) = (O, 0)

a) Ilokazatu ma je ¢pyurmuja [ menperumna y tauku (0,0).
6) Ucnuratu na mau je pymruuja f madepenmujabuana y taukm (0,0).

Peweme: a) Kako je f(0,0)=0u

WP 1 e =0, () — (0,0

[f(z,y)] <

o f(x,y) — f(0,0) rama (x,y) — (0,0), mTo 3mauu na je pysrnuja f Henperuana y tauru (0,0).
lpyro peweme. Axo cy (p,p) momapue koopauHare, tazxa je f(z,y) = p(sin® ¢ — cos® ). U3
HejeTHAKOCTHU

|f(z,y)| = plsin® ¢ — cos” o] < 2p
caemu na f(x,y) — 0 rama p — 0.

b) Ilapumjanau w3somu pymrnuje f y taurm (0,0) mocroje,

f(Az,0) — £(0,0) —Az?

/ 9 o —
Jel@y) = fim, Az S A AP Ar T T
. f(0,Ay) — f(0,0) : Ay®
/ . ) ) . —
Lo =& T ANAe Ay
Kako je
AF(0,0) — £1(0,0)Az — f1(0,0)Ay = A A A
bl xT 9 Y ’ y - A.T2 + Ay2 y
B AzAy? — Az? Ay
N Ax? + Ay?2
TO je

AF(0,0) = £2(0,0)Az — f1(0,00Ay  AzAy? — Az?Ay 071 Az =0, Ay #0
VAT + A2 T (Az2 + A2 75 Dy=-Ar#0

IIpema Tome, He Basku

Af(07 0) - f;(oa O)Ax - f;(ov O)Ay = 0( \Y% Az? + Ay2)7 (Ama Ay) - (0,0),

mTo 3Haum Aa pymrmuja [ Euje mupepenmmjadbuana y taukm (0,0).

2. dymrmuumja f: (x,y) — 2z 3amaTa jé UMIUIMOATHO jeTHAKOUINY
20% —xy+ 20z —y+yP+22=1, 2>0.
Ounpenuru Tejmopos nmonmuuoMm apyror creneHa ¢pyukimje [ y oxonunu Taure A(0,1).
Pewewe: ITupepennupameM y naroj jeJHAKOCTU IO T W MO Y KOOUjaMo

dor —y+2z+4 2wzl +22-2, =0



—z 42wz, — 14 3y> + 222, =0,
a 3aTuM audepeHMUpPameM y OIPPBO) jeHAKOCTA IO X U 1O Y, a ¥ APYroj 1o Yy mMaMo
44220 + 220 4 2220 + 22020 + 2220 =0,
=1+ 2z, + 2x2, + 22,2, + 222,, = 0,
2z, + 6y + 2222 + 22,2, = 0.
W3 mobujennx jemHAKOCTH HAJA3WMO 1a je

, y—dr—2z

L rH1-32 4442 +227
f=2 = 22 gt = 2T T T T
€ 2x + 22 v 2x + 22 ® 2r + 2z
2

o Gy + 2z, o 1 -2z, — 22,2,

Y 20 +2z 0 M 2% + 2z ’

1
z(A) = —5, 2,

~5 2 (A) = —1, z2(A) T zZZ(A) =—4, z;,(A) = 1.

3ax=0wuy=1wu3 gare jemnaxoctu mobujamo 22 = 1, mro 3maun xa je f(A) =1, a u3 uspasa
3a maplujaJiHe M3BOJE MMaMO na je

4(4) = FL(A)Ar + [i(A)Ay = —L Az~ Ay,

d’f(A) = fih(A)Az? + 2fry(A)AzAy + fk (A)Ay?

IIpema Tome,

%AmQ +2AzAy — 4Ay2.

Ty(w.y) = F(A)+df(A) + 5 F(A)

= 1- %Aw - Ay + % (—ZAQH + 2AxAy — 4Ay2) .

3amenom Az =z u Ay =y — 1 nobujamo na je

2

3 5
To(,y) = =5z +3y — g2 + 2y — 2%,
I'padur monmmuoma 15 nar je Ha cirenehoj caumm.

11/
177
#1777
HHH717%

l|=

1

Tejnopos nomuaom Ts(z,y) y okonuam taure A(0,1)



3. Oapenuru nokanse ekcrpemyme ¢pyuruuje f: (z,y,z) — x + 2y — z OpU yCIOBY

2?2+ 2+ 22 =6.

Pewewe: ITudepennupamemM JlarpamxoBe QpyHKOUI]je
F(z,y;\) =242y — 2+ Ma? + 9> + 22 — 6)
nodbujamo
F. =1+ 2\z, F?: =2+2)\y, F.=-1+2\z.
s cucrema Iy, =0, F, =0, F. =0, F =0 cieqm na je

1 1 1 1 1 1
xTr =

T YT TN T o e T T

CTa.HI/IOHapHe Ta4dyke Cy

)

1 1
A(-1,-2,1), Aa = > B(1,2,-1), A\p = 3

Kako je
1" "o o v
v — B =Fa=2\ F, =F =F_ =0,

TO je

1
— 2 _ —
tat e =6 ¥ =g A=Eg

1

d?F(A) = da* + dy® +dz* >0, d*F(B) = —(dz? + dy* 4 d2?) > 0.

IIpema ToMme,

fmin - f(A) - 76" fmax - f(B) - 6

Ipararm Bopuh



MATEMATUERA 2

IIpsBu kosokBujym (22.4.2006) - I'pyna 6

1. Ilara je pyHEIUja
3

f(z,y) = :L';Ci—zi—yQ (z,y) # (0,0)

0, (z,y) = (0,0)
a) Ilokazatu ma je ¢pyurmuja [ menperuana y tauku (0,0).

6) Menuratu na au je pynruuja f madepenmujabuana y taun (0,0).

Peweme: a) Kakxo je f(0,0)=0nu

2
Y

to f(x,y) — f(0,0) xama (z,y) — (0,0), mTo 3maum na je pymrmmja f menpermmua y taurm (0,0).
lpyro pewewe. Axo cy (p,y) nomapme koopaumare, taza je f(x,y) = p?cospsin®e. U3
HejeTHAKOCTH!
|f(z,y)| = p?| cos psin® o] < p?

caemu ma f(x,y) — 0 rama p — 0.
Ha cuenehoj cannu je rpadur Gpyarmuje f u jacHo ce Buan na je GpyHKIMja HENPEKUIAHA ¥ TAUKA
(0,0).

b) Ilapuujanau wssomau pymrnuje f y taukm (0,0) mocroje,

f;(07 0) = lim f(Az,0) — £(0,0) lim £(0,Ay) — £(0,0)

= 0.
Az—0 Ax Ay—0 Ay

—0, [1(0,0)=




Kako je

VATt A T @ appr T e

rne cy (p,p) nomapre KoopImMHATE, TO j€

Af(0,0) = f,(0,0)Az — f,(0,0)Ay = o(v/Az? + Ay?), (Az,Ay) — (0,0).

IIpema Tome, ¢pyuruuja f je mudpepenumjabunna y tauru (0,0).

2. Oxpemutu Tejmopos mosmEOM Apyror cTemera ¢yuemuje f : (x,y) — e*Y(22% — 2zy + y?)
y oxosnmum tauke A(1,0).

Pewewe: Hamaskemem mapuujasaux n3sona pyHkmmje f mobujamo na je y tauku (z,y)
fh=e""Y(22% — 2xy + y? + da — 2y), fo= e” V(=222 4 2zy — y* — 22 + 2y),

S =€"7Y(22® = 2wy + P + 8z — Ay +4), fir,=e"Y(—22% + 2zy —y* — 6z + 4y — 2),
f;lz =Y (227 — 22y + y? + 4w — 4y + 2).

Crnenujanso, y taukn A je

fo(A) = 6e, f,(A) = —de. f2(A) =14de, f,,(A)=—10e, f,2(A) = 8e.

Yy

IIpema Towme,
Ty(e,y) = f(A)+df(A) + (A

1
= 2e+6e(x—1)—4dey+ 5(146(1‘ —1)% 4+ 2(=10e)(x — 1)y + 8ey?)

Tex? + dey? — 10exy — 8ex + Gey + 3e.

2

Ipapumu pynrmuje f (meBo) 7 Tejmoposor nomuaoma T (mecHO) y OkoumHU Taure A

3. Ompemutu noKamHe ekcTpemyMe (yHEMHAje [ : (Z,y) — 2 3aaTe UMILUIMIUATHO jeHAKOMNY
22 4ay+y>+22=3y=1, 2>0.

Peiewe: TudepeHnupameM y naToj jeTHAKOCTU IO T U IO Y NOOHjaMO jeTHAKOCTU

20 +y+222, =0, x+2y+22z,-3=0 (1)



U3 KOjUX CIaequ na je
;. 2x+y ,  3—x—2
2y = — y Ry =
2z 2z
Pemasamewm cucrtema z,, = 0, z; = 0, ogaocuo 2z +y = 0, z + 2y = 3, HAIA3UMO CTAIMOHADHY
rauky A(—1,2). Hudpepennupamenm y jemnaxoctuma (1) mobmjamo jemmarocTu

"

24 2zp2, + 2222 =0, 1422,z 4+ 222, =0, 2+ 22,2, + 222> =

U3 KOjUX CJenu Oa je

da(A)=—5=a, zZp(A)=—5=c¢, 2, (A)=-7=0

1 1
——>0ua<0, 10 je zmax = 2(4) = 2.

Kako je ac —b* = 116

I paran Hopuh



IIpBu romokBujym nuz MATEMATHWERE 2 *
(2007, mpeha 2pyna 3adamaxa)

Iparan bopuh

3anarakx 1 Hcnumamu nenpexudnocm gynxyuje f : R — R y mawxu (0,0)

axo je
1 1

T = (x — y)sin cos

a (a,y) # (0,0) u £(0,0) = 0.

Pewemwe. VI3 HejenmaxkocTu

[f (@, y) <o —y| < |z + [y

caiemn |f(x,y)| — 0 xama (z,y) — (0,0), mro 3naum ma u f(r,y) — 0 xama
(z,y) — (0,0). IIpema TOME,

f(z,y) — f(070)7 (x,y) — (0,0),

na je ¢pyuxnuja f menperumua y (0,0).
Ha caeneho] cauun je mart rpadur dpynrunuje f y oxonunu taure (0,0).

il

i

I{/I/If;//f;; ';l/"/// i

/f//%’/”f/’,’/’,/////"”,ll{{f/’”’zf/‘

///////////”/}///l/{///’”/,’//;///’/’/””,///””’ﬂ'f’l' i \H W i ’”////I////
i

HH Hﬁ/,/////,,/,/”
i

/I

}h ‘“‘““

*OBpe cy maTa KOMILUIETHA Pellemha, a He CaMO OATroBopU kKoju cy 6omosanu. Ilopen
Tora, Tpehu 3anmarak je peuen 6e3 orpanvuewma &,y < 0.



Banmarak 2 Synxuuja f: R? — dama je umavyummo jeonarxowhiy
r+y+z+ayz —ay? +y2t =0,

20e je z = f(x,y). Odpedumu napyujaane uzeode npeoz u 0pyzoz peda u
Tejnopoe noaunom Opyeoe peda gynryuje f y oxoaunu mawke M(1,0).

Pewemwe. IludpepernupameM JeBe U JeCHe CTpaHe JaTe jeTHAKOCTHU MO T
mobujamo
L+ 2, +yz +ayz, —y° + 2y22, =0, (1)
ofaKIe clemu na je
g yoyz—1
o 1l+ay+2yz
CnuusHo mudepeHnUpameM Io Yy gobujaMo
14 2z, + a2z + 2yz, — 2xy + 22 + 2yzz, =0, (2)
OTHOCHO

o _ny—zQ—l—a:z
Vo 14 ay+2yz

IudpepennupameM neBe crpane jemaaxoctu (1) mo = mobujamo

no_ 2zt 2y
® 1+ 2y +2yz’

a nudepeHIUpameM 0 Y nobujamo

!/ !/ !
v 2y - 22z, —xzy, —yz, — 2

S 1+ 2y + 2yz

Cuamuno un3 jennaroctu (2) mupepeHuupameM 1Mo Yy nobujamo

"

2z —daz, — 2yz? — 22z,
v 14 zy + 2yz

z

Sameno Bpengoctu £ = 1, y =0 u z = —1 (cnemu us mare jenHarocTn)
y m3pasuMa 3a maplujajiHe M3BOIE HAJA3UMO Ia je

(M) = =1, 2a(M) = 2/ (M) = 2, (M) = 0.

2 Ty

Tyl ) = F(M) + df (M) + 5 F(M)

=—-1—-dr—dy
—l-(x-1)—y
=—z—y.



3anarakx 3 dynwyuje f: R2 — R u ¢ : R — R dedunucane cy ca
fla,y) =a® +y* = 2ay, p(z,y) =32° +y° —12.
Odpedumu noxaane excmpemyme dynryuje f npu yeaosy p(z,y) = 0.

Pewewe. Ilapuujanau ussoqu Jlarpamsose ¢pyurnuje F' = f+Ap (A € R)
OATU CYy Ca

Fl(z,y) =2z — 2y + 6\,

(3)
F(z,y) = 2y — 2z + 2)y.

U3 jemmaroctu (3) HamasuMo mapnujalHe U3BOJE APYTOT pena
we(z,y) =2+6X,  Fp(x,y)=—2, Fp(r,y) =242\
YcnoBu 3a cTamuoHApHE Tadke
Fl=0, F/=0, ¢=0
najy cucrem
r—y+3x=0, y—xz+ly=0, 3z?+y>=12.
CabupameM OpBe IBe jenHaunHe oBoOr cucreMa nobujamo A(3x +y) = 0.

1. Ako je A = 0, Tama je v+ = y (u3 mpBe jemHaumHe cucTeMa), ma je
2? = 3 (m3 tpehe jemmaumme). Jlakie y OBOM cirydyajy MMaMo mIBe
cranmomapre taure: A(vV3,v3) u B(—V/3,—/3). Ilpu tome je dy =
—3dx u dzx # 0 (u3 ycaosa ¢ = 0), na je

d*f(A) = 2(dz*2dxdy + dy?) = 2(dz — dy)* = 32d2* > 0.

Wcro Baskm m 3a Taury B, mro 3Haum na y taukama A m B ¢pyHrumja
f uma norasHU MuHUMYM Tpu yciaoBy ¢ = 0.

2. Axo je 3x +y = 0, Tama je y = —3x, ma u3 tpehe jemnauwune ciemu
r? = 1. Ilpema Tome, mmamo jom mBe cramumomapre Tauke: C(1,—3)
u D(—1,3). 3a o6e je A = —4/3. U3 ycnosa ¢ = 0 cuemu nma je

dy =dx # 0 y Taukama C u D, ma je
2 2 2 29 32, 5
d°f(C) =d*f(D) = —6dz” — 4dxdy — gdy = _de < 0.

IIpema tome, ¢pyurumja f y raukama C' m D mrMa JIOKaJIHE MaKCUMyM
npu ycaoBy ¢ = 0.



Ha ciunu je npurasan rpa¢ux ¢pyHKIUje, IPU YeMy Cy UCTAKHYTE BPE -

HOCTU IIPU YCJOBY, KaO M TauKe JIOKAJHUX eKCTpeMyMa.

80

60

40

)
9
)

NN
AT S
20 NS
SN NSSSSSSSSSSSSSSZEEe s~
NN
N OSSN SNSSSSISSSosSssesr 22
NS SSSSSSNSSS=Seg e
NN
§§§§\\\\\“‘“‘ S, S
SN WS
OO ONNSSSSSIISS e
O S S S S S SSSSSSSSSSSSsoserre
0 NSRS s
NG O NCNNNSSSSSSSSSSSSsesssr W
N NSNNSSSSSSSSSSSecgesisr 22
N SSSSSSSSSSSSSSSssosssr
4 NN
S S S SSSSSOSSSSEoSloses
N SNNSSSSSSSoSSSSSSsSge 7
2 N 4 4
T e
IS 2
0 S SSSSSSoeeeee
S
= 0




MATEMATUERA 2

IIpsu kosokBujym (19.4.2008) - I'pyna 5

1. Vctmraru menpekuaroct Gymrknuje f: R? — Ry rauknm (0,0) axo je

x + 18 23 4+ oP
a) fzy) =L 22+ 2’ (,y) # (0,0) b flry) =4 P12 (x,y) # (0,0
0, (z,y) =(0,0) 0, (z,y) = (0,0)

1
Pewetse: a) 3 f(0,0) =0 u f(x,0) = P +oo kama x — 04 (mwmm f(x,v/z) — 1 xama © — 04)

caemu na pymrnuja f y tauru (0,0) uma mpekus, OOHOCHO HUje HEMPEKUIHA.

b) U3 mejenmaroctn

|z > __a? Y

< =
|f(x’y)|_x2+y2+x2+y2 x2—|—y2|x|+x2+

y2|y| <lz| + |yl

crema |f(z,y)] — 0 kama (x,y) — (0,0), a To 3maun ma n f(x,y) — 0 rkanma (z,y) — (0,0). Kako
je f(0,0) =0, pyrrmmja f je menpermmua y taurm (0,0).

2. Oapenuru JoKaJHE eKcTpemyMe QpyHEmmje f : (r.y) — 2z mepuHMCaHE UMIUIMOUATHO Ca

2+ ayz+ 22+ 22 +8=0.

Pewewe: Axo je F(z,y,z) = 25 +zyz + 22 + 2y? + 8, Tana je

oo By B w44y
v F! 322 +ay’ Y F! 322 +xy
CranuonapHe Tauke H0OUjaMO pelmaBameM CUCTeMa

20+ 2y=0, zx+4y=0, F(z,y,2z)=0.

1. Axo je 2z? # 8, pBe nBe jemHAuUMHE WMMajy TPUBMjAJHO pememe (IO T U ), IPU YeMy U3
tpehe jemmaumne (F = 0) mobmjamo z = —2. Y TOM ciy4ajy MMaMO CTAIMOHADHY TAdKYy
A(0,0) 3a rojy je z(A) = —2.

2. Axko je 22 =8, onHocHO z = 2v/2 mim z = —24/2, cucTeM HeMa pelnema.

TIpema Tome, jenuua crannonapua tauka je A(0,0). Hanakemem mapuujaqaux U3BoAa APY-
1 1
ror pena nobujamo zh(A) = ~5’ 2y (A) = gH zy2(A) = ~3 Kaxo je

2 (A) - 2l (A) — (21,(A)* >0, 2(A) <0,

x ry

TO je fmax — f(A) = -2



3. llaru cy ¢ysrmja f: R? — R u ckyn D C R? ca
o) =2e + 2P 43— 12 +1, D={(x,y) : 0<y<a+4 z<0}.
Ounpenuru Hajmamy u HajBelly Bpeanoct pyuruuje [ ma ckymy D.

Mpso peweme: Pynrnuja [ uma HajMamy Bpensoct 1 u to y tauku A(—2,1). I3 A € D caenn
na je n’gn flzy) = f(A) =1

Kaxko je ckyn D je Tpoyrao ca temenuma E(—4,0), F(0,4) u G(0,0) u kako je rpadur pyHRuuje
f mapaGomonn (emuntuuky) ca TemeHoM y Taukm A, HajBelia BpemHOCT (yHKIUje Ha CKyIy
D je y mekoj on tawaka E, F wmm G. Iomro je f(E) = f(G) = 12 u f(F) = 36, To je
max f(z,y) = f(F) = 36.

Apyro pewewe: Kaxo je f; = 4(x +2) u f, = 6(y — 1), raura A je jenuna cramuoHapHa Tauka
¢yurnuje f u oma npunanma ckymy D. Pymrmumje f(0,y), f(x,0) u f(z,x +4) (roje ompeby-
jy rpasuny ckyma D) mmajy cramumonapse Tauke B(0,1), C(—2,0) u D(—13/5,7/5), upu yemy
je f(B) =9, f(C) = 4wu f(D) = 11/5. Yuopebyjyhu Bpemmoctn ¢pymrmmje f y Taurama
A, B,C,D,E,F,G sumumo na je

Ir}Dinf(:L',y) = f(4) =1, max f(z,y) = f(F) = 36.

Ilparan bHopuh



MATEMATUERA 2

IIpsu xosokBujym (19.4.2008) - I'pyna 6

1. Vctmraru menpekuaroct Gymrknuje f: R? — Ry rauknm (0,0) axo je

25 4 4P 23 4 P
) ) 070 Ty 5 070
a) flzy) = 2% + (z,y) # (0,0) Cb) flry) =< 2+ 4t (z,y) # (0,0) ]
0, (z,y) = (0,0) 0, (z,y) = (0,0)
Pewetse: a) VI3 mejemmarkocTn
jz° lyl° y!
Sl < AT+ = el L <ol +

cnemn |f(z,y)| — 0 xama (z,y) — (0,0), a To 3maum ma n f(z,y) — 0 xama (z,y) — (0,0). Karo
je f(0,0) =0, pymrmuja f je menperumna y taurm (0,0).

1
b) N3 f(0,0) =0 u f(x,0) = i +oo kaga ¢ — 04 caemm na gpyseuuja f y taukm (0,0) nma

MPEKU I, OMHOCHO HUje HETPEKUIHA .

2. Oxpemuru Tejropos moauMHOM APYTOT pena Koju y okoaunu tauke M (1, —1) anpokcumupa
dyuruujy f: (z.y) — z medpuHUCAHY UMIUIMIUTHO ca

Brayz+a -2 +1=0 z2>0.

Pewewe: 3a 2 =1 w y = —1 u3 mare jemmaxoctu u yciosa z > 0 mobujamo |z(M) =1].

ITudepennupameM IO T garTe jeJHAKOCTU MMaMO

3222, +yz +ayzl, + 22 =0, (1)

omakie 3aMeHoM T = z = 1, y = —1 mobujamo |z, (M) = —1/2|.

Cunnyno, qupepeHnrpameM aare jeJHaKOCTH M0 Y MMaMo

32%2, + 2 + wyz, — 4y = 0, (2)

olakye I00ujamMo z;(M) =-5/2|.

Hudpepenmupamenm jemnakoctu (1) mo = m 3amerom z =2z =1, y = — m 2z, = —1/2 nobujamo
205 (M) = —9/4|, a nupepennupamem jemnakoctu (1) 0O Y U 3aMEHOM HABEJEHUX BPEIHOCTH,
Kao u z, = —5/2, nobujamo z, (M) = —21/4.

HupepenmupameM jenHakoctu (2) mo y u 3aMeHoM oarosapajyhimx BpemsocTnm mobujamo

2 (M) = —57/4|.

Y

Ys3umajyhm y 063up BpeAHOCTH TapIUjaJJHUX W3BOAA TPBOr W Apyror pena ¢yarunje f y
Tauku M mmamo

1
To(z,y) = 2(A) +dz(A) + 5d*2(4)
1 5 9 21 57
= 1l—=(z—-1)—= —(x—1)2-(z—-1 1) - = 1)
s@=—1)—g+1)-2@-1)"-@-Dy+1) - +1)
= —4—ZT—§ —97:2—57y2—§;m/



3. Oxpemurnu nokanHe ekcrpemyMe ¢pyErmuje f: RT x RT — R nmare ca f(x,y) = 2%+ y? npn
YCIOBY Y = X + V.

Mpso peuwewe: W3 yciosa ciaemu y = Ll (jep je * # 1), na je (upum TOM yCIOBY)
> _
fay) =2+ —— = (@)
,y - (.T _ 1)2 - g M
Kako je
2z
g'(z) = m(m —2)(a? =z + 1),

TO YHKOUja § V TAYKM & = 2 MMa JoKaJHN MUHUMYM. [Ipema Towme,

fmin,:z;y::zt+y = f(2’ 2) =38 ‘ .

Apyro pewewe: 3a JlarpamxkoBy ¢ymrumjy F', rme je

F(z,y) =2+ y* + Azy — 2z — y),

UMAaMO
Fo=2c+Xy— X F,=2y+Xx— A\

s jemmakoctu Iy, =0 u F, =0 nobujamo 2(x —y) = Az —y).

Axo je x = y, Taga u3 maror yciosa ciaemu z = 2 (jep je z > 0) mu A = —4, na umamo
crammonapuy Taury A(2,2). Axo je A = 2, tama mmamo cucrem = +y = 1, zy = 1 roju mema
peasiHuX pellema.

Kaxo je F; =2, Iy}, =\, F), =2 u dy = —dx npu natoMm ycroBy, To je
d’F(A) = 2dz* + 2\dxdy + 2dy?
= 2dz? — 8dxdy + 2dy?
12dz?.

[Ipema Tome, d?F(A) >0 3a dr #0, ma f y Taukn A UMa JTOKATHU MUHUMYM.

Ilparan Hopuh



MATEMATUERA 2

IIpBu kosokBujym (25.4.2009) - I'pyna 7

1. Jlara je pymrmaja f: (z,y) — 3zy> — 2%y + 4x.
a) Onpemuru rpaaujent Gpyurnuje [ y tauku M (2, —2).
b) Mspauynaru ussoxn gpyurmuje f y rauku M y mpasmy Bekropa v = (4,—3).

¢) OmpemuTu jenHAUMHY TAHTEeHTHE DABHU M jeAHAUMHY HODMaJe TOBPINU nedUHICAHEe jes-
HaumHOM z = f(x,y) v Taukn (2,—2, f(M)).

Pewewe: a) U3 f! =3y3 — 22y +4n fo= 9zy? — 2% mamazumo

V(M) = (f(M), f,(M)) = (~12,68).

Y

Ha coumm (Ca.1) ¢y matw rpaiujeHTd u y TadykaMa M3 OKOJuHe Taure M.
b) Kako je f mudpepenmmjadunna y R* (jep cy f, u f, menpexkumne dpynkmmje y R?), To je
- 5

R0 = V) - = (12,08 (5.3

||

¢) IMomro je f(M) = —32, jennaunna ranrentae pasau (Ci.1) je

L)

z+32=—-12(x — 2) + 68(y + 2),
omaOCHO 127 — 68y + 2 — 128 = 0, a jemmaumna mopmase (Cu.1) je

rx—2 y+2 z+32

—12 68 -1

-100

-150
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W
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. R
-200 - =

-250
-1

-3

Can.1 Iome rpagujenaTa (meBo) u rpaduiy GYHKIVje U TAHTeHTHe DABHU (IECHO) Y OKOJIVHU
tauke M. 360r pasauumre pasMepe oca Ha CIUIU HUje YOUbUBO Oa je yrao m3ameby
TAHT€HTHE DaBHU U HOopMaJse npaB. MeDhyTuMm, ca ciauke ce Buau ma TaHMEHTHA PAaBaH HOCIE
noaupa ca rpadurom GyHkKIuje f y HEKUM IEJIOBUMa BPJIO OP30 mpecena rpafuk.



2. Ouapemuru TejnopoB MOJMHOM APYTOT cTeneHa Koju y okonunu tauke D(—1, —1) anpokcumupa
dyuruujy f: (z,y) — z mepunucany ca

3xz+yz+Inxy+4=0.

Pewemwe: 3a x = —1 u y = —1 u3 marTe jemHAKOCTH HOOMjaMO m

ITudepennupameM IO T Kare jeTHAKOCTU MMaMO

1
3z+3xz;+yz;+§ =0, (1)

omakie 3aMeHoM ¢ =y = —1, z = 1 mobujamo |z, (D) =1/2|.

Cnuuno, mudepeHIUpamEM TaTe jeTHAKOCTHU 110 Y MMaMO

1
3xz;+z+yz;+§:0, (2)

olakye nobujamo zz'/ (D)=0

Hudpepennupamenm jemnakoctu (??) mo © u 3amenom ¢ =y = —1, z=1wu 2/, = 1/2 nobujamo
202(D) =1/2|, a mudepennupamem jeanakoctu (?7) MO y M 3aMeHOM HaBeJE€HUX BPEIHOCTH,
kao u z, = 0, nobujamo 2, (D) = 1/8.

Hudpepennupamem jemaakoctu (??7) mo y m 3ameHoMm oarosapajyhimx BpemaocTn no6mjamo

Y3umajyhum y 063up BpeaHOCTH TapIMjaJiHUX M3BOAA HOPBOr W Apyror pena ¢yeruuje f y
taukn D nMamo

To(z,y) = 2z(D)+dz(D)+ %dzz(D)

B 1 11 9 1 1 9
= 1+2(x+1)+2 2(x+1) +2 8(:17+1)(y+1) 4(y+1)

709 1 1,

+ + Lyl
= — —r — —1 - — =1 —TYy.
1787 T8V g¥ Ty

Hanomena: 3anarak je pemaBaH cMmarpajyhum ma je ¢pyHEmumja [ AMIIANUTHO KepUHUCAHA
naroM jemHakomhy. Mebhyrnm, n3 te jenqHakocTn mMaMo M €KCIUIMIMTHO BpeqHocT (GyHKmUje f
(Bumern Ilpyro pememe.) Ca rpajuka pysrmuje f u modujenor Tejmoposor noauaoma (Ci.2)
nobmjaMo yTHUCAK O TOMe Kako 1ejlIopOoB MOJIMHOM alpOKCUMUpPa AATy (YHKIU]Y.

24
i
5
205202055
0322052054020, 0,% 0%
55555
038

%
%

0
00

-2 -2

Cn.2 I'padunn pysxnmje f (meBo) m Tejmoposor nommuoma Ty (mecno) y okomunum tadke D



Apyro pewewe: V3 nare jenqnakoctu cienu na je

44+ 1Inzy

flz,y) =2z= 31y

, xy>0.

Hanaskemem naprujadaamx m3Boma mo0mjaMmo

;,  9x—y+3rinzy _3x—3y—ylnxy

r_
s e T T e

= 4522 — 122y — y* + 1822 Inzy

@ 22(3x + y)3 ’
o —18xy + % + 922 — 6wy Inay

"o zy(3z +y)? ’

= 922 + 12zy — 5y% — 232 In xy

v 23z + y)? '

3amenoM ¥ =y = —1 y moOUjeHUM MapPIUjaJHIM M3BOIUMA UMaMO

! 1 / 1" 1 1 1 1" 1
fx(D):§7 fy(D):O, fm2(D):§7 xy(D):g, fy2(D):_17

a maspe ucTo Kao y IlpBoMm pememy.

3. Oxpemuru JoKaiHe ekcTpeMmyMe ¢yHrmmje f : (x,y) — 4xy — 5 upu ycaosy z2 + y? = 18.

Mpso pewewe: 3a JlarpamkoBy ¢pyeruujy F, rme je
F(z,y) = 4ey — 5+ A(z? + y* - 18),

“MaMo
Fl =4y + 2z, Fé =4z + 2)\y.

U3 jemmaroctu F =0 u F, =0 nobujamo (y —z)(2—A) = 0.

Axo je x =y, Tama U3 maTor ycioBa caeny 2 = 9, Ia MMaMO CTAIOHADPHE TadKe A(3,3;-2)
n C(—3,-3;—-2) (pymrmuje F). Aro je A = 2, Tana je y = —x, 0a IMaMO CTalMOHADHE Tayke
B(3,-3;2) u D(-3,3;2).

Kako je F), = 2\, Fy, =4, F;’Q = 2\ n dy = —dz (upm marom ycmomy) 3a tauke A m C,
omuHocHO dy = dx 3a tauke B u D, 10 je

—4dx® + 8dxdy — Ady?
= —16dz?,

d’F(A) = d’F(C)

d’F(B) = d*F(D) 4dx? + 8dxdy + 4dy?

= 16dz?.

IIpema Tome, 3a dx # 0 je d*F(A) = d*F(C) < 0 u d*F(B) = d>F(D) > 0, na f y Taukama A
u C uma ycuoBru Jokasan MuanvyM (jexmak —41), a y raukama B m D mMa yc/i0BHU JIOKaJIHEA
makcumyM (jemHar 31).

Apyro pewewe: Huso nuauja 4dxy — b = C mopmu nedurmcane GpyHkimjoMm [ u KpuBa meduH-
ucana ycaoBoM 2 + y? = 18 ce momupyjy ako je y +xy = 0 u x + yy' = 0, onHOCHO ako je
2?2 = 9%, Ilpema Tome, jemuue Moryhe Tauke yCIOBHOT JIOKAJHOT eKcTpeMyMa cy Tauke A, B C
n D (u3 upBor pemema). Ha ciumu (Cin.3) ce mako yodyaBajy RoAMpHe Tadyke HUBO JIMHUja U

kpuBe ¢ = 0.



X=Xy=y,z=4xy-5
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Cn.3 T'padur pymrmuje f (1eBo) m HUBG guHUje pyHENMje f 3ajeHO Ca TUHUJOM IeQUHICAHOM
ycroBoM ¢ = 0 (mecHo).

Symrxnumje f un g: (z,y) — 22y DOCTWKY JOKAJHM MUHUMYM y WCTUM Tadkama. Kako je, mpu
IaTOM yCJIOBY,
g(z,y) =2zy = (x+y)* — (2° +¢°) = (x +y)* — 18,

MUHUMYM (VHKIVIje § C€ HOCTIDKE 3a Yy = —%, OJHOCHO y Taukama B u D.
Ako f y maToj Taukm MMa JOKAJHM ekcTpemyM, Tama m h : (x,y) — 2%y? mMa y Toj mcToj
TAYKWN JOKAJHU eKcTpeMyM. Kako je, mpm maToM ycCJIOBY,

h(z,y) = x2y2 = x2(18 - y2) =182%2 —z* = o(x)

¢ (x) = 4x(9 — 2%), ¢ (x) =36 — 1222,

¢yHEIMja h ©Ma ycaoBHe jokanaHe MakcumyMe y taukama A, B, C u D, a ¢pysrumja f y taurama
A u C. Ha rpapury ¢ysemuje f (Cu.3) ce mako yodaBajy Tadke YCIOBHUX JIOKAJHUX €K-
CTpeMyMa, Kao M TO Ja (yHKOZja HEMa JIOKAJIHUX eKCTpeMyMa (0e3yCIOBHHEX).

Ipararn HBopuh



MATEMATUERA 2

IIpsBu kosokBujym (25.4.2009) - I'pyna 8

1. Jlara je pymrmaja f: (z,y) — 223y + xy? — 3y + 1.
a) Onpemuru rpaaujent Gpyurnuje [ y rauku M(—2,3).
b) Uspauynaru usson Gpyurnuje f y rauku M y mpasiy Bekropa v = (—4,—3).

¢) OmpemuTu jenHAUMHY TAHTEeHTHE DABHU M jeAHAUMHY HODMaJe TOBPINU nedUHICAHEe jes-
HaumHOM z = f(x,y) v Taukn (—2,3, f(M)).

Pewewe: a) U3 f. = 61> +y> u [y = 223 4 2xy — 3 HATA3UMO
V(M) = (f(M), f,(M)) = (81, -31).

Ha coumm (Ca.1) ¢y matw rpaiujeHTd u y TadykaMa M3 OKOJuHe Taure M.

b) Kako je f mudpepenmmjadunna y R* (jep cy f, u f, menpexkumne dpynkmmje y R?), To je

4 3 231
(M) =VF(M) — =(81,-31)- [—=,-2) = -2
o0 =vron: L= st (-1 -2) = -2
¢) IMomro je f(M) = —74, jennaunna tanrentae pasau (Ci.1) je

z+4 74 =81(x +2) — 31(y — 3),
omaocHO 81z — 3ly — z 4+ 181 = 0, a jemmaumna mopmase (Cu.1) je

r+2 y—3 2+74
81  —-31 -1

100

34F

32r
-100

1 -200
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1
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Can.1 Iome rpagujenaTa (meBo) u rpaduiy GYHKIVje U TAHTeHTHe DABHU (IECHO) Y OKOJIVHU
tauke M. 360r pasauumre pasMepe oca Ha CIUIU HUje YOUbUBO Oa je yrao m3ameby
TAHT€HTHE DaBHU U HOopMaJse npaB. MeDhyTuMm, ca ciauke ce Buau ma TaHMEHTHA PAaBaH HOCIE
noaupa ca rpadurom GyHkKIuje f y HEKUM IEJIOBUMa BPJIO OP30 mpecena rpafuk.



2. Oapenuru snokanne ekcrpemyMme pyurmuje f : (z,y) — z nepunucane jennaromhy

3zz +yz — In(3zy) = 2.

Mpeo pewewe: ITupepeHnupameM MO T JaTe jeHAKOCTU MMaMO

1
3z 4 3zzl +yzl — - =0, (1)
. , 1—-3zz . 9 L.
oJlaKjle nodujaMo |z, = m . Opumerumo ma je 3z° + xy # 0 jep je xzy > 0.
CinnyHo, qupepeHnupameM gaTe jeJHAKOCTU [0 Y UMaMO
1
3$z;+z+yz;—§:0, (2)
omakye modujaMo |z, = Loy
Vo Bzy+y? |

W3 cucrema
1-32z2=0, 1—-yz=0, 3zz+4+yz—In(3zy)=2
nmobujamo nse cranmmonapue tauke A(1/3,1) m B(—1/3,—1), npu uemy je z(A) =1mu z(B) = —1.
Ca caure (Cun.2) je jacHO ma Cy y TMM TadkaMa JIOKAJHW €KCTpeMyMu QyHKnmje f.

Cn.2 I'padur pymruuje f (meBo) m muBO sunMje (mecHO) y okonmuu Tauke A (cawgmo je m y
OKOJIMHU Tauke B).

HupepenmuparmeM jenrakoctu (1) Hajupe mo x, a 3aTUM U 1O Y, Kao U jexHakocTH (2) 1o y,
ysumajyhn y o63up ma je 2, (A) = 2, (A) = 2,,(B) = z,(B) = 0, gobujamo na je y cranoHapHIM
TaduKaMa

1 1
Bz +y)zl + = 0, 27,=0, (3z+y)ze+ i 0.

3aMeHOM OMroBapajynux BpemHOCTH HAJIA3UMO

2pa(A) = —20:(B) = =9/2| u |2a(4) = —2}x(B) = -1/2),

z? y? Yy
IITO 3HAYU a4 je Y TauykKM! A JIOKQJIH MaKCUMYM, a y Ta4YKN B JIOKaJTHI MUHUMYM.
HpeMa TOME, flnin - f(B) =—1m fnmx = f(A) =1.

Hanomena: 3anarak je pemaBaH cMmarpajyhm ma je ¢pyHEmMja f AMOIIANUTHO KeUHUCAHA
naroMm jemnakomhy. Mebhyrum, u3 Te jemHakocTu mMMaMoO UM €KCHIMIUTHO BpenHoCT (pyurnuje f
(Bumeru Tpehe pememe.)



Apyro pewewe: Axo je F(x,y,z) = 3xz + yz — In(3zy) — 2, rana je (crajmoBu ca mpenaBamba:
Tema3, erauctennuja u AudepeHnnjabUIHOCT UMIIUIUTHE (yHKIU]je)

B 3l F -1y

©F 3c+y Y F 3x+y’

Cranuonapue tauke A u B nobujaMo pemaBameM CUCTEMA

1
32z——-=0, z—-=0, F(z,y,2)=0.

1 1
;lzzﬁ, F;’z:y—, Fl=0, F/, =0, F/ =3 F =1
u
o —9z + 18222 — y o =3y + 22y — 3w oY + 6xyz — 3z
! 2Bz +y)? T Y y¥Bz+y)? T ay(Baty)?
Iasme ucto ka0 y IIpBom pememny.
Tpehe pewerwe: VI3 nare jenHakocTu cieam na je
2 + In(3zy)
YY) == > 0.
fy) =z =050y
HanasxkemeMm napnujasamx m3Boga moOUjaMo
. =3z + y + —3zIn(3zy) . 3z —y — yln(3zy)
v z(3z +y)? b y(Br+y)?
= 922 — 122y — y* + 1822 In(3xy)
o = (30 + ) ’
o 6zy — y? — 922 + 62y In(3zy)
o zy(3e + y)° |
1 = —922% — 122y + 32 + 2y? In(3zy)
v (3 + y)? ’

a naJse ucrto Kao y IIpBoMm pememy.

3. llaru cy ¢ysrmmja f: R? — R u ckyn D C R? ca
flay)=@-9*+u+1)° -3 D={(z,y) : y>z-3, y>-z-3,y<0}
Onpemutn majmamy u mHajsehy Bpemnoct pymrnmje [ ma crymy D.
Mpso peweme: Pyurimmja [ uma majMamy Bpemsoct —3 u To y Ttaukum A(—1,—1). s A € D
ciremu na je ngn flz,y) = f(A) = -3.
Kako je ckyn D je tpoyrao ca temenmma C(—3,0), D(3,0) u F(0,—3) u rako je rpapuk

¢yuruuje f mapabomounn ca remenoM y taukn A (Cu.3), Hajseha BpemHocT (yHKIMje Ha CKyILy
D je y mekoj on rauaka C, D wmm F. Ilomto je f(C) = f(D)=Tu f(F) =10, To je Ingxf(x,y) =

F(F) = 10.



~10 % 7
-10 -5 0 5 10 -3 4

Cn.2 Huso suuwmje pymrmmje f y oxonumam tauke A (yneBo) u tauke y obaactu D umje cy
BPEMHOCTU TeCTUPAHE 38 eKCTPEMHE BPEIHOCTH (IECHO).

Apyro pewemwe: Kako je f;, = 2(x —y) u f, = 4y — 2z + 2, raurka A je jemuna cranuonapha
Tauka (GyHEOUje f W OHa Mpumama cKymy D.
Oynrumje f(z,0), f(xr,x —3) n f(xr,—x — 3) (roje ompebyjy rpanuny ckyma D) umajy cra-

monapae tauke B(0,0), E(2,-1) u G(—-8/5,—7/5), npu uemy je f(B) = —2, f(E) = 6 n
f(G) = =14/5. Ymnopebyjyhu Bpemuoctu ¢ymruuje f y rauxama A, B,C,D,E,F,G Bugumo
na je (Cm.3)

min f(z,y) = [(4) = =3, max f(z,y) = J(F) = 10.

Hparan Hopuh



MATEMATUERA 2

IIpsu kosokBujym (16.4.2010) - I'pyna 6

1. Vctmraru menpekuaroct Gymrknuje f: R? — Ry rauknm (0,0) axo je

3+ g3 1 1
i 0,0
f(x,y)z x2+y28m$4+y4cosx4+y47 ( ,y)#(,
07 (:r7 y) = (07 O)
Pewewe: 3a (z,y) # (0,0) je
2 +y° _ = lyl® Y
< < = < .
|f(z,y)] < - R sy JI:QﬂIQ\JL‘IJr:CQJFyQIyI < |z +yl

IIpema Tome, f(z,y) — f(0,0) rama (z,y) — (0,0). Kakro je f(0,0) = 0, ¢pymrumja f je
nenperngaa y tadin (0,0).

2. Oapemutu Tejnopos MOMMHOM APYTOT cTeneHa Koju y okomuau tauke B(1,0) anpokcumupa
dyrrmmjy f: (r.y) — 2z mepuUHUCAHY UMINIMOUTHO Ca

224322 +y? + 20y + 6y — 202 —-3=0, z#0.

Peweme: 3a =1 u y =0 u3 nare jemnakoctu u ycaoa z # 0 modujamo | z(B) = 2.
Hudpepennupamem N0 T JaTe jeTHAKOCTA UMAaMO

2220 + 6z + 2y — 22 — 22z, = 0, (1)

omakye 3amenoM & =1, y = 0 u z = 2 mobujamo |z, (B) = —1]|.

CnnyHo, qupepeHnUpameM naTe jeJHAKOCTU 10 Y UMaMO

222, 4+ 2y + 2z + 6 — 222, = 0, (2)
onarse mpobujamo |z, (B) = —4|.

Hupepermupamem jemmaxoctu (1) mo x u 3amenom z =1, y =0, z =2 u 2z, = —1 mobujamo
, a jmpepeHmupameM jeanakoctu (1) IO y M 3aMEHOM HaBEJEHWX BPEAHOCTH, Kao
u z, = —4, pobujamo 2y, (B) = 9.

HupepermupameM jemaakoctu (2) mo y m 3amMeHOM oarosapajyhmx BpemmocTm mobmjamo
z2(B) = —17|.

Ysumajyhu y 063up BpeAHOCTH TapIUjaJHUX MU3BOAA MPBOT U APYror pena (yHruuje f y
Tauku B mmamo

1
Ta(z,y) = z(B)+dz(B)+ idzz(B)

1 2 2
= 2-do—ddy+ [—6d2® + 2 - (—9)dady — 17dy?]

7,

2—(x—1)—4y—3(x—-1)? =9z — 1)y — 5V

. 17 .
= 5w+5y731‘2 — Eyz — 9zy.



3. Oapemurn nokanHe ekcrpemyme ¢yurmuje f : (z,y) — 2% + y? npm ycaoBy 5(z +y)? =

d(zy +2).

Pewetse: TlomTo nartym yciioB MoseMo Hamucaru y obsimky o(x,y) = 0, rae je ¢(z,y) = 5a? +
5y% + 6zy — 8, Jlarpamxosa ¢yurnuja F je mara ca

F(x,y) = 22% + 2y + A\(52? + 5y* + 6zy — 8).
HanamemeM napiujagnux uspofa ¢pyHknuje F nobujaMo cUCTeM 3a CTalMOHADHE Tauke

20 +5Xx+3\y = 0
2y+bAy+3x = 0
522 +5y? +6zy = 8

IIpBe nBe jemnauymHe MOXKEMO IMOCMATPATU KAO XOMOTE€H CUCTEM

245Nz +3\y = 0
3xt+(2+5N)y = 0

no = m y. TpusBujanHO pememe TOr CUCTeMa HE naje pememe neaor cucrema (36or tpehe
jenpaumHe). Y CIOB 3a HETPUBMjAJHA DelIema je

’24—5)\ 3\

3 2+5>\‘:0

N3pauynaBameM IeTepMUHAHTE D061jaMo KBaApaTHy jemuaunuy 4A\24+5 \+1 = 0 unja cy pemema
/\1 = —1/4 n )\2 =—1.

3a A\; u3 OpBe jeaHaumBe je y = x, a u3 Tpehe x? = 1/2.

3a Ao 13 OpBe jemnaunne je y = —x, a u3 tpehe 2?2 = 2.

IIpema ToMe, crarmorapHe Tauke ¢pyukmmje F cy: A*(1/v/2,1/v/2,—1/4), B*(=1//2,—1/v/2,—1/4),
C*(v2,-v2,-1), D*(—V/2,v/2, 1), a crammonapue Tauke $pymEmmje f mpu ycaoy @(z,y) = 0
ev: AV VD), B-L/NVE, 1/V/3), C(V2,—v3), D(—3,V3).

HanomeHa.

ITapnujanau m3Boau apyror pena ¢yarumje F' cy:
e =4+ 10\, F)), =6, F,> =4+ 10,
na je
d’F(A*) = d*F(B*) = g(de — 2dzdy + dy?) = g(dx —dy)? >0
U3 ycaosa ¢(x,y) =0 caemu na je
Sxdx + bydy + 3zdy + 3ydx = 0.

3a tauke A u B je x =y, mro maje dy = —dz, na je 3a dr #0
d*F(A*) = d°F(B*) = g(dx + dz)* = 6dz* > 0.

IIpema Tome, y Taukama A u B ¢pysrnmja f uma gokanau MuauMyM npu yeiaoBy ¢(x,y) = 0.

Cimuno ce nmoduja 3a tauke C u D na je dy =dr u
d’F(C*) = d*F(D*) = —(dx + dy)* = —24dz? < 0,

mro 3Haun ga y taukama C m D ¢ymrnuja f uma jokaJgHU MakcuMyM npu yciaoBy ¢(z,y) = 0.

Ilparan Hopuh



MATEMATUERA 2

IIpsu kosokBujym (5.4.2011) - I'pyna 7

1. Tara je ¢pyHERIUIja
x® — 2t 1
3+ cos ,  (z, 0,0
f(:c,y) _ 372 + y2 /:E2 +7y2 ( y) 7£ ( )
3, (z,y) = (0,0).

a) Ilokasaru ma je ¢pymrnuja f menperumna y tauru (0,0).

6) Wenuratu na ma nocroju fy(0,0).

Pewete: a) Axo je h(z,y) = f(z,y) — 3, Tama 3a (x,y) # (0,0) mmamo ma je
4 2 2

P — = y x
2|y|+x2+y2

< 22 < |yl + 22

h(z,y)| <

IIpema Tome, h(z,y) — h(0,0) rama (z,y) — (0,0), ommocuo f(x,y) — 3 rama (x,y) — (0,0).
Kako je f(0,0) =3, pynkuuja f je nenperkunna y tauku (0,0).

6) 3a y#0 je
f(0,y) — f(0,0) 1 ¢° 1 1
== - cos = = cos
y Yy y |yl
. 1 .
MebyTtum, rpasnysa BpemHocT ¢QyHKOUje g : Yy — cosm kama y — 0 mHe mocrToju. 3amcra, 3a
1
Un = 5~ (n € N) je g(yn) = cos(2nm) = 1, mok 3a y, = 2t o nmamvo ga je g(yn) =

cos (g + 2n7r) =0.

I[Tomro He mMOCTOjU rpaHUYHA BPEAHOCT KOJWYHUKA MaPIVjalHOr IpUpamTaja no Yy (QyHKIU]je
[y maukm (0,0) u mpupamraja aprymenta y, se noctoju mu f;(0,0).

2. Ogapemutu nokajiHe ekctpemyme ¢ymrmuje [ : (z,y) — 2 AeduHMCAHE WUMIUTUIUTHO
jemmakomhy F(x,y,z) =0, rae je

F(z,y,2) = 22° + y* — 22% 4+ 22y + yz + 10.

Pewewe: ITupepeHnupameM MO T HaTe je HAKOCTU MMaMO

4o — 422, + 2y +yzl, = 0, (1)
oJaKjIe moOUjaMo
, dx + 2y
z, = ——
¥ —4dz+y

Camuno, mudepeHIUpamEM TaTe jeTHAKOCTU M0 Y MMaMO

2y —4zz, + 2x 4 2z 4 yz, = 0, (2)
omakJIe mooujaMo
, 20 4+ 2y + 2
2y = -
Y —4z+vy

CTaHI/IOHapHe Ta4vKe€ HaJa3MMO DemaBambeM CHUCTeEMa

F(x,y,2) =0, 2.=0, =z =0.



U3 2, = 0 umamo y = —2z, a u3 z; =0 umamo z = 2x. 3aMEHOM OBUX BPEIHOCTHU Yy j€IHAKOCTU

F(z,y,z) = 0 no6ujamo 22 = 1. Ilpema Tome, cramronapue tauke cy A(l,—2) m B(—1,2), npn
uemy je z(A) =2 mu z(B) = —-2.
Cana Tpeba nmposeputu fa nu cy y Taukama A u B moramau ekctpemymu ¢yHEuuje f.
INupepenmupamenm jennaxoctu (1) mo x, 0qHOCHO mO Y moBUjamMo

4 — 4zl 2l — 4220 + y2ll, =0,
—4zy 2z, — 42z, + 2+ 2, +yz,, =0,
a mudepeHIUpameM jemHaKocTu (2) mo y mobujamo
"

2 —dzyzy — A2z + 2, + 2, +yz,e = 0.

W3 oBuUx jemmakocTty Haaa3wMO ma je

2 1 1
a:zQ/UIQ(A):gv b:ZIm/y(A):gv C:ZgZ(A):g
. 9 1 . . .
Kaxko je ac —b° = % >0wua>0,y rauku A je sokamau MUHUMYM, [min = f(A) = 2. Canuno
2
mobujaMo ga je y Tauku B JOKaHU MakCUMyM, [fmax = f(B) = —2, jep je y m0j a = —

1 1
b:c:—g,ac—b2:2—5>0,a<0.

3. Ogpemntn HajMamy u HajBehy BpennocT (yHKUMIje
[ (x,y) — 22% — 4oy —y* +122 -3
ma obnactu D = {(z,y) : —2<x <4, -1 <y <5}

Pewewe: O6mact D je xoMmakran ckyn y R? (3aTBOpEH U orpaHunueH), ma ¢pyHrmja f (Koja
je HenmpekmnHa Ha D) 3amcra nMma u HajMamy u HajBehy BpensocT Ha o6mactu D. Te BpemHOCTH
ce MOCTWAKY WM Y yHYTPaIBbocTu obinactu D miam Ha BEeHOj TPAHUNM KOjy YMHE YeTUDPHU LY7KU

Ly ix=-2 ye[-1,5]; Ly:xz=4, ye[-1,5]
Ly:y=-1, x€[-24]; Ly:y=5, z€[-24].

1. Kako je fl. =4z —4y+ 12 m f; = —4x — 2y, y yHyTpammocTu objactu D mocTtoju camo
jemma cranmonapua tauka, A(—1,2), npu uemy je f(A) = —9.

2. Ha mysum L1 mmamo ¢pymknmjy g1(y) = f(—2,y). Kako je g1(y) = f,(=2,y), u3 jenmaxocru
fy(=2,y) = 0 nobujamo y = 4. Crammonapua rauka ¢pynxuuje f (yciaosHO, Ha mysxu Ly) je
B(—2,4), npu uemy je [(B)= —3.

3. Ha mysxm L, me mocrojm crammoHapHa Tauka jep u3s jemHakoctu f,(4,y) = 0 mobujamo

y = —8.
4. Ha mysm L3 tarobe He mocroju craumoHapHa Tauka jep u3 jemHakoctu fi(x,—1) = 0
nmobujamo x = —4.

5. Ha mysxm L4 mobujamo crammonapuy tauky C(2,5) (u3 ycmosa f,(z,5) = 0 mmamo z = 2),
upu yemy je f(C) = —36.

6. Y KpUTHYHe Tauke yKJbYyUyjeMo U FpaHUuYHe Tauyke oBUX myxu. To cy Tauke P(—2,—1),
Q(4,-1), R(—2,5) u S(4,5), npu uemy je

f(P)=-28, f(Q) =92, f(R)=-4, [f(S)=-28



Ymopebyjyhu Bpennocru ¢pyurmuje f y raukama A, B,C, P,Q, R, S HasazuMo xa je
max f = /(Q) =92, minf = f(C) = ~36.

Ha caumnm rpagura ¢pymrmuje f manm obmamhy D jacHO ce Bume moOujeHe eKCTpEMHE BpeI-
HOCTH.
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Ilparan Hopuh

Ha xpajy, eBo u Tpu omabpana ’6ucepa’ u3 pamgoBa OBe Ipylie 3alaTaKa.

1 2
! cosS ——>1, —-
x? + 12 i)

~
~

2yt 2y = Zy2s



MATEMATHWRA 2

[IpBu nucMmenm koJdokBujym, 17.4.2012

I paran bHopuh




3agaun u pellera

1. Vcnuratu menpekunaoct dpyurmuje f: R — Ry taukn (0,0) ako je

% — 32%y | 1

f(x7y): \/WSlnx2+y4’ (1‘7y)§£(070)
0 (z,y) = (0,0)
Pewere: 3a (:L"y) £ (0,0) je
xz IEQ +y4 ' .
i@yl < o =3yl < o3yl = VE P =3y — 0, (5,) — (0,0).

IIpema Tome, f(z,y) — f(0,0) xama (x,y) — (0,0). Karo je f(0,0) = 0, ¢pynxmuja f je
HempekugHa y tauku (0,0).

Ha caunw je mar rpadur ¢pysruuje f y okoaunu rauke (0,0).




2. Oapenuru nokauade ekcrpemyMe Gymknuje [ : (x,y) — 2z 3amaTe UMIIUIUATHO jeaHakomny

24y 42— —yz+ 20+ 2y —14=0.

Pewewe: Axo je F(x,y,2) =22 +y?> + 22 —x2z — yz + 22 + 2y — 14, taza je

/ /
/ Fx ! Fy

na cTamuMoHapHe Tauke mobwjamo u3 cuctema F), =0, Fé =0u FF=0. Kako je F, =2x — 2+ 2

u F, =2y —z+2, us jemmakoctu [, =0 u F, =0 crem na je y =z u z = 2z + 2. 3amenom y

u z y jemnaxkoctu F = 0 mobujamo ma je x2 +4x —5 = 0, mro 3Haun na je © = —5 mwmm = = 1.

IIpema Tome, crammonapue tauke cy A(—5,—5) u B(1,1), npu uemy je f(A) = -8 u f(B) =4.
N3 jemnarkoctn (1) cremm ma je

i (Fpe + By -2 F, - Fi(F, + Fo - 2,)
Zz2 = — F/2 . (2)

z

O63upom ma je y cranmmoHapauM Tadkama z, = F. = 0, u3 jemmaxoctu (2) BumuMo ma y cra-
/"

7" 2 . .
OMOHADHUM TadKaMa BakU Z,2 = — FJ'C’ . Ha wmctu maumun m3 jemmakocTu (1) nodbujamMo ma y
4
F// FII
"o y?2 "o YT .
CTAIMOHADHUM TadKaMa BaERU Zy» = — T U 2y = — o peMa ToMme, 3a GpyHKIU]Y [ mMamMo
z z
Ia Je y CTallMOHAPHUM TauvKaMa
2
" 1 "
Z.2 = Z = = O
v 2 x4y —22 Y

(Jep je Fo =F/o =2, Fy =0n F. =2z -z —y).

z2 T
Cnennjanuo, y Taukn A je

1 1
Zyp = Zys = 3 d’f(A) = g(dx2 + dy?),

ay raukm B je
1 1
2l = 2l = ~3 d’>f(B) = _§<d$2 + dy?).

IIpema tome, pyrrmmja f : (x,y) — z y Taukn A mMa JIOKQJIHM MUHMMYM KOJU je jemHak
—8, a y Tauku B mMa JIOKaJHM MaKCUMyM Koju je jemHak 4. Jlakie,

,/‘min - /(~U — S, ,/'nmx - /(/))) = 4.




3. Oapemwru majmamy u Hajsehy Bpemmoct dymrmuje f(x,y) — (v —2)% + (x —y)? + 2 ma
ckyny D= {(z,y) : >0, 0<y < —z+5}.

Pewetse: O6mact D je rpoyrao unja cy remena C(0,0), E(5,0) u F(0,5). Bpennoctn pyHknMje
f y mam raukama cy: f(C) =6, f(E) =36 u f(F) = 31. ®yuruuja f uma camo jemny cra-
muonapry Taury A(2,2) m oma mpunanma obmactu D. Kako je f(A) = 2, y koHERypemumju 3a
alcoayTHA eKcTpeMyM Ha D octajy Tauke A u F.

I'panuny obaactu D uune crpanune C'E, CF u EF tpoyraa CEF.

Ha crpanvmu CFE je f(x,y) = f(x,0) = 222 — 42 + 6. MunumyM oBe KBaapaTHe (YHKIHUje
ce moctwke 3a x = 1, ma Taury B(1,0) Tpeba y3eTu Kao KaHAUmATA 34 AlCOJLYTHU EKCTPEMYM
¢yurnuje f ma obmactu D. Mebyrtum, raro je f(A) < f(B) =4 < f(E), rauka B unak Huje
TayKa alCoJyTHOr eKcTpemyMa (yuknuje f ma D.

Ha crpammmu CF je f(x,y) = f(0,y) = y? + 6, na ¢yEEmuja f Hema JOKAJIHUX eKCTpeMyMa y
yHyTpammuMm Tadykama mysxu CF.

Ha crpamumu EF je

flx,y) = fz,—2 +5) = (x - 2)* + (22— 5)° + 2 = g(2).
Karo je ¢'(z) = 10x — 24, ¢ymxmmja [ ma nyskm EF (kBanpaTHa (yHKIUja) MMa MUHIMYM
12 1
3a x = 12/5. Jla au je D(?’;
11
fA) < f(D) = = < f(F) Bumumo ma Huje.

) Tauka arncoJyTHOr ekcTpemyMa ¢yuruuje f ma D? U3

IIpema ToMme,
n%n f=fA)=2 max f=f(F)=36.

Ha caunwm je mar rpadur ¢pymrnumje f ma kBamgpary [0,5] x [0, 5].




MATEMATHWRA 2

[IpBu nucmennm koaokBujym, 20.4.2013

I paran bHopuh




3agaun u pellera

TV (o) £ (0.0)

(xv y) = (07 O)

1. Jloka3zat; ma je GpyHKOUja
flz,y) =
0,

menpexnmna y tavkm (0,0), a 3aTuM qOKa3aTU A He MOCTOje MAPIWjAJHU M3BOAU T€ (YHKIWje
(#,y) = (0,0).

y taukn (0,0).
Peweme: 3a (z,y) # (0,0) je
2 2
7+
@y € 5= = Va2 + 7 =0,
Va4 y?
IIpema Tome, f(z,y) — 0 xama (x,y) — (0,0). Karo je f(0,0) = 0, dynxmmuja [ je
HempekugHa y tauku (0,0).
IlomTo je
f(Az,0) - £(0,0)  (Ax)® Az { 1, Az>0
Az Azy/(Az)? |Az| -1, Az <0,
. Az £(0,0)
He MOCTOjM FPAHNYHA BPEIHOCT KOMMYHAKA — =~ Kala Az — 0.
x
IIpema ToMe, He TOCTOjU MAPUMjaJHNU U3Box Mo x ¢yHEKIUje [ v Tauku (0,0), a camum
TUM He TOCTOje HU MapIUjaJJHU M3BOMU (YHKIMje f y TOj TAUKU.

Ha caunm je mar rpaduk ¢yuruuje f y oxomunum tauke (0,0).

4
7

7
5295%%
22000000




2. Oapenuru nokauade ekcrpemyMe Gymknuje [ : (x,y) — 2z 3amaTe UMIIUIUATHO jeaHakomny

2?4y 422 —3xz —xy—4r+ 2y +42+4=0.

Pewewe: Axo je F(x,y,z) = 2% +y? + 22 — 322 — vy — 4o + 2y + 42 + 4, Tazna je

/ /
/ Fx ! Fy

m:—@, Zy _le7 (1)

z

na cTammoHapHe Tauke nobujamo w3 cuctema Fo, =0, F; =0u F =0. Kako je F, =22x—-32—y—4
u Iy =2y —r+2, us jernakoctu Fy, =0 u Fy =0 crenn na je z =y u v = 2y + 2. 3aMeHOM T U
z y jemmaxoctu F = 0 mobujamo ma je y(y + 1) = 0, mro 3maun na je y = 0 mm y = 1. Ilpema
ToMme, cramuonapre tauke ¢y A(2,0) u B(0,—1), npu uemy je f(A)=0mu f(B)=-1.
N3 jemnarkoctn (1) cnemn ma je
" (Fpe + Fy, - 2 FL — Fy(FL, + Fo - 2,)
Zp2 = — 2 . (2)

z

O63upom ma je y cranmmoHapauM Tadkama z, = F. = 0, u3 jemmaxoctu (2) BumuMo ma y cra-
/"

" 2 . .
OUOHAPDHUM TA4YKAMa BAKH 22 = — F’f/ . Ha wncrtw maunmn w3 jemmakoctu (1) mobujamo ma y
z
1/ 1!
CTAIMOHADHUM TadKaMa BaXHd 2. = —Fy2 "zl = —Fzy
I p v R wy = T R
: 1/ 1/ 1/ /Z ? :
Kako je F >, = g2 = 2, Fyy=—1mnF, =22—3x+4, 3a pynrmmjy f y crammonapauM Taukama
BaXKN
" " -2 7 1

A = Z = —————--- zZ =

2T T o 344’ T T 2, _3p+ 47

Crennjanso, y Taurn A je

1 1
Zgo =z =1, 2, = —3 d?f(A) = da? — dady + dy* = 3 (dz? + dy? + (dz — dy)?),
ay raukn B je
1
Zge =2y = —1, 2y, = 3 d*f(B) = —dz® 4 dzdy — dy* = —d*f(A).
IIpema Tome, pynrmmja f : (x,y) — z y Taukn A mMa JIOKQJIHM MUHMMYM KOJU je jemHaK

0, a y Taukm B mMa JIOKaJIHM MakCcUMyM Koju je jemHak —1. Jlakme,

,/‘min /(‘1) [) ,/'m;lx /(/))) l




3. Oapemntu Hajmamy u Hajsehy Bpemmoct dymrmmje f(z,y) — 222 — zy + 2y + 5z — by Ha
cryny D= {(z,y) : * >0, y >0, 2% +y* <9}.

Peweme: Obaact D je neo kpyra ¢ nearpom y (0,0) u noaynpeunukom nyskune 3. PyHKIUja
f mma camo jemmy crammonapry tauky A(—1,1) u oma npunama o6mactu D.

['panmny o6mactu D uune nomynpeununu GE u GF u neo EF (mamn) kpyxmune 22 +y% = 9,
rae cy G (uenrap kpyskanune), E(—3,0) n F(0,3) rpanuune taure obmaactu D.

Bpemnoctn pymrnumje f y momemyTum taurama cy: f(A)= =5, f(E) = f(F)=3u f(G)=0.
Ha monympeurnry GE je f(z,y) = f(z,0) = 22245z, a ma monynpeunury GF je f(0,y) = 2y*>—5y.
MunrMyMu OBUX KBaJpaTHUX (GYHKOUja ce HOCTWRY 3a * = —5/4 m 3a y = 5/4, ma rauke
B(—5/4,0) u C(0,5/4) tpeba y3eTu ka0 KaHmUIATE 3a alCOIyTHU eKCTpeMyM (yHknuje f Ha
obnactu D. Mebyrtum, rako je f(A) < f(B) = f(C) = —25/8 < f(E), rauke B u C unak Hucy
TayKe aIlCOJIyTHOT ekcTpemyMa (ymkmuje f ma D.

Ha snyxy EF mvaMo mpoGiieM yCIOBHOT eKcTpeMmyMa (yHrmuje f mpum ycaosy ¢(z,y) = 0,
rue je ¢(z,y) = 2 + y?> — 9. Jlarpamxona ¢ymrmja L(z,y) = f(z,y) + \p(z,y) nma ase
cranpoHapHe Tadke o4 KOjux camo tauka D(—3/v/2,3/v2) mpumama obmactm D. Kako je

15
0< f(D) = 5 (3 — 2\/5) < 3 = f(F), rauka D HEje Tauka alCOJyTHOT €KCTpeMyMa (yHKIU]je
f ma D.

IIpema ToMeE,

mgn f=f(A)=-5 ]l][z}X f=f(F)=f(F)=23.

Ha caunwm je mar rpaduk ¢pymrnmje f ma kBampary [—3,0] x [0, 3].

15

104 \




MATEMATHWRA 2

[IpBu mucMmennm koJdokBujym, 22.4.2014

Hparan Hopuh




3agaun u pellera

1. lokasatu na je pymemmja f : R? — R medurncana ca

y3 cosz + 23 Cos Yy

flz,y) = N =3, (z,9) #(0,0)
=3 (z,y) = (0,0)

wenperkunna y tauku (0,0) u uspauynaTu meHe napuujaane usBome upsor pena y tauku (0,0).

Pewewe: Kako je f(x,y) = g(x,y) — 3, rme je

y3cosz + 23 cosy

gla.y) = T @700
07 (l'vy) = (0,0)7

pyuruuja f je Henperknmaa y taurn (0,0) ako je pyHKIMja g HEIPEKUOHA Y TO] TAUKU.
3a (z,y) # (0,0) je
2 2

lv°| |2°] y x
glz,y)| < = . +
9, y) M+ ==

- ||

=y Ve Veew

o+ ,/m ;- lal < Iyl + o],

wro 3Haum ga |g(z,y)| — 0 xama (z,y) — (0,0

IIpema Tome, g(z,y) — ¢(0,0) kama (z,y) — (0,0), ma je pyHKIja ¢ HEIPEKNIHA ¥ TAUKA
(0,0). VI3 HempeKnaHOCTA (YHKIHUjE ¢ CJIea U HEIPEeKUAHOCT QyHKIuUje f.

Ha caunu je mar rpadur ¢pysruuje g y oxosuuu tauke (0,0).

Cu.1 I'padur ¢pysrnuje g

ITapnujanau n3Boau GyHNUje f UCTU Cy KAaO onroBapajyhm mapiujasay usBoau GyHKIUje g.



2. Onpenutn ntoKamHE eKcTpemyMe (yHEMUje f : (2,y) — 2 3amaTe UMIUIUIUTHO jeHAKOMNY
22 —ayz+ayP+2°=0
y3 ycaoB x > 0.

Pewewe: Axo je F(z,y,z) = 22 — xyz + zy® + 23, Tana je

/ /
! Fz o Fy

zz__F;7 Zy——FZ/7 (1)
na cTaMoHapHe Tauke pobujamo u3 cuctema Fo, =0, Fé =0u F =0. Kako je F!, = —yz+y*+322
u Iy = —xz + 2vy, us jemmaxoctu F, =0 u F, =0 crem na je z =2y u y? = 322, BamenoM y u

2 y jemmakoctu F = (0 mobujamo ma je z%(6 —x) = 0, mTo 3maum ma je z = 6 (jep mmamo yciaos
x> 0).

[pema ToMme, crammomapre rauke cy A(6,6v/3) u B(6,—6v/3), npu uemy je f(A) = 12¢/3 n
f(B) = —12V/3.

N3 jemnaroctu (1) ciaean ma je y CTaIMOHADHUM TadkKama

" " "
" _Fz2 6 " Fyz 2z " __ny_ z2—2y

o2 T F’:xy—2z’ Zy2:_F’:xy—2z’ Foy = F' 2z—ay

z z

Crnenujaano, y Tauku A je

1 1
Z”2 — \/57 ZHQ =, d2 A) = \/§d$2 + —d 27
“ Y 3 f(A) 5w
a 'y rauku B je
1 1
=3, 2 =—— d*f(A) = —V3d2® — —dy>.
“ Y 7 f(4) Neikd

IIpema Tome, ¢pyurmuja f: (x,y) — z y Taukm A uMa JIOKaJIHU MUHAMYM KOJU je jemHak
12v/3, a y Tauku B uMa JIOKaJIHM MAaKCUMyM KOju je jemHak —12 V3. Iakue,

,/‘Inin - /(‘1) — 12\/3 ,/'nmx /(/;) l2\/§

3. Oxpemuru HajMamy u HajBehy Bpeamoct gymkmaje f(x,y) — (z—2y)%+(x—2)%+(y+2)2 -3
Ha ckyny D, rae je D tpoyrao uuja cy temena tauke A(0,0), B(2,-2) u C(2,2).

Peweme: ®yurnuja f uma camo jenny cramuonapuy rauky D(1,0) u ona npunana obmacrtu D.
Kako je f(A) =5, f(B) =33, f(C)=17u f(D) = 3, y KOHKypPEHIU]U 3a ANCOILYTHA €KCTPEMYM
ma D ocrajy Ttauke D u B.

I'panuny ot6aactu D uune crpanune AB, AC u BC tpoyraa ABC.

Ha crpamumu AB je f(x,y) = f(x,—x) = 1122 — 8x + 5. MunumyM oBe KBagpaTHe (yHKIHUje
ce moctmke 3a x = 4/11, na rauxy FE(4/11,—4/11) Tpeba y3eTnm Kao KaHmUZATA 3a ANCOIYTHU



exkcrpeMyM ¢yurmuje f Ha obmactu D. Mebyrum, kako je f(D) < f(E) = 39/11 < f(B), Taura
F wnax Huje Tauka amcosyTHOT ekcTpemyMa QyHEmuje [ Ha D.

Ha crpammmu AC je f(x,y) = f(z,2) = 322 + 5, na ¢ymrmmja f ma crpamauma AC cTporo
pacre.

Ha crpanumu BC je f(z,y) = f(2,y) = 5y* — 4y + 5. MunumymM ose KBagpaTHe (yHKNHUje ce
moctske 3a y = 2/5. Ila au je F(2,2/5) rauka ancoayTtHor ekcrpemyma ¢yrruuje f na D? U3
f(D) < f(F)=21/5 < f(B) BunuMo na HUje.

IIpema ToMme,
ngn f=f(D)=3 max f=f(B)=233.

Ha caunn (neBo) je mar rpadur ¢pyrrmmje f Ha ckymy [0, 3] X [—3,3] ca o3HadeHNM Taukama
HajMame u HajBehe Bpemnoctu (yHkuuje Ha obmactu D. I[Ipumermmo, na je D uctoBpeMeHO n
TavKa alCoIyTHOI MUHUMyMa (pyHEIUje f, Mok B HUje HU Tadka JOKAJIHOL eKCTPpeMyMa (yHKIje
f (cmmka necwo).

i

=10

Cn.2 I'papur pynruuje f Ha crymy [0,3] x [—3,3] (1eBo) u Ha mupeMm ckyny (mecHO)



MATEMATHWRA 2

[IpBu mucMmenm koJdokBujym, 18.4.2015

I paran bHopuh




3agaun u pellera

1. Oymsrnumja f : R? — R medunucana je ca

(32" + y*)zy

: , wy € K
flx,y) = < sin(zy)y/a2 + y2
0, ry € K

rne je K = {kr : k € Z}. Vicnurarn venpeknnnoct ¢pyuknuje f y raukm (0,0).
323 + 92

Pewerme: Axo je g(z,y) =
x? + y?

n h(IE,y) = $7 Tazna je f(xay) = g(x,y)h(z7y) 3a

xy ¢ K. Kako je f(0,0)=0mu limoh(x,y) = 1, menpexugnoct ¢pyurnuje f y tauru (0,0) 3aBucu
TY—

on ¢yHEOUje g.

3a (z,y) # (0,0) je

3|27 Y o | a? y? 2
s < = 3 _ — < 3 s
|g(.’l} y)| — \/Z’2 + y2 + \/xz ¥ y2 -z 5!72 + y2 + |y| 1,2 + y2 < 017+ |y|

mro 3Haun na |g(x,y)| — 0 rana (z,y) — (0,0).

IIpema Tome, f(x,y) — f(0,0) kama (z,y) — (0,0), ma je mara pyurmuja f HempexkmmHA y
Tauku (0,0).

2. Onpenntn nokamHe ekcTpemyMe (yHEMMAje f : (2,y) — 2 3amaTe UMILUTUIUTHO jeTHAKOMNY

322 + 9% + 222 + 3y +yz = 4.

Pewewe: Axo je F(z,y,z) = 3% + y? + 222 + 3zy + yz — 4, Tana je
,__F,_F

Zm:_ﬁa Zy:_ﬁa (1)
na cTamMoHapHe Tauke mnobujamo m3 cuctema Fi, =0, Fé =0u F=0. Kako je F. =6z +3y u
F, =2y + 3z + z, u3 jemnakoctu I, =0 u Fy =0 cremn na je y = —2r u z = r. 3aMeHOM Y U 2
y jemnaxoctu F =0 nobujamo na je 2 = 4, mTo 3HaumM na je = £2.
[Ipema Tome, crammonapre tauke cy A(2,—4) u B(—2,4), npu uemy je f(A) =2 wu f(B) = —2.
N3 jemnaroctn (1) cienm ma je y cTalMOHADHUM Tadkama

1
a:Z”Q:_Fa/:g = — 6 C:ZI/QZ—Fy2 = — 3 :Z” :—Fély = — 2 .
o F! 4z + vy’ Y F! 4z +y’ i F! 4z +y
. . 3 . 3 3 , 3
Crneuujanno, y Tauku A je a = —= u ac — b* = 16’ ay Tauku B je a = i ac— b = T

IIpema Tome, pyurmuja f : (z,y) — 2z y Taukn A MMa JIOKAJIHM MaKCUMyM KOjU je jeaHak
2, ay Tauku B mMa JIOKaJIHM MUHUMYM Koju je jemmak —2. Jlakie,

fumx — f(‘” =2, fnliu — f(l))) = -2




3. Oxmpemnrn nokasnHe ekcrpeMyMme ¢ymkmaje f : (z,y) — xy® npu ycaoy 22 +y? = 4 m

y # 0.

Pewetse: Jlatu ycnoB mpexncraBiba KpysKHULY 0e3 Tadaka (—2,0) n (2,0) u Moke na ce 3aMeHM

ycroBoM y = V4 — x? wm y = —v4 — 22 3a x € (—2,2).

Y npBom ciy4ajy je
fla,y) = x(4 —a?)Vd—a? = g(x).

Kaxo je ¢'(z) = —4vV4 — 22(2% — 1), pynrmmja g omana 3a = € (—2,—1) mw 3a z € (1,2), a pacre
3a 2 € (—1,1). To 3maun ma je (¢1.1) gmin = 9(—1) & gmax = g(1). Y oba cayuaja je y = V3 u

f=-3V3.

Can.1 I'padur pyuruuje g (meBo) u rpadur pyarmmje h (mecHo)

Y mpyrowm cayuajy je f(x,y) = —g(z), na je y Tauku x = —1 JIOKQJIHU MAKCUMyM, a y TAUKU
r = 1 JIOKAJTHM MUHUMYM, OpH deMy je y = —/3 u f = 3v/3.

Apyro pewewe. Y mnomapHUM KOOpIWMHATAMA AATHA YCJIOB je T = 2c0sp m Yy = 2sinp 3a x €
(0,7) U (m,27), a pyEKIMja f Ipm TOM yCJIOBY je maTa ca

f(z,y) = 2cos ¢ - 23sin® p = 16 cos psin® p = 16A(p).

Kaxo je W (¢) = sin? ¢(3 — 4sin? ), ¢pyurnuja h uMa YeTwpn cramoHapHe Taduke KOje A00UjaMo

3 T 27 47 o
3 ycaoBa sincp::tg (cm.2). To cy ¢ = 3 P= g P =g ne= o,
Ol BbUX TadKe JIOKAJIHOI MAKCUMyMa, a Apyre IBe Tadke JokaJdHor muauMmyMma. Onrosapajyhe

Tauke JgokasHUX ekcrpemyma dymukmaje f cy A(1,v/3), B(—1,v/3), C(~1,—v3) u D(1,—/3).

Ipa 4eMy Cy IBe




Tpehe pewere. [Metonom JlarpamxoBOr MyJITUIINKATOPA]
3aHUMJIBUBO 18 3a jegHO A, Ha mpuUMep A = 3\/5/2 nobujaMo cBe CTalMoHapHe Tauke (BUIU
CIIVKY )

Cu.3 I'padur pysruuje F' = f + Ay HOBO nuHmje pyuruuje F

Ucro mobujamo u 3a A = —3\/§/2.
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