
M A T E M A T I K A 2
Prvi kolokvijumi 1995 - 2015

22 primera - 66 rešenih zadataka

DRAGAN ÐORIĆ
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MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (25.3.1995) - Grupa 1

1. Data je funkcija f(x, y) =







x2y − xy2

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

a) Ispitati neprekidnost funkcije f u taqki (0, 0).

b) Ispitati egzistenciju
∂2f

∂x∂y
(0, 0) i

∂2f

∂y∂x
(0, 0).

Rexe�e: a) Poxto je f(x, y) =
x2y

x2 + y2
− xy2

x2 + y2
za (x, y) 6= (0, 0), sledi da je

|f(x, y)| ≤ |x2y|
x2 + y2

+
|xy2

x2 + y2
≤ |y|+ |x| → 0 ((x, y)→ (0, 0)),

xto znaqi da je f neprekidna u (0, 0).
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1

z

-1
1y

-1

1

x

b) Na osnovu definicije izvoda je

∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)
x

= lim
x→0

0

x
= 0,

∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)
y

= lim
y→0

0

y
= 0,

a za (x, y) 6= (0, 0) je
∂f

∂x
(x, y) =

2xy3 + x2y2 − y4

(x2 + y2)2

∂f

∂y
(x, y) =

x4 − x2y2 − 2x3y

(x2 + y2)2
.

Me�utim,
∂2f

∂x∂y
(0, 0) = lim

y→0

f ′x(0, y)− f ′x(0, 0)
y

= lim
y→0

−1
y

= −∞



∂2f

∂y∂x
(0, 0) = lim

x→0

f ′y(x, 0)− f ′y(0, 0)
x

= lim
x→0

1

x
=∞,

pa mexoviti parcijalni izvodi ne postoje.

2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f(x, y, z) =
2

x
+
x2

y
+ z +

y2

4z
.

Rexe�e: Diferencira�em date funkcije po x, y i z dobijamo

f ′x = − 2

x2
+

2x

y
, f ′y = −x

2

y2
+

y

2z
, f ′z = 1− y2

4z2
.

Iz sistema f ′x(x, y, z) = 0, f ′y(x, y, z) = 0, f ′z(x, y, z) = 0 i x, y, z 6= 0 dobijamo dve stacionarne
taqke: A(1, 1, 1/2) i B(−1,−1,−1/2). Poxto je

f ′′x2 =
4

x3
+

2

y
, f ′′y2 =

2x2

y3
+

1

2z
, f ′′z2 =

y2

2z3
,

f ′′xy = −2x

y2
, f ′′xz = 0, f ′′yz = −

y

2z2
,

dobijamo da je

∆(A) =





6 −2 0
−2 3 −2
0 −2 4



 , ∆(B) =





−6 2 0
2 −3 2
0 2 −4



 .

Na osnovu Silvesterovog kriterijuma sledi da je fmin = f(A) = 4 i fmax = f(D) = −4.

3. Odrediti najma�u i najve�u vrednost funkcije f(x, y) = x2 + y2 na oblasti

D =

{

(x, y) :
x2

9
+
y2

4
≤ 1

}

.

Rexe�e: Lagran�ova funkcija

L(x, y;λ) = x2 + y2 + λ

(

x2

9
+
y2

4
− 1

)

ima qetiri stacionarne taqke: A(3, 0), B(−3, 0), C(0, 2) i D(0,−2), a u unutrax�osti date
oblasti je stacionarna taqka E(0, 0). Upore�iva�em vrednosti funkcije f u ovim taqkama
nalazimo da je

max
D

f = f(A) = f(B) = 9, min
D

f = f(E) = 0.
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MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (25.3.1995) - Grupa 2

1. Data je funkcija f(x, y) =







xy
√

x2 + y2
sin

xy

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

a) Ispitati neprekidnost funkcije f u taqki (0, 0).

b) Ispitati diferencijabilnost funkcije f taqki (0, 0).

Rexe�e: a) Na osnovu nejednakosti

|f(x, y)| ≤ |x||y|
√

x2 + y2
≤ |x||y|√

x2
= |y|

zak	uqujemo da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = f(0, 0) = 0, xto znaqi da je funkcija f neprekidna u

(0, 0).

0

0.339

z

-1

1

y

-1

1

x

b) Na osnovu definicije parcijalnog izvoda je

∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)
x

= lim
x→0

0

x
= 0,

∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)
y

= lim
y→0

0

y
= 0,

a na osnovu definicije priraxtaja

∆f(0, 0) = f(∆x,∆y)− f(0, 0) = ∆x∆y
√

(∆x)2 + (∆y)2
sin

∆x∆y

(∆x)2 + (∆y)2
.

Poxto su parcijalni izvodi u taqki (0, 0) jednaki nuli, funkcija je u (0, 0) diferencija-
bilna ako je

∆f(0, 0) = o
(
√

(∆x)2 + (∆y)2
)

, kad (∆x,∆y)→ (0, 0).

Me�utim, za ∆y = ∆x

∆f(0, 0)
√

(∆x)2 + (∆y)2
→ 1

2
sin

1

2
, (∆x,∆y)→ (0, 0)

pa funkcija f nije diferencijabilna u taqki (0, 0).



2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f(x, y, z) = 2x2 +
y2

x
− 4z +

2z2

y

Rexe�e: Poxto je

∂f

∂x
(x, y, z) = 4x− y2

x2
,

∂f

∂y
(x, y, z) =

2y

x
− 2z2

y2
,

∂f

∂z
(x, y, z) = −4 + 4z

y

funkcija f ima samo jednu stacionarnu taqku M(1/4, 1/4, 1/4). Nala�e�em parcijalnih
izvoda drugog reda,

∂2f

∂x2
= 4 +

2y2

x3
,

∂2f

∂x∂y
= −2y2

x2
,

∂2f

∂x∂z
= 0,

∂2f

∂y2
=

2

x
+

4z2

y3
,

∂2f

∂y∂z
= −4z

y2
,

∂2f

∂z2
=

4

y
,

u taqki M dobijamo

∆(M) =





12 −8 0
−8 24 −16
0 −16 16



 .

Poxto je ∆1 > 0, ∆2 > 0, ∆3 > 0, na osnovu Silvesterovog kriterijuma sledi da funkcija f u
taqki M ima minimum koji iznosi −1/8.

3. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f(x, y, z) =
1

x
+

1

y
+

1

z
, pri uslovu

1

x2
+

1

y2
+

1

z2
=

3

4
.

Rexe�e: Za Lagran�ovu funkcije

L(x, y, z;λ) =
1

x
+

1

y
+

1

z
+ λ

(

1

x2
+

1

y2
+

1

z2
− 3

4

)

imamo
∂L

∂x
= − 1

x2
− 2λ

x3
,

∂L

∂y
= − 1

y2
− 2λ

y3
,

∂L

∂z
= − 1

z2
− 2λ

z3
.

Iz sistema ∂L/∂x = 0, ∂L/∂y = 0, ∂L/∂z = 0, 1/x2 + 1/y2 + 1/z2 = 3/4 dobijamo dve
stacionarne taqke M1(2, 2, 2) i M2(−2,−2,−2). Poxto je

∂2L

∂x2
(x, y, z) =

2

x3
+

6λ

x4
,
∂2L

∂y2
(x, y, z) =

2

y3
+

6λ

y4
,
∂2L

∂z2
(x, y, z) =

2

z3
+

6λ

z4

∂2L

∂x∂y
(x, y, z) =

∂2L

∂x∂z
(x, y, z) =

∂2L

∂y∂z
(x, y, z) = 0,

dobijamo da je

d2L(M1) = −
1

8
(dx2 + dy2 + dz2) < 0, d2L(M2) =

1

8
(dx2 + dy2 + dz2) > 0,

pa je fmax = f(M1) = 3/2 i fmin = f(M2) = −3/2.
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MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (25.3.1995) - Grupa 3

1. Funkcije f : (x, y) 7→ u i g : (x, y) 7→ v definisane su sistemom jednaqina:

u2 + uv = ln(xy)

v2 + uv = x2 + y2.

Izraqunati
∂f

∂x
(1, 1) i

∂g

∂y
(1, 1) ako je g(1, 1) =

√
2.

Rexe�e: Poxto je g(1, 1) =
√
2, iz datog sistema jednaqina sledi da je f(1, 1) = 0.

Nala�e�em parcijalnih izvoda po x levih i desnih strana datih jednaqina dobijamo
sistem

(2u+ v)f ′x(x, y) + ug′x(x, y) =
y

xy

vf ′x(x, y) + (2v + 4x)g′x(x, y) = 2x

U taqki (1, 1) sistem postaje

√
2f ′x(1, 1) = 1

√
2f ′x(1, 1) + 2

√
2g′x(1, 1) = 2

pa je f ′x(1, 1) = 1/
√
2 i g′x(1, 1) = 1/2

√
2.

Na sliqan naqin, nala�e�em parcijalnih izvoda po y, dobijamo da je

f ′y(1, 1) = 1/
√
2, g′y(1, 1) = 1/2

√
2.

2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z zadate implicitno jednakox�u
(x− 1)2 + y3 + 6y2 + 2z2 + 2xz − 8 = 0.

Rexe�e: Diferencira�em leve strane date jednakosti, pod pretpostavkom da je 2z+x 6=
0, dobijamo da je

f ′x(x, y) = −
z + x− 1

2z + x
, f ′y(x, y) = −

3y2 + 12y

4z + 2x
.

Iz uslova z = −x+1, y(y+4) = 0 i date jednakosti dobijamo dve stacionarne taqke A(5, 0)
i B(−1, 0). Poxto je

f ′′x2(x, y) = −
1

2z + x
, f ′′y2(x, y) = −

3y + 6

2z + x
, f ′′xy(x, y) = 0,

dobijamo da je f ′′x2(A) = 1/3, f ′′y2(A) = 2, f ′′x2(B) = −1/3, f ′′y2(B) = −2, pa je fmin = f(A) = −4
i fmax = f(B) = 2.

3. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 pri uslovu

x2

16
+
y2

9
+
z2

4
= 1.

Rexe�e: Za Lagran�ovu funkciju

L(x, y, z;λ) = x2 + y2 + z2 + λ

(

x2

16
+
y2

9
+
z2

4
− 1

)



je

L′x = 2x+
λ

8
x, L′y = 2y +

2λ

9
y, L′z = 2z +

λ

2
z.

Iz sistema
(

1 +
1

16
λ

)

x = 0,

(

1 +
1

9
λ

)

y = 0,

(

1 +
1

4
λ

)

z = 0,
x2

16
+
y2

9
+
z2

4
= 1

dobijamo xest stacionarnih taqaka:

A(4, 0, 0), B(−4, 0, 0), C(0, 3, 0), D(0,−3, 0), E(0, 0, 2), F (0, 0,−2).

Poxto su mexoviti parcijalni izvodi drugog reda jednaki nuli, a

L′′x2(A) = L′′x2(B) = 0, L′′y2(A) = L′′y2(B) < 0, L′′z2(A) = L′′z2(B) < 0,

to je d2L(A) = d2L(B) < 0 pa je fmax = f(A) = f(B) = 16. Na sliqan naqin dobijamo da je
d2L(E) = d2L(F ) > 0 pa je fmin = f(E) = f(F ) = 4. Me�utim, za dx = 0 i dz 6= 0 dobijamo da
je d2L(C) = d2L(D) < 0, a za dz = 0 i dx 6= 0 dobijamo da je d2L(C) = d2L(D) > 0, xto znaqi
da u taqkama C i D funkcija f nema ekstremum.
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MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (30.3.1996) - Grupa 1

1. Data je funkcija

f(x, y) =







x
x2 − y2

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

a) Ispitati neprekidnost funkcije f u taqki (0, 0).

b) Ispitati diferencijabilnost funkcije f u taqki (0, 0).

Rexe�e: a) Na osnovu nejednakosti

|f(x, y)| ≤ |x
2 − y2|
x2 + y2

|x| ≤ |x|

sledi da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = f(0, 0) = 0, xto znaqi da je f neprekidna u (0, 0).

-1

1

z

-1

1
y

-1

1

x

b) Na osnovu definicije izvoda je

∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)
x

= lim
x→0

x

x
= 1,

∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)
y

= lim
y→0

0

y
= 0,

a na osnovu definicije priraxtaja

∆f(0, 0) = f(∆x,∆y)− f(0, 0) = (∆x)2 − (∆y)2

(∆x)2 + (∆y)2
∆x.

Funkcija je u (0, 0) diferencijabilna ako je

∆f(0, 0) = ∆x+ o
(
√

(∆x)2 + (∆y)2
)

, kad (∆x,∆y)→ (0, 0).



Me�utim, kako za ∆y = ∆x

∆f(0, 0)−∆x
√

(∆x)2 + (∆y)2
= − 2∆x(∆y)2

((∆x)2 + (∆y)2)
√

(∆x)2 + (∆y)2
=

{

−
√
2/2, x > 0√
2/2, x < 0

,

to funkcija f nije diferencijabilna u taqki (0, 0).

2. Funkcija f : (x, y) 7→ z zadata je implicitno jednakox�u

5x2 + 5y2 + 5z2 − 2xy − 2xz − 2yz − 32− 0, z > 0.

Odrediti Tejlorov polinom drugog stepena za funkciju f u taqki M(1,−1).

Rexe�e: Parcijalnim diferencira�em date jednakosti dobijamo jednakosti

10x+ 10z · ∂z
∂x
− 2y − 2z − 2x · ∂z

∂x
− 2y · ∂z

∂x
= 0,

10y + 10z · ∂z
∂y
− 2x− 2x · ∂z

∂y
− 2z − 2y · ∂z

∂y
= 0

iz kojih sledi
∂f

∂x
=
y + z − 5x

5z − x− y
,

∂f

∂y
=
x+ z − 5y

5z − x− y
.

Iz ovih jednakosti nalazimo da je

∂2f

∂x2
=

(

∂f
∂x − 5

)

(5z − x− y)−
(

5∂f∂x − 1
)

(y + z − 5x)

(5z − x− y)2
,

∂2f

∂x∂y
=

(

1 + ∂f
∂y

)

(5z − x− y)−
(

5∂f∂y − 1
)

(y + z − 5x)

(5z − x− y)2
,

∂2f

∂y2
=

(

∂f

∂y
− 5

)

(5z − x− y)−
(

5
∂f

∂y
− 1

)

(y + z − 5x)

(5z − x− y)2
,

pa je

d2f(1,−1) = − 3

50

(

11dx2 − 10dxdy + 11dy2
)

.

Iz date jednakosti za x = 1 i y = −1 dobijamo da je z2 = 4, xto znaqi da je f(M) = 2.

Kako je
∂z

∂x
(M) = −2

5
i
∂z

∂y
(M) =

4

5
, to je

df(M) = −2

5
dx+

4

5
dy = −2

5
(x− 1) +

4

5
(y + 1).

Dakle, u okolini taqke M je f(x, y) ≈ T2(x, y) gde je

T2(x, y) = 2− 2

5
(x− 1) +

4

5
(y + 1)−

− 3

100

(

11(x− 1)2 − 15(x− 1)(y + 1) + 11(y + 1)2
)

.

3. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y, z) 7→ x+ y+ z pri uslovu x2+ yz = 5.

Rexe�e: Za Lagran�ovu funkciju

L(x, y, z;λ) = x+ y + z + λ(x2 + yz − 5)



imamo da je
∂L

∂x
= 1 + 2λx,

∂L

∂y
= 1 + λz,

∂L

∂z
= 1 + λy.

Iz sistema 1+ 2λx = 0, 1+ λz = 0, 1+ λy = 0, x2 + yz = 5 dobijamo dve stacionarne taqke:
M1(−1,−2,−2) za λ = 1/2 i M2(1, 2, 2) za λ = −1/2. Poxto je

∂2L

∂x2
(x, y, z) = 2λ,

∂2L

∂y∂z
(x, y, z) = λ,

∂2L

∂y2
(x, y, z) =

∂2L

∂z2
(x, y, z) =

∂2L

∂x∂y
(x, y, z) =

∂2L

∂x∂z
(x, y, z) = 0

i
2zdx+ zdy + ydz = 0 (sledi iz x2 + yz = 5),

dobijamo da je

d2L(M1) = dx2 + dydz = dx2 + dy(−dx− dy) = dx2 − dy2 − dxdy,

d2L(M2) = −dx2 − dydz = −dx2 + dy(dx+ dy) = −dx2 + dy2 + dxdy,

pa data funkcija u taqkama M1 i M2 nema lokalne ekstremume.
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MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (30.3.1996) - Grupa 2

1. Funkcija f : (x, y) 7→ z je definisana implicitno jednakox�u F

(

x

y
,
y

z

)

= 0, gde je F

diferencijabilna na R2. Dokazati da je xf ′x(x, y) + yf ′y(x, y) = f(x, y).

Rexe�e: Poxto je F diferencijabilna, to je dF = 0, odnosno F ′udu+ F ′vdv = 0. Iz

dF = F ′u
ydx− xdy

y2
+ F ′v

zdy − ydz
z2

=
z2

y2
· F
′
u

F ′v
dx+

(

z

y
− z2x

y3
· F
′
u

F ′v

)

dy

dobijamo da je

xf ′x + yf ′y =
xz2

y2
· F
′
u

F ′v
+ z − xz2

y2
· F
′
u

F ′v
= z = f(x, y).

Drugi naqin. Parcijalnim diferencira�em jednakosti

F

(

x

y
,
y

z

)

= 0

dobijamo da je
F ′u · u′x + F ′v · v′x = 0, F ′u · u′y + F ′v · v′y = 0

gde je u = x/y i v = y/z. Kako je u′x = 1/y, u′y = −x/y2, v′x = −yx′x/z2 i v′y = 1/z − yz′y/z2,
sledi da je

z′x =
z2

y2
· F
′
u

F ′v
, z′y =

z

y3
− xz2

y3
· F
′
u

F ′v
.

Tre�i naqin. Kako je F (x/y, y/z) = G(x, y, z) = 0, to je

z′x = −G
′
x

G′z
= −F

′
u · u′x + F ′v · v′x
F ′u · u′z + F ′v · v′z

=
F ′uz

2

F ′vy
2
.

Sliqno je i z′y = −G′y/G′z.

2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ x ln(x2 + y2).

Rexe�e: Kako je

f ′x(x, y) = ln(x2 + y2) +
2x2

x2 + y2
, f ′y(x, y) =

2xy

x2 + y2
,

-1.6094

1.6094

z

-2

2
y

-1

1

x



to su A(0, 1), B(0,−1), C(1/e, 0) i D(−1/e, 0) stacionarne taqke.

Poxto je f(A) = f(B) = 0, a f(x, 1) = f(x,−1) > 0 za x > 0 i f(x, 1) = f(x,−1) < 0 za
x < 0, to u A i B nema ekstremuma.

Iz f ′′x2(x, 0) = 2/x, f ′′y2(x, 0) = 2/x i f ′′xy(x, 0) = 0 dobijamo da je

d2f(C) = 2e(dx2 + dy2), d2f(D) = −2(dx2 + dy2),

pa je fmin = f(C) = −2/e i fmax = f(D) = 2/e.

3. Odrediti najma�u i najve�u vrednost funkcije f : (x, y) 7→ 2x3 + 4x2 + y2 − 2xy na
oblasti D =

{

(x, y) : −1 ≤ y ≤ −x2
}

.

Rexe�e: Iz f ′x(x, y) = 0 i f ′y(x, y) = 0 sledi y = x i x(x + 1) = 0 xto daje dve kritiqne
taqke: A(0, 0) i B(−1,−1). Iz φ(x) = f(x,−1) dobijamo da je φ′(x) = 0 za x = −1/3 ili x =
−1, pa imamo jox dve kritiqne taqke: C(−1/3,−1) i D(1,−1). Sliqno, iz ψ(x) = f(x,−x2)
dobijamo da je ψ′(x) = 0 za x ∈ {−2,−1, 0}, xto ne daje nove kritiqne taqke. Kako je

min{f(A), f(B), f(C), f(D)} = f(A) = 0,

max{f(A), f(B), f(C), f(D)} = f(D) = 9,

to je min
D

f = f(A) = 0 i max
D

f = f(D) = 9.
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MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (25.3.2000) - Grupa 1

1. Data je funkcija f(x, y) = |x|+ |y|+ |x+ y|.

a) Ispitati da li je funkcija f diferencijabilna u taqki (0, 0).

b) Odrediti u kom smeru postoji izvod funkcije f u taqki (0, 0).

Rexe�e: a) Kako je
f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0

i
∆f(0, 0)

√

(∆x)2 + (∆y)2
=
|∆x|+ |∆y| − |∆x+∆y|

√

(∆x)2 + (∆y)2
=

{

0, ∆x = ∆y 6= 0√
2, ∆x = −∆y 6= 0.

Dakle, f nije diferencijabilna u taqki (0, 0).

b) Iz qi�enice da je

f(tlx, tly)− f(0, 0)

t
= (|lx|+ |ly| − |lx + ly|)sgnt

sledi da funkcija ima izvod u smeru vektora (lx, ly) ako i samo ako je |lx|+ |ly| = |lx + ly|,
odnosno kada je lx · ly > 0.

2. Funkcija f : (x, y) 7→ z zadata je implicitno jednakox�u

z2 − x2y − y3 + xyz = 0, z > 0.

Odrediti Tejlorov polinom drugog stepena funkcije f u okolini taqke A(0, 1).

Rexe�e: Iz jednakosti

2z′xz
′
x − 2xy + yz + xyz′x = 0

2zz′y − x2 − 3y2 + xz + xyz′y = 0
2z′xz

′
x + 2zz′′xx − 2y + yz′x + yz′x + xyz′′xx = 0

2z′yz
′
x + 2zz′′xy − 2x+ z + yz′y + xz′x + xyz′xy = 0

2z′yz
′
y + 2zz′′yy − 6y + xz′y + xyz′′yy = 0

dobija se da u taqki A va�i z′x = −1/2, z′y = 3/2, z′′xx = 5/4, z′′xy = −1/2, z′′yy = 3/4, pa je

f(dx, 1 + dy) = 1 +

(

−1

2

)

dx+
3

2
dy +

1

2

(

5

4
dx2 + 2 ·

(

−1

2

)

dxdy +
3

4
dy2
)

.

Prema tome,

T2(x, y) = −
1

8
+

3

4
y +

5

8
x2 − 1

2
xy +

3

8
y2.

3. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ xye−x
2−y2 .

Rexe�e: Neka je f(x, y) = xyg(x, y). Stacionarne taqke odre�ujemo iz sistema jednaqina

f ′x(x, y) = yg(x, y)(1− 2x2) = 0, f ′y(x, y) = xg(x, y)(1− 2y2) = 0.

Iz prve jednaqine sledi da je y = 0 ili 1 = 2x2, a iz druge da je x = 0 ili 1 = 2y2. Sta-
cionarne taqke su: A(0, 0), B(1/

√
2, 1/
√
2), C(1/

√
2,−1/

√
2), D(−1/

√
2, 1/
√
2), E(−1/

√
2,−1/

√
2).

Parcijalni izvodi drugog reda su

f ′′xx(x, y) = yg(x, y)(1− 2x2) + yg(x, y)(−4x),
f ′′xy(x, y) = (1− 2x2)g(x, y) + (1− 2x2)yg((x, y)(−2y),
f ′′yy(x, y) = xg(x, y)(−2y)(1− 2y2) + xg(x, y)(−4y).



Za taqku A je f ′′xx = f ′′yy = 0, f ′′xy = 1 pa je

d2f(A) = 2dxdy =

{

> 0, zadx = dy 6= 0

< 0, zadx = −dy 6= 0.

U taqkama B,C,D,E je f ′′xx = −4

e
xy, f ′′xy = 0, f ′′yy = −4

e
xy, pa je

d2f = −4

e
xydx2 − 4

e
xydy2 = −4

e
xy(dx2 + dy2).

Prema tome, fmax = f(B) = f(E), a fmin = f(C) = f(D).
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MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (30.3.2002) - Grupa 3

1. Data je funkcija

f(x, y) =







xy3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

a) Ispitati neprekidnost funkcije f ′x.

b) Izraqunati f ′′xy(0, 0) i f ′′yx(0, 0).

Rexe�e: a) Za (x, y) 6= (0, 0) je

f ′x(x, y) =
y3(x2 + y2)− xz3 · 2x

(x2 + y2)2
=
y5 − x2y3

(x2 + y2)2
= ρ(sin5 ϕ− cos2 ϕ sin3 ϕ),

gde su (ρ, ϕ) polarne koordinate. Kako je f ′x(0, 0) = 0 i

|f ′x| = ρ| sin5 ϕ− cos2 ϕ sin3 ϕ| ≤ 2ρ→ 0. ρ→ 0,

funkcija f ′x je neprekidna u taqki (0, 0). Na slede�oj slici je grafik funkcije f (levo) i
grafik funkcije f ′x (desno) u okolini taqke (0, 0).
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-1

1
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1

z

-1

1
y

-1

1

x

b) Koriste�i izraz za f ′x i definiciju parcijalnog izvoda po y imamo da je

f ′′xy(0, 0) = lim
∆y→0

f ′x(0,∆y)− f ′x(0, 0)
∆y

= lim
∆y→0

1

∆y
· (∆y)

5

(∆y)4
= 1.

Na sliqan naqin, koriste�i izraz za f ′y,

f ′y =
3xy2(x2 + y2)− xy3 · 2y

(x2 + y2)2
=

3x3y2 + xy4

(x2 + y2)2

za (x, y) 6= (0, 0) i jednakost f ′y(0, 0) = 0, dobijamo da je f ′′yx(0, 0) = 0.

2. Funkcija f : (x, y) 7→ z zadata je implicitno jednakox�u F (x+ y+ z, 2xz+ y2) = 0, gde
je F : R2 → R diferencijabilna funkcija. Uprostiti izraz (y−x)f ′x(x, y)+ (x− z)f ′y(x, y).



Rexe�e: Ako je u = x+ y + z i v = 2xz + y2, tada je F ′udu+ F ′vdv = 0, odnosno

F ′u(dx+ dy + dz) + F ′v(2xdz + 2zdx+ 2ydy) = 0,

odnosno
(F ′u + 2zF ′v)dx+ (F ′u + 2yF ′v)dy + (F ′u + 2xF ′v)dz = 0.

Iz ove jednakosti sledi da je

dz = −F
′
u + 2zF ′v

F ′u + 2xF ′v
dx− F ′u + 2yF ′v

F ′u + 2xF ′v
dy,

xto znaqi da je

f ′x = −F
′
u + 2zF ′v

F ′u + 2xF ′v
, f ′y = −F

′
u + 2yF ′v

F ′u + 2xF ′v
.

Zamenom f ′x i f ′y u datom izrazu dobijamo

(y − x)f ′x + (x− z)f ′y = −F
′
u − 2xzF ′v + 2yzF ′v − zF ′u

F ′u + 2xF ′v

= − (y − z)F ′u + 2x(y − z)F ′v
F ′u + 2xF ′v

= −(y − z)F
′
u + 2xF ′v
F ′u + 2xF ′v

= z − y.

Napomena. Parcijalne izvode f ′x i fy mo�emo dobiti i diferencira�em po x i po y u
jednakosti F (u, v) = 0.

3. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ xyey−x
2/2.

Rexe�e: Ako je f(x, y) = xyg(x, y), tada je f ′x = (y−yx2)g i f ′y = (x+xy)g. Kako je g(x, y) 6=
0, stacionarne A(0, 0), B(1,−1) i C(−1,−1) dobijamo rexava�em sistema y(1 − x2) = 0 i
x(x(1 + y) = 0.

-0.6631

0.6631

z

-4

0.6
y

-2

3

x



Za proveru da li su u stacionarnim taqkama lokalni ekstremumi, potrebni su parci-
jalni izvodi drugog reda. Diferencira�em izraza za f ′x i f ′y dobijamo

a = f ′′x2 = (yx3 − 3xy)g, b = f ′′xy = (1 + y)(1− x2)g, f ′′y2 = x(2 + y)g.

U taqki A je a = c = 0, b = 1, ac−b2 < 0, pa funkcija f u toj taqki nema lokalni ekstremum.

U taqki B je a = 2e−3/2, b = 0, c = e−3/2, ac− b2 = 2e−3 > 0, pa je fmin = f(B) = −e−3/2.
U taqki C je a = −2e−3/2, b = 0, c = −e−3/2, ac− b2 = 2e−3 > 0, pa je fmax = f(C) = e−3/2.
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MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (20.4.2003) - Grupa 1

1. Data je funkcija

f(x, y) =







x4y − xy2

x4 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

a) Dokazati da je funkcija f neprekidna u taqki (0, 0).

b) Ispitati da li je funkcija f diferencijabilna u taqki (0, 0).

Rexe�e: a) Kako je f(0, 0) = 0 i

|f(x, y)| ≤ x4

x4 + y2
· |y|+ y2

x4 + y2
· |x| → 0, (x, y)→ (0, 0),

funkcija f je neprekidna u taqki (0, 0). Na slede�oj slici je grafik funkcije f .

-1

1

z

-1

1

y

-1

1

x

b) Poxto je f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0 i

∆f(0, 0)
√

(∆x)2 + (∆y)2
=

(∆x)4∆y −∆x(∆y)2

((∆x)2 + (∆y)2)3/2
=







0, ∆x = 0, ∆y 6= 0

− 1√
2
, ∆x = ∆y > 0,

funkcija f nije diferencijabilna u taqki (0, 0).

2. Funkcija f : (x, y) 7→ z zadata je implicitno jednakox�u

(x+ y)z2 − xy − x− y + z = 0, z > 0.



Odrediti Tejlorov polinom drugog stepena funkcije f u okolini taqke A(1, 1).

Rexe�e: Diferencira�em Lagran�ove funkcije F = 3x+4y− 2+λ(x2+ y2− 1) dobijamo
F ′x = 3 + 2λx i F ′y = 4 + 2λy. Iz sistema

3 + 2λx = 0, 4 + 2λy = 0, x2 + y2 = 1

sledi da je

2λ = − 3

x
= −4

y
, 3y = 4x, x2 +

16

9
x2 = 1, x2 =

9

25
.

Stacionarne taqke su A(3/5, 4/5) sa λ = −5/2 i B(−3/5,−4/5) sa λ = 5/2.

Kako je F ′′x2 = F ′′y2 = 2λ, F ′′xy = 0, to je

d2F (A∗) = −5(dx2 + dy2) < 0, d2F (B∗) = 5(dx2 + dy2) > 0,

pa je fmax = f(A) = 3, fmin = f(B) = −7

3. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ 3x+4y− 2 pri uslovu x2+ y2 = 1.

Rexe�e: Diferencira�em po x u datoj jednakosti imamo da je

z2 + (x+ y)2zz′x − y − 1 + z′x = 0. (1)

Rexava�em po z′x dobijamo da je

z′x =
1 + y − z2

1 + 2z(x+ y)
.

Sliqno diferencira�em po y dobijamo

z′y =
1 + x− z2

1 + 2z(x+ y)
.

Diferencira�em po x i y u jednakosti (1) dobijamo jednakosti

2zz′x + 2zz′x + (x+ y)[2z′xz
′
x + 2zz′′x2 ] + z′′x2 = 0

2zz′y + 2zz′x + (x+ y)[2z′yz
′
x + 2zz′′xy]− 1 + z′′xy = 0

iz kojih nalazimo da je

z′′x2 = −4zz′x + 2(x+ y)z′x
2

1 + 2(x+ y)z
, z′′xy =

1− 2zz′y − 2zz′x − 2(x+ y)z′yz
′
x

1 + 2(x+ y)z
.

Sliqno dobijamo da je

z′′y2 = −
4zz′y + 2(x+ y)z′y

2

1 + 2(x+ y)z
.

U taqki A je

z′x(A) =
1

5
, z′y(A) =

1

5
, z′′x2(a) = −

24

125
, z′′y2(A) = −

24

125
, z′′xy =

1

125
.

Prema tome,

T2(x, y) = z(A) + dz(A) +
1

2
d2z(A)

= 1 +
1

5
(x− 1) +

1

5
(y − 1)− 12

125
(x− 1)2 +

1

125
(x− 1)(y − 1)− 12

125
(y − 1)2

=
1

125
(52 + 48x+ 48y + xy − 12x2 − 12y2).
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MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (24.4.2004) - Grupa 1

1. Data je funkcija

f(x, y) =







1− xy
√

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

1, (x, y) = (0, 0)

a) Dokazati da je funkcija f neprekidna u taqki (0, 0).

b) Ispitati da li je funkcija f diferencijabilna u taqki (0, 0).

Rexe�e: a) Neka je f = 1− g, gde je

g(x, y) =







xy
√

x2 + y2
, (x, 0) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Kako je

|g(x, y)| = |x|
√

|x|2 + y2
· |y| ≤ |y| → 0, y → 0

to g(x, y)→ 0 kada (x, y)→ (0, 0), pa je f neprekidna u taqki (0, 0).

b) Na osnovu definicije parcijalnog izvoda imamo da je

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(x, 0)− f(0, 0)
∆x

= lim
∆x→0

1− 1

∆x
= 0

Sliqno je i f ′y(0, 0) = 0.

∆f(0, 0)
√

∆x2 +∆y2
= − ∆x∆y

√

∆x2 +∆y2
→

{

0, ∆x = 0,∆y → 0

− 1
2 , ∆x = ∆y → 0

Prema tome, f nije diferencijabilna u taqki (0, 0).

2. Funkcija f : (x, y) 7→ z zadata je implicitno jednakox�u

x2y + xz2 − 2yz + xz − 2 = 0, z > 0.

Odrediti Tejlorov polinom drugog stepena funkcije f u okolini taqke A(1, 0).

Rexe�e: U taqki A je z2 + z − 2 = 0, pa je z = 1 (zbog z > 0).

2xy + z2 + x · 2zz′x − 2yyz′x + z + xz′x = 0

U taqki A je z2 + 2zz′x + z + z′x = 0, pa je z′x(A) = −2/3 .

x2 + 2x · zz′y − 2z − 2yz′y + xz′y = 0

U taqki A je 1 + 2z′y − 2 + z′y = 0, pa je z′y(A) = 1/3 .

2y + 2zz′x + (2z + 2xz′x)z
′
x + 2zxz′′x2 − 2yz′′x2 + z′x + z′x + xz′′x2 = 0

U taqki A je z′′x2(A) = 28/27 .



Sliqno nalazimo z′′xy(A) = −35/27 i z′′y2(A) = 10/27 .

T2(x, y) = f(A) + df(A) +
1

2
d2f(A)

= 1− 2

3
dx+

1

3
dy +

1

2

(

28

27
dx2 − 2 · 35

27
dxdy +

10

27
dy2
)

= 1− 2

3
(x− 1) +

1

3
y +

1

2

(

28

27
(x− 1)2 − 70

27
(x− 1)y +

10

27
y2
)

= 1− 2

3
(x− 1) +

1

3
y +

14

27
(x− 1)2 − 35

27
(x− 1)y +

5

27
y2

3. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y, z) 7→ 2x + 2y + 3z pri uslovu xy +

yz + zx =
15

4
.

Rexe�e:

F = 2x+ 2y + 3z + λ

(

xy + yz + zx− 15

4

)

F ′x = 2 + λ(y + z), F ′y = 2 + λ(x+ z), F ′z = 3 + λ(x+ y)

Sistem za ST

2 + λ(y + z) = 0, 2 + λ(x+ z) = 0, 3 + λ(x+ y) = 0, xy + yz + zx =
15

4

Iz prve dve jednaqine sledi λ(y − x) = 0, odnosno y = x.

Iz prve i tre�e jednaqine je 1 + λx− λz = 0.

Iz ove i druge jednaqine je 3 + 2λx = 0, odnosno λx = −3/2.

Kako je sada λz = −1/2, to je x = 3z.

Zamenom x = y = 3z u qetvrtoj jednaqini sistema dobijamo z2 = 1/4.

Stacionarne taqke su: A∗
(

3

2
,
3

2
,
1

2
,−1

)

i B∗
(

−3

2
,−3

2
,−1

2
, 1

)

Dovo	ni uslovi

F ′′x2 = F ′′y2 = F ′′z2 = 0, F ′′xy = F ′′yz = F ′′xz = λ, d2F = 2λ(dxdy + dydz + dzdx)

(x+ y)dz + (x+ z)dy + (y + z)dx = 0

1. U taqki A je 3dz + 2dy + 2dx = 0, odnosno dz = −2

3
(dx+ dy), pa je

d2F (A∗) = −2(dx+ dy)− 2dy

(

−2

3

)

(dx+ dy)− 2dy

(

−2

3

)

(dx+ dy)

=
4

3
dx2 +

4

3
dy2 +

2

3
dxdy

=
1

3
(dx+ dy)2 + dx2 + dy2

Kako je d2F (A∗) > 0 za dx2 + dy2 6= 0, funkcija f u taqki A ima uslovni lokalni minimum.

2. Sliqno se pokazuje da f u taqki B ima uslovni lokalni maksimum.
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MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (22.4.2006) - Grupa 2

1. Data je funkcija

f(x, y) =







y3 − x3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

a) Dokazati da je funkcija f neprekidna u taqki (0, 0).

b) Ispitati da li je funkcija f diferencijabilna u taqki (0, 0).

Rexe�e: a) Kako je f(0, 0) = 0 i

|f(x, y)| ≤ |y|3

x2 + y2
+
|x3|

x2 + y2
≤ |y|+ |x| → 0, (x, y)→ (0, 0),

to f(x, y)→ f(0, 0) kada (x, y)→ (0, 0), xto znaqi da je funkcija f neprekidna u taqki (0, 0).
Drugo rexe�e. Ako su (ρ, ϕ) polarne koordinate, tada je f(x, y) = ρ(sin3 ϕ − cos3 ϕ). Iz

nejednakosti
|f(x, y)| = ρ| sin3 ϕ− cos3 ϕ| ≤ 2ρ

sledi da f(x, y)→ 0 kada ρ→ 0.

b) Parcijalni izvodi funkcije f u taqki (0, 0) postoje,

f ′x(x, y) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)
∆x

= lim
∆x→0

−∆x3

∆x2 ·∆x
= −1,

f ′y(x, y) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)
∆y

= lim
∆y→0

∆y3

∆y2 ·∆y
= 1.

Kako je

∆f(0, 0)− f ′x(0, 0)∆x− f ′y(0, 0)∆y =
∆y3 −∆x3

∆x2 +∆y2
+∆x−∆y

=
∆x∆y2 −∆x2∆y

∆x2 +∆y2
,

to je

∆f(0, 0)− f ′x(0, 0)∆x− f ′y(0, 0)∆y
√

∆x2 +∆y2
=

∆x∆y2 −∆x2∆y

(∆x2 +∆y2)3/2
=







0, ∆x = 0, ∆y 6= 0
1√
2
, ∆y = −∆x 6= 0

Prema tome, ne va�i

∆f(0, 0)− f ′x(0, 0)∆x− f ′y(0, 0)∆y = o(
√

∆x2 +∆y2), (∆x,∆y)→ (0, 0),

xto znaqi da funkcija f nije diferencijabilna u taqki (0, 0).

2. Funkcija f : (x, y) 7→ z zadata je implicitno jednakox�u

2x2 − xy + 2xz − y + y3 + z2 = 1, z > 0.

Odrediti Tejlorov polinom drugog stepena funkcije f u okolini taqke A(0, 1).

Rexe�e: Diferencira�em u datoj jednakosti po x i po y dobijamo

4x− y + 2z + 2xz′x + 2z · z′x = 0



−x+ 2xz′y − 1 + 3y2 + 2z · z′y = 0,

a zatim diferencira�em u prrvoj jednakosti po x i po y, a u drugoj po y imamo

4 + 2z′x + 2z′x + 2xz′′x2 + 2z′xz
′
x + 2zz′′x2 = 0,

−1 + 2z′y + 2xz′′xy + 2z′yz
′
x + 2zz′′xy = 0,

2xz′′y2 + 6y + 2zz′′y2 + 2z′yz
′
y = 0.

Iz dobijenih jednakosti nalazimo da je

z′x =
y − 4x− 2z

2x+ 2z
, z′y =

x+ 1− 3y2

2x+ 2z
, z′′x2 = −4 + 4z′x + 2z′x

2

2x+ 2z

z′′y2 = −
6y + 2z′y

2

2x+ 2z
, z′′xy =

1− 2z′y − 2z′xz
′
y

2x+ 2z
,

z′x(A) = −
1

2
, z′y(A) = −1, z′′x2(A) = −

5

4
, z′′y2(A) = −4, z′′xy(A) = 1.

Za x = 0 i y = 1 iz date jednakosti dobijamo z2 = 1, xto znaqi da je f(A) = 1, a iz izraza
za parcijalne izvode imamo da je

df(A) = f ′x(A)∆x+ f ′y(A)∆y = −1

2
∆x−∆y,

d2f(A) = f ′′x2(A)∆x
2 + 2f ′′xy(A)∆x∆y + f ′′y2(A)∆y

2 =
−5
4

∆x2 + 2∆x∆y − 4∆y2.

Prema tome,

T2(x, y) = f(A) + df(A) +
1

2
d2f(A)

= 1− 1

2
∆x−∆y +

1

2

(

−5

4
∆x2 + 2∆x∆y − 4∆y2

)

.

Zamenom ∆x = x i ∆y = y − 1 dobijamo da je

T2(x, y) = −
3

2
x+ 3y − 5

8
x2 + xy − 2y2.

Grafik polinoma T2 dat je na slede�oj slici.
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Tejlorov polinom T2(x, y) u okolini taqke A(0, 1)



3. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y, z) 7→ x+ 2y − z pri uslovu

x2 + y2 + z2 = 6.

Rexe�e: Diferencira�em Lagran�ove funkcije

F (x, y;λ) = x+ 2y − z + λ(x2 + y2 + z2 − 6)

dobijamo
F ′x = 1 + 2λx, F ′y = 2 + 2λy, F ′z = −1 + 2λz.

Iz sistema F ′x = 0, F ′y = 0, F ′z = 0, F = 0 sledi da je

x = − 1

2λ
, y = − 1

λ
, z =

1

2λ
,

1

4λ2
+

1

λ2
+

1

4λ2
= 6, λ2 =

1

4
, λ = ±1

2
.

Stacionarne taqke su

A(−1,−2, 1), λA =
1

2
, B(1, 2,−1), λB = −1

2
,

Kako je
F ′′x2 − F ′′y2 = F ′′z2 = 2λ, F ′′xy = F ′′xz = F ′′yz = 0,

to je
d2F (A) = dx2 + dy2 + dz2 > 0, d2F (B) = −(dx2 + dy2 + dz2) > 0.

Prema tome,
fmin = f(A) = −6, fmax = f(B) = 6

.

Dragan �ori�



MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (22.4.2006) - Grupa 6

1. Data je funkcija

f(x, y) =







xy3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

a) Dokazati da je funkcija f neprekidna u taqki (0, 0).

b) Ispitati da li je funkcija f diferencijabilna u taqki (0, 0).

Rexe�e: a) Kako je f(0, 0) = 0 i

|f(x, y)| ≤ |xy| · y2

x2 + y2
≤ |xy| → 0, (x, y)→ (0, 0),

to f(x, y)→ f(0, 0) kada (x, y)→ (0, 0), xto znaqi da je funkcija f neprekidna u taqki (0, 0).
Drugo rexe�e. Ako su (ρ, ϕ) polarne koordinate, tada je f(x, y) = ρ2 cosϕ sin3 ϕ. Iz

nejednakosti
|f(x, y)| = ρ2| cosϕ sin3 ϕ| ≤ ρ2

sledi da f(x, y)→ 0 kada ρ→ 0.
Na slede�oj slici je grafik funkcije f i jasno se vidi da je funkcija neprekidna u taqki
(0, 0).
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b) Parcijalni izvodi funkcije f u taqki (0, 0) postoje,

f ′x(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)
∆x

= 0, f ′y(0, 0) = lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)
∆y

= 0.



Kako je
∆f(0, 0)− f ′x(0, 0)∆x− f ′y(0, 0)∆y

√

∆x2 +∆y2
=

∆x∆y3

(∆x2 +∆y2)3/2
= ρ cosϕ sin3 ϕ,

gde su (ρ, ϕ) polarne koordinate, to je

∆f(0, 0)− f ′x(0, 0)∆x− f ′y(0, 0)∆y = o(
√

∆x2 +∆y2), (∆x,∆y)→ (0, 0).

Prema tome, funkcija f je diferencijabilna u taqki (0, 0).

2. Odrediti Tejlorov polinom drugog stepena funkcije f : (x, y) 7→ ex−y(2x2 − 2xy + y2)
u okolini taqke A(1, 0).

Rexe�e: Nala�e�em parcijalnih izvoda funkcije f dobijamo da je u taqki (x, y)

f ′x = ex−y(2x2 − 2xy + y2 + 4x− 2y), f ′y = ex−y(−2x2 + 2xy − y2 − 2x+ 2y),

f ′′x2 = ex−y(2x2 − 2xy + y2 + 8x− 4y + 4), f ′′xy = ex−y(−2x2 + 2xy − y2 − 6x+ 4y − 2),

f ′′y2 = ex−y(2x2 − 2xy + y2 + 4x− 4y + 2).

Specijalno, u taqki A je

f ′x(A) = 6e, f ′y(A) = −4e. f ′′x2(A) = 14e, f ′′xy(A) = −10e, f ′′y2(A) = 8e.

Prema tome,

T2(x, y) = f(A) + df(A) +
1

2
d2f(A)

= 2e+ 6e(x− 1)− 4ey +
1

2
(14e(x− 1)2 + 2(−10e)(x− 1)y + 8ey2)

= 7ex2 + 4ey2 − 10exy − 8ex+ 6ey + 3e.

0
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Grafici funkcije f (levo) i Tejlorovog polinoma T2 (desno) u okolini taqke A

3. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z zadate implicitno jednakox�u
x2 + xy + y2 + z2 = 3y = 1, z > 0.

Rexe�e: Diferencira�em u datoj jednakosti po x i po y dobijamo jednakosti

2x+ y + 2zz′x = 0, x+ 2y + 2zz′y − 3 = 0 (1)



iz kojih sledi da je

z′x = −2x+ y

2z
, z′y =

3− x− 2y

2z
.

Rexava�em sistema z′x = 0, z′y = 0, odnosno 2x + y = 0, x + 2y = 3, nalazimo stacionarnu
taqku A(−1, 2). Diferencira�em u jednakostima (1) dobijamo jednakosti

2 + 2z′xz
′
x + 2zz′′x2 = 0, 1 + 2z′yz

′
x + 2zz′′xy = 0, 2 + 2z′yz

′
y + 2zz′′x2 = 0

iz kojih sledi da je

z′′x2(A) = −
1

2
= a, z′′y2(A) = −

1

2
= c, z′′xy(A) = −

1

4
= b.

Kako je ac− b2 =
1

4
− 1

16
> 0 i a < 0, to je zmax = z(A) = 2.

Dragan �ori�



Prvi kolokvijum iz MATEMATIKE 2 ∗

(2007, tre�a grupa zadataka)

Dragan �ori�

Zadatak 1 Ispitati neprekidnost funkcije f : R2 → R u taqki (0, 0)
ako je

f(x, y) = (x− y) sin 1

x2 + y2
cos

1

x2 + y2

za (x, y) 6= (0, 0) i f(0, 0) = 0.

Rexeǌe. Iz nejednakosti

|f(x, y) ≤ |x− y| ≤ |x|+ |y|

sledi |f(x, y)| → 0 kada (x, y) → (0, 0), xto znaqi da i f(x, y) → 0 kada
(x, y)→ (0, 0). Prema tome,

f(x, y)→ f(0, 0), (x, y)→ (0, 0),

pa je funkcija f neprekidna u (0, 0).
Na slede�oj slici je dat grafik funkcije f u okolini taqke (0, 0).
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∗Ovde su data kompletna rexeǌa, a ne samo odgovori koji su bodovani. Pored
toga, tre�i zadatak je rexen bez ograniqeǌa x, y < 0.

1



Zadatak 2 Funkcija f : R2 → data je imlicitno jednakox�u

x+ y + z + xyz − xy2 + yz2 = 0,

gde je z = f(x, y). Odrediti parcijalne izvode prvog i drugog reda i
Tejlorov polinom drugog reda funkcije f u okolini taqke M(1, 0).

Rexeǌe. Diferenciraǌem leve i desne strane date jednakosti po x
dobijamo

1 + z′x + yz + xyz′x − y2 + 2yzz′x = 0, (1)

odakle sledi da je

z′x =
y2 − yz − 1

1 + xy + 2yz
.

Sliqno diferenciraǌem po y dobijamo

1 + z′y + xz + xyz′y − 2xy + z2 + 2yzz′y = 0, (2)

odnosno

z′y =
2xy − z2 − 1− xz

1 + xy + 2yz
.

Diferenciraǌem leve strane jednakosti (1) po x dobijamo

z′′x2 = − 2yz′x + 2yz′2x
1 + xy + 2yz

,

a diferenciraǌem po y dobijamo

z′′xy =
2y − 2zz′x − xz′x − yz′y − z

1 + xy + 2yz
.

Sliqno iz jednakosti (2) diferenciraǌem po y dobijamo

z′′y2 =
2x− 4zz′y − 2yz′2y − 2xz′y

1 + xy + 2yz
.

Zameno vrednosti x = 1, y = 0 i z = −1 (sledi iz date jednakosti)
u izrazima za parcijalne izvode nalazimo da je

z′x(M) = z′y(M) = −1, z′′x2(M) = z′′y2(M) = z′′xy(M) = 0.

Prema tome,

T2(x, y) = f(M) + df(M) +
1

2
d2f(M)

= −1− dx− dy
= −1− (x− 1)− y
= −x− y.

2



Zadatak 3 Funkcije f : R2 → R i ϕ : R2 → R definisane su sa

f(x, y) = x2 + y2 − 2xy, ϕ(x, y) = 3x2 + y2 − 12.

Odrediti lokalne ekstremume funkcije f pri uslovu ϕ(x, y) = 0.

Rexeǌe. Parcijalni izvodi Lagran�ove funkcije F = f+λϕ (λ ∈ R)
dati su sa

F ′x(x, y) = 2x− 2y + 6λx,

F ′y(x, y) = 2y − 2x+ 2λy.
(3)

Iz jednakosti (3) nalazimo parcijalne izvode drugog reda

F ′′x2(x, y) = 2 + 6λ, F ′′xy(x, y) = −2, F ′′y2(x, y) = 2 + 2λ.

Uslovi za stacionarne taqke

F ′x = 0, F ′y = 0, ϕ = 0

daju sistem

x− y + 3λx = 0, y − x+ λy = 0, 3x2 + y2 = 12.

Sabiraǌem prve dve jednaqine ovog sistema dobijamo λ(3x+ y) = 0.

1. Ako je λ = 0, tada je x = y (iz prve jednaqine sistema), pa je
x2 = 3 (iz tre�e jednaqine). Dakle u ovom sluqaju imamo dve
stacionarne taqke: A(

√
3,
√
3) i B(−

√
3,−
√
3). Pri tome je dy =

−3dx i dx 6= 0 (iz uslova ϕ = 0), pa je

d2f(A) = 2(dx22dxdy + dy2) = 2(dx− dy)2 = 32dx2 > 0.

Isto va�i i za taqku B, xto znaqi da u taqkama A i B funkcija
f ima lokalni minimum pri uslovu ϕ = 0.

2. Ako je 3x + y = 0, tada je y = −3x, pa iz tre�e jednaqine sledi
x2 = 1. Prema tome, imamo jox dve stacionarne taqke: C(1,−3)
i D(−1, 3). Za obe je λ = −4/3. Iz uslova ϕ = 0 sledi da je
dy = dx 6= 0 u taqkama C i D, pa je

d2f(C) = d2f(D) = −6dx2 − 4dxdy − 2

3
dy2 = −32

3
dx2 < 0.

Prema tome, funkcija f u taqkama C i D ima lokalni maksimum
pri uslovu ϕ = 0.

3



Na slici je prikazan grafik funkcije, pri qemu su istaknute vred-
nosti pri uslovu, kao i taqke lokalnih ekstremuma.
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MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (19.4.2008) - Grupa 5

1. Ispitati neprekidnost funkcije f : R2 → R u taqki (0, 0) ako je

a) f(x.y) =







x+ y3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
; b) f(x.y) =







x3 + y3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
.

Rexe�e: a) Iz f(0, 0) = 0 i f(x, 0) =
1

x
→ +∞ kada x→ 0+ (ili f(x,

√
x)→ 1 kada x→ 0+)

sledi da funkcija f u taqki (0, 0) ima prekid, odnosno nije neprekidna.

b) Iz nejednakosti

|f(x, y)| ≤ |x|3

x2 + y2
+
|y|3

x2 + y2
=

x2

x2 + y2
|x|+ y2

x2 + y2
|y| ≤ |x|+ |y|

sledi |f(x, y)| → 0 kada (x, y) → (0, 0), a to znaqi da i f(x, y) → 0 kada (x, y) → (0, 0). Kako
je f(0, 0) = 0, funkcija f je neprekidna u taqki (0, 0).

2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x.y) 7→ z definisane implicitno sa

z3 + xyz + x2 + 2y2 + 8 = 0.

Rexe�e: Ako je F (x, y, z) = z3 + xyz + x2 + 2y2 + 8, tada je

z′x = −F ′x
F ′z

= − yz + 2x

3z2 + xy
, z′y = −

F ′y
F ′z

= − xz + 4y

3z2 + xy
.

Stacionarne taqke dobijamo rexava�em sistema

2x+ zy = 0, zx+ 4y = 0, F (x, y, z) = 0.

1. Ako je z2 6= 8, prve dve jednaqine imaju trivijalno rexe�e (po x i y), pri qemu iz
tre�e jednaqine (F = 0) dobijamo z = −2. U tom sluqaju imamo stacionarnu taqku
A(0, 0) za koju je z(A) = −2.

2. Ako je z2 = 8, odnosno z = 2
√
2 ili z = −2

√
2, sistem nema rexe�a.

Prema tome, jedina stacionarna taqka je A(0, 0). Nala�e�em parcijalnih izvoda dru-

gog reda dobijamo z′′x2(A) = −1

6
, z′′xy(A) =

1

6
i z′′y2(A) = −1

3
. Kako je

z′′x2(A) · z′′y2(A)−
(

z′′xy(A)
)2

> 0, z′′x2(A) < 0,

to je fmax = f(A) = −2.



3. Dati su funkcija f : R2 → R i skup D ⊂ R2 sa

f(x, y) = 2(x+ 2)2 + 3(y − 1)2 + 1, D = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ x+ 4, x ≤ 0}.

Odrediti najma�u i najve�u vrednost funkcije f na skupu D.

Prvo rexe�e: Funkcija f ima najma�u vrednost 1 i to u taqki A(−2, 1). Iz A ∈ D sledi
da je min

D
f(x, y) = f(A) = 1.

Kako je skup D je trougao sa temenima E(−4, 0), F (0, 4) i G(0, 0) i kako je grafik funkcije
f paraboloid (eliptiqki) sa temenom u taqki A, najve�a vrednost funkcije na skupu
D je u nekoj od taqaka E, F ili G. Poxto je f(E) = f(G) = 12 i f(F ) = 36, to je
max
D

f(x, y) = f(F ) = 36.

Drugo rexe�e: Kako je f ′x = 4(x+ 2) i f ′y = 6(y − 1), taqka A je jedina stacionarna taqka
funkcije f i ona pripada skupu D. Funkcije f(0, y), f(x, 0) i f(x, x + 4) (koje odre�u-
ju granicu skupa D) imaju stacionarne taqke B(0, 1), C(−2, 0) i D(−13/5, 7/5), pri qemu
je f(B) = 9, f(C) = 4 i f(D) = 11/5. Upore�uju�i vrednosti funkcije f u taqkama
A,B,C,D,E, F,G vidimo da je

min
D

f(x, y) = f(A) = 1, max
D

f(x, y) = f(F ) = 36.

Dragan �ori�



MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (19.4.2008) - Grupa 6

1. Ispitati neprekidnost funkcije f : R2 → R u taqki (0, 0) ako je

a) f(x.y) =







x5 + y5

x4 + y4
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
; b) f(x.y) =







x3 + y5

x4 + y4
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
.

Rexe�e: a) Iz nejednakosti

|f(x, y)| ≤ |x|5

x4 + y4
+
|y|5

x4 + y4
=

x4

x4 + y4
|x|+ y4

x4 + y4
|y| ≤ |x|+ |y|

sledi |f(x, y)| → 0 kada (x, y) → (0, 0), a to znaqi da i f(x, y) → 0 kada (x, y) → (0, 0). Kako
je f(0, 0) = 0, funkcija f je neprekidna u taqki (0, 0).

b) Iz f(0, 0) = 0 i f(x, 0) =
1

x
→ +∞ kada x→ 0+ sledi da funkcija f u taqki (0, 0) ima

prekid, odnosno nije neprekidna.

2. Odrediti Tejlorov polinom drugog reda koji u okolini taqke M(1,−1) aproksimira
funkciju f : (x.y) 7→ z definisanu implicitno sa

z3 + xyz + x2 − 2y2 + 1 = 0, z > 0.

Rexe�e: Za x = 1 i y = −1 iz date jednakosti i uslova z > 0 dobijamo z(M) = 1 .

Diferencira�em po x date jednakosti imamo

3z2z′x + yz + xyz′x + 2x = 0, (1)

odakle zamenom x = z = 1, y = −1 dobijamo z′x(M) = −1/2 .

Sliqno, diferencira�em date jednakosti po y imamo

3z2z′y + xz + xyz′y − 4y = 0, (2)

odakle dobijamo z′y(M) = −5/2 .

Diferencira�em jednakosti (1) po x i zamenom x = z = 1, y = − i z′x = −1/2 dobijamo

z′′x2(M) = −9/4 , a diferencira�em jednakosti (1) po y i zamenom navedenih vrednosti,

kao i z′y = −5/2, dobijamo z′′xy(M) = −21/4.
Diferencira�em jednakosti (2) po y i zamenom odgovaraju�ih vrednosti dobijamo

z′′y2(M) = −57/4 .

Uzimaju�i u obzir vrednosti parcijalnih izvoda prvog i drugog reda funkcije f u
taqki M imamo

T2(x, y) = z(A) + dz(A) +
1

2
d2z(A)

= 1− 1

2
(x− 1)− 5

2
(y + 1)− 9

8
(x− 1)2 − 21

4
(x− 1)(y + 1)− 57

8
(y + 1)2

= −4− 7

2
x− 23

2
y − 9

8
x2 − 57

8
y2 − 21

4
xy.



3. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : R+×R+ → R date sa f(x, y) = x2+ y2 pri
uslovu xy = x+ y.

Prvo rexe�e: Iz uslova sledi y =
x

x− 1
(jer je x 6= 1), pa je (pri tom uslovu)

f(x, y) = x2 +
x2

(x− 1)2
= g(x).

Kako je

g′(x) =
2x

(x− 1)3
(x− 2)(x2 − x+ 1),

to funkcija g u taqki x = 2 ima lokalni minimum. Prema tome, fmin,xy=x+y = f(2, 2) = 8 .

Drugo rexe�e: Za Lagran�ovu funkciju F , gde je

F (x, y) = x2 + y2 + λ(xy − x− y),

imamo
F ′x = 2x+ λy − λ, F ′y = 2y + λx− λ.

Iz jednakosti F ′x = 0 i F ′y = 0 dobijamo 2(x− y) = λ(x− y).
Ako je x = y, tada iz datog uslova sledi x = 2 (jer je x > 0) i λ = −4, pa imamo

stacionarnu taqku A(2, 2). Ako je λ = 2, tada imamo sistem x + y = 1, xy = 1 koji nema
realnih rexe�a.

Kako je F ′′x2 = 2, F ′′xy = λ, F ′′y2 = 2 i dy = −dx pri datom uslovu, to je

d2F (A) = 2dx2 + 2λdxdy + 2dy2

= 2dx2 − 8dxdy + 2dy2

= 12dx2.

Prema tome, d2F (A) > 0 za dx 6= 0, pa f u taqki A ima lokalni minimum.
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MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (25.4.2009) - Grupa 7

1. Data je funkcija f : (x, y) 7→ 3xy3 − x2y + 4x.

a) Odrediti gradijent funkcije f u taqki M(2,−2).

b) Izraqunati izvod funkcije f u taqki M u pravcu vektora v = (4,−3).

c) Odrediti jednaqinu tangentne ravni i jednaqinu normale povrxi definisane jed-
naqinom z = f(x, y) u taqki (2,−2, f(M)).

Rexe�e: a) Iz f ′x = 3y3 − 2xy + 4 i f ′y = 9xy2 − x2 nalazimo

∇f(M) = (f ′x(M), f ′y(M)) = (−12, 68).

Na slici (Sl.1) su dati gradijenti i u taqkama iz okoline taqke M .

b) Kako je f diferencijabilna u R2 (jer su f ′x i f ′y neprekidne funkcije u R2), to je

f ′v(M) = ∇f(M) · v
|v|

= (−12, 68) ·
(

4

5
,−3

5

)

= −252

5
.

c) Poxto je f(M) = −32, jednaqina tangentne ravni (Sl.1) je

z + 32 = −12(x− 2) + 68(y + 2),

odnosno 12x− 68y + z − 128 = 0, a jednaqina normale (Sl.1) je

x− 2

−12
=
y + 2

68
=
z + 32

−1
.
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Sl.1 Po	e gradijenata (levo) i grafici funkcije i tangentne ravni (desno) u okolini
taqke M . Zbog razliqite razmere osa na slici nije uoq	ivo da je ugao izme�u

tangentne ravni i normale prav. Me�utim, sa slike se vidi da tangentna ravan posle
dodira sa grafikom funkcije f u nekim delovima vrlo brzo preseca grafik.



2. Odrediti Tejlorov polinom drugog stepena koji u okolini taqke D(−1,−1) aproksimira
funkciju f : (x, y) 7→ z definisanu sa

3xz + yz + lnxy + 4 = 0.

Rexe�e: Za x = −1 i y = −1 iz date jednakosti dobijamo z(D) = 1 .

Diferencira�em po x date jednakosti imamo

3z + 3xz′x + yz′x +
1

x
= 0, (1)

odakle zamenom x = y = −1, z = 1 dobijamo z′x(D) = 1/2 .

Sliqno, diferencira�em date jednakosti po y imamo

3xz′y + z + yz′y +
1

y
= 0, (2)

odakle dobijamo z′y(D) = 0 .

Diferencira�em jednakosti (??) po x i zamenom x = y = −1, z = 1 i z′x = 1/2 dobijamo

z′′x2(D) = 1/2 , a diferencira�em jednakosti (??) po y i zamenom navedenih vrednosti,

kao i z′y = 0, dobijamo z′′xy(D) = 1/8.
Diferencira�em jednakosti (??) po y i zamenom odgovaraju�ih vrednosti dobijamo

z′′y2(D) = −1/4 .

Uzimaju�i u obzir vrednosti parcijalnih izvoda prvog i drugog reda funkcije f u
taqki D imamo

T2(x, y) = z(D) + dz(D) +
1

2
d2z(D)

= 1 +
1

2
(x+ 1) +

1

2

[

1

2
(x+ 1)2 + 2 · 1

8
(x+ 1)(y + 1)− 1

4
(y + 1)2

]

=
7

4
+

9

8
x− 1

8
y +

1

4
x2 − 1

8
y2 +

1

8
xy.

Napomena: Zadatak je rexavan smatraju�i da je funkcija f implicitno definisana
datom jednakox�u. Me�utim, iz te jednakosti imamo i eksplicitno vrednost funkcije f
(videti Drugo rexe�e.) Sa grafika funkcije f i dobijenog Tejlorovog polinoma (Sl.2)
dobijamo utisak o tome kako Tejlorov polinom aproksimira datu funkciju.
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Sl.2 Grafici funkcije f (levo) i Tejlorovog polinoma T2 (desno) u okolini taqke D



Drugo rexe�e: Iz date jednakosti sledi da je

f(x, y) = z = −4 + lnxy

3x+ y
, xy > 0.

Nala�e�em parcijalnih izvoda dobijamo

f ′x =
9x− y + 3x lnxy

x(3x+ y)2
, f ′y = −3x− 3y − y lnxy

y(3x+ y)2
,

f ′′x2 = −45x2 − 12xy − y2 + 18x2 lnxy

x2(3x+ y)3
,

f ′′xy =
−18xy + y2 + 9x2 − 6xy lnxy

xy(3x+ y)3
,

f ′′y2 =
9x2 + 12xy − 5y2 − 2y2 lnxy

y2(3x+ y)3
.

Zamenom x = y = −1 u dobijenim parcijalnim izvodima imamo

f ′x(D) =
1

2
, f ′y(D) = 0, f ′′x2(D) =

1

2
, f ′′xy(D) =

1

8
, f ′′y2(D) = −1

4
,

a da	e isto kao u Prvom rexe�u.

3. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ 4xy − 5 pri uslovu x2 + y2 = 18.

Prvo rexe�e: Za Lagran�ovu funkciju F , gde je

F (x, y) = 4xy − 5 + λ(x2 + y2 − 18),

imamo
F ′x = 4y + 2λx, F ′y = 4x+ 2λy.

Iz jednakosti F ′x = 0 i F ′y = 0 dobijamo (y − x)(2− λ) = 0.
Ako je x = y, tada iz datog uslova sledi x2 = 9, pa imamo stacionarne taqke A(3, 3;−2)

i C(−3,−3;−2) (funkcije F ). Ako je λ = 2, tada je y = −x, pa imamo stacionarne taqke
B(3,−3; 2) i D(−3, 3; 2).

Kako je F ′′x2 = 2λ, F ′′xy = 4, F ′′y2 = 2λ i dy = −dx (pri datom uslovu) za taqke A i C,
odnosno dy = dx za taqke B i D, to je

d2F (A) = d2F (C) = −4dx2 + 8dxdy − 4dy2

= −16dx2,

d2F (B) = d2F (D) = 4dx2 + 8dxdy + 4dy2

= 16dx2.

Prema tome, za dx 6= 0 je d2F (A) = d2F (C) < 0 i d2F (B) = d2F (D) > 0, pa f u taqkama A
i C ima uslovni lokalni minimum (jednak −41), a u taqkama B i D ima uslovni lokalni
maksimum (jednak 31).

Drugo rexe�e: Nivo linija 4xy − 5 = C povrxi definisane funkcijom f i kriva defin-
isana uslovom x2 + y2 = 18 se dodiruju ako je y + xy′ = 0 i x + yy′ = 0, odnosno ako je
x2 = y2. Prema tome, jedine mogu�e taqke uslovnog lokalnog ekstremuma su taqke A, B C
i D (iz prvog rexe�a). Na slici (Sl.3) se lako uoqavaju dodirne taqke nivo linija i
krive ϕ = 0.
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Sl.3 Grafik funkcije f (levo) i nivo linije funkcije f zajedno sa linijom definisanom
uslovom ϕ = 0 (desno).

Funkcije f i g : (x, y) 7→ 2xy dosti�u lokalni minimum u istim taqkama. Kako je, pri
datom uslovu,

g(x, y) = 2xy = (x+ y)2 − (x2 + y2) = (x+ y)2 − 18,

minimum funkcije g se dosti�e za y = −x, odnosno u taqkama B i D.
Ako f u datoj taqki ima lokalni ekstremum, tada i h : (x, y) 7→ x2y2 ima u toj istoj

taqki lokalni ekstremum. Kako je, pri datom uslovu,

h(x, y) = x2y2 = x2(18− y2) = 18x2 − x4 = ϕ(x)

i
ϕ′(x) = 4x(9− x2), ϕ′′(x) = 36− 12x2,

funkcija h ima uslovne lokalne maksimume u taqkama A, B, C i D, a funkcija f u taqkama
A i C. Na grafiku funkcije f (Sl.3) se lako uoqavaju taqke uslovnih lokalnih ek-
stremuma, kao i to da funkcija nema lokalnih ekstremuma (bezuslovnih).

Dragan �ori�



MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (25.4.2009) - Grupa 8

1. Data je funkcija f : (x, y) 7→ 2x3y + xy2 − 3y + 1.

a) Odrediti gradijent funkcije f u taqki M(−2, 3).

b) Izraqunati izvod funkcije f u taqki M u pravcu vektora v = (−4,−3).

c) Odrediti jednaqinu tangentne ravni i jednaqinu normale povrxi definisane jed-
naqinom z = f(x, y) u taqki (−2, 3, f(M)).

Rexe�e: a) Iz f ′x = 6x2 + y2 i f ′y = 2x3 + 2xy − 3 nalazimo

∇f(M) = (f ′x(M), f ′y(M)) = (81,−31).

Na slici (Sl.1) su dati gradijenti i u taqkama iz okoline taqke M .

b) Kako je f diferencijabilna u R2 (jer su f ′x i f ′y neprekidne funkcije u R2), to je

f ′v(M) = ∇f(M) · v

|v|
= (81,−31) ·

(

−4

5
,−3

5

)

= −231

5
.

c) Poxto je f(M) = −74, jednaqina tangentne ravni (Sl.1) je

z + 74 = 81(x+ 2)− 31(y − 3),

odnosno 81x− 31y − z + 181 = 0, a jednaqina normale (Sl.1) je

x+ 2

81
=

y − 3

−31
=

z + 74

−1
.

−3 −2.5 −2 −1.5 −1
2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

3.2

3.4

3.6

3.8

4

−3
−2.5

−2
−1.5

−1

2

2.5

3

3.5

4
−300

−200

−100

0

100

Sl.1 Po	e gradijenata (levo) i grafici funkcije i tangentne ravni (desno) u okolini
taqke M . Zbog razliqite razmere osa na slici nije uoq	ivo da je ugao izme�u

tangentne ravni i normale prav. Me�utim, sa slike se vidi da tangentna ravan posle
dodira sa grafikom funkcije f u nekim delovima vrlo brzo preseca grafik.



2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z definisane jednakox�u

3xz + yz − ln(3xy) = 2.

Prvo rexe�e: Diferencira�em po x date jednakosti imamo

3z + 3xz′x + yz′x −
1

x
= 0, (1)

odakle dobijamo z′x =
1− 3xz

3x2 + xy
. Primetimo da je 3x2 + xy 6= 0 jer je xy > 0.

Sliqno, diferencira�em date jednakosti po y imamo

3xz′y + z + yz′y −
1

y
= 0, (2)

odakle dobijamo z′y =
1− yz

3xy + y2
.

Iz sistema
1− 3xz = 0, 1− yz = 0, 3xz + yz − ln(3xy) = 2

dobijamo dve stacionarne taqke A(1/3, 1) i B(−1/3,−1), pri qemu je z(A) = 1 i z(B) = −1.
Sa slike (Sl.2) je jasno da su u tim taqkama lokalni ekstremumi funkcije f .
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Sl.2 Grafik funkcije f (levo) i nivo linije (desno) u okolini taqke A (sliqno je i u
okolini taqke B).

Diferencira�em jednakosti (1) najpre po x, a zatim i po y, kao i jednakosti (2) po y,
uzimaju�i u obzir da je z′x(A) = z′y(A) = z′x(B) = z′y(B) = 0, dobijamo da je u stacionarnim
taqkama

(3x+ y)z′′x2 +
1

x2
= 0, z′′xy = 0, (3x+ y)z′′y2 +

1

y2
= 0.

Zamenom odgovaraju�ih vrednosti nalazimo

z′′x2(A) = −z′′x2(B) = −9/2 i z′′y2(A) = −z′′y2(B) = −1/2 ,

xto znaqi da je u taqki A lokalni maksimum, a u taqki B lokalni minimum.
Prema tome, fmin = f(B) = −1 i fmax = f(A) = 1.

Napomena: Zadatak je rexavan smatraju�i da je funkcija f implicitno definisana
datom jednakox�u. Me�utim, iz te jednakosti imamo i eksplicitno vrednost funkcije f
(videti Tre�e rexe�e.)



Drugo rexe�e: Ako je F (x, y, z) = 3xz + yz − ln(3xy) − 2, tada je (slajdovi sa predava�a:
Tema3, egzistencija i diferencijabilnost implicitne funkcije)

z′x = −F ′x
F ′z

= −3z − 1/x

3x+ y
, z′y = −

F ′y
F ′z

= −z − 1/y

3x+ y
.

Stacionarne taqke A i B dobijamo rexava�em sistema

3z − 1

x
= 0, z − 1

y
= 0, F (x, y, z) = 0.

Nala�e�em parcijalnih izvoda drugog reda dobijamo

F ′′x2 =
1

x2
, F ′′y2 =

1

y2
, F ′′z2 = 0, F ′′xy = 0, F ′′xz = 3, F ′′yz = 1

i

z′′x2 =
−9x+ 18x2z − y

x2(3x+ y)2
, z′′y2 =

−3y + 2zy2 − 3x

y2(3x+ y)2
, z′′xy =

−y + 6xyz − 3x

xy(3x+ y)2
.

Da	e isto kao u Prvom rexe�u.

Tre�e rexe�e: Iz date jednakosti sledi da je

f(x, y) = z = −2 + ln(3xy)

3x+ y
, xy > 0.

Nala�e�em parcijalnih izvoda dobijamo

f ′x =
−3x+ y +−3x ln(3xy)

x(3x+ y)2
, f ′y =

3x− y − y ln(3xy)

y(3x+ y)2
,

f ′′x2 =
9x2 − 12xy − y2 + 18x2 ln(3xy)

x2(3x+ y)3
,

f ′′xy =
6xy − y2 − 9x2 + 6xy ln(3xy)

xy(3x+ y)3
,

f ′′y2 =
−9x2 − 12xy + y2 + 2y2 ln(3xy)

y2(3x+ y)3
,

a da	e isto kao u Prvom rexe�u.

3. Dati su funkcija f : R2 → R i skup D ⊂ R2 sa

f(x, y) = (x− y)2 + (y + 1)2 − 3, D = {(x, y) : y ≥ x− 3, y ≥ −x− 3, y ≤ 0}.

Odrediti najma�u i najve�u vrednost funkcije f na skupu D.

Prvo rexe�e: Funkcija f ima najma�u vrednost −3 i to u taqki A(−1,−1). Iz A ∈ D
sledi da je min

D
f(x, y) = f(A) = −3.

Kako je skup D je trougao sa temenima C(−3, 0), D(3, 0) i F (0,−3) i kako je grafik
funkcije f paraboloid sa temenom u taqki A (Sl.3), najve�a vrednost funkcije na skupu
D je u nekoj od taqaka C, D ili F . Poxto je f(C) = f(D) = 7 i f(F ) = 10, to je max

D
f(x, y) =

f(F ) = 10.
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Sl.2 Nivo linije funkcije f u okolini taqke A (levo) i taqke u oblasti D qije su
vrednosti testirane za ekstremne vrednosti (desno).

Drugo rexe�e: Kako je f ′x = 2(x − y) i f ′y = 4y − 2x + 2, taqka A je jedina stacionarna
taqka funkcije f i ona pripada skupu D.

Funkcije f(x, 0), f(x, x − 3) i f(x,−x − 3) (koje odre�uju granicu skupa D) imaju sta-
cionarne taqke B(0, 0), E(2,−1) i G(−8/5,−7/5), pri qemu je f(B) = −2, f(E) = 6 i
f(G) = −14/5. Upore�uju�i vrednosti funkcije f u taqkama A,B,C,D,E, F,G vidimo
da je (Sl.3)

min
D

f(x, y) = f(A) = −3, max
D

f(x, y) = f(F ) = 10.
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MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (16.4.2010) - Grupa 6

1. Ispitati neprekidnost funkcije f : R2 → R u taqki (0, 0) ako je

f(x, y) =







x3 + y3

x2 + y2
sin

1

x4 + y4
cos

1

x4 + y4
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Rexe�e: Za (x, y) 6= (0, 0) je

|f(x, y)| ≤ |x
3 + y3|
x2 + y2

≤ |x|3

x2 + y2
+
|y|3

x2 + y2
=

x2

x2 + y2
|x|+ y2

x2 + y2
|y| ≤ |x|+ |y|.

Prema tome, f(x, y) → f(0, 0) kada (x, y) → (0, 0). Kako je f(0, 0) = 0, funkcija f je
neprekidna u taqki (0, 0).

2. Odrediti Tejlorov polinom drugog stepena koji u okolini taqke B(1, 0) aproksimira
funkciju f : (x.y) 7→ z definisanu implicitno sa

z2 + 3x2 + y2 + 2xy + 6y − 2xz − 3 = 0, z 6= 0.

Rexe�e: Za x = 1 i y = 0 iz date jednakosti i uslova z 6= 0 dobijamo z(B) = 2 .

Diferencira�em po x date jednakosti imamo

2zz′x + 6x+ 2y − 2z − 2xz′x = 0, (1)

odakle zamenom x = 1, y = 0 i z = 2 dobijamo z′x(B) = −1 .

Sliqno, diferencira�em date jednakosti po y imamo

2zz′y + 2y + 2x+ 6− 2xz′y = 0, (2)

odakle dobijamo z′y(B) = −4 .

Diferencira�em jednakosti (1) po x i zamenom x = 1, y = 0, z = 2 i z′x = −1 dobijamo

z′′x2(B) = −6 , a diferencira�em jednakosti (1) po y i zamenom navedenih vrednosti, kao

i z′y = −4, dobijamo z′′xy(B) = −9.
Diferencira�em jednakosti (2) po y i zamenom odgovaraju�ih vrednosti dobijamo

z′′y2(B) = −17 .

Uzimaju�i u obzir vrednosti parcijalnih izvoda prvog i drugog reda funkcije f u
taqki B imamo

T2(x, y) = z(B) + dz(B) +
1

2
d2z(B)

= 2− dx− 4dy +
1

2

[

−6dx2 + 2 · (−9)dxdy − 17dy2
]

= 2− (x− 1)− 4y − 3(x− 1)2 − 9(x− 1)y − 17

2
y2

= 5x+ 5y − 3x2 − 17

2
y2 − 9xy.



3. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ x2 + y2 pri uslovu 5(x + y)2 =
4(xy + 2).

Rexe�e: Poxto dati uslov mo�emo napisati u obliku ϕ(x, y) = 0, gde je ϕ(x, y) = 5x2 +
5y2 + 6xy − 8, Lagran�ova funkcija F je data sa

F (x, y) = 2x2 + 2y2 + λ(5x2 + 5y2 + 6xy − 8).

Nala�e�em parcijalnih izvoda funkcije F dobijamo sistem za stacionarne taqke

2x+ 5λx+ 3λy = 0

2y + 5λy + 3λx = 0

5x2 + 5y2 + 6xy = 8

Prve dve jednaqine mo�emo posmatrati kao homogen sistem

(2 + 5λ)x+ 3λy = 0

3λx+ (2 + 5λ)y = 0

po x i y. Trivijalno rexe�e tog sistema ne daje rexe�e celog sistema (zbog tre�e
jednaqine). Uslov za netrivijalna rexe�a je

∣

∣

∣

∣

2 + 5λ 3λ
3λ 2 + 5λ

∣

∣

∣

∣

= 0

Izraqunava�em determinante dobijamo kvadratnu jednaqinu 4λ2+5λ+1 = 0 qija su rexe�a
λ1 = −1/4 i λ2 = −1.

Za λ1 iz prve jednaqine je y = x, a iz tre�e x2 = 1/2.

Za λ2 iz prve jednaqine je y = −x, a iz tre�e x2 = 2.

Prema tome, stacionarne taqke funkcije F su: A∗(1/
√
2, 1/
√
2,−1/4), B∗(−1/

√
2,−1/

√
2,−1/4),

C∗(
√
2,−
√
2,−1), D∗(−

√
2,
√
2,−1), a stacionarne taqke funkcije f pri uslovu ϕ(x, y) = 0

su: A(1/
√
2, 1/
√
2), B(−1/

√
2,−1/

√
2), C(

√
2,−
√
2), D(−

√
2,
√
2).

Napomena. Drugi naqin za rexava�e ovog sistema je da se iz prve dve jednaqine (oduzi-
ma�em jedne od druge) dobije jednakost (x− y)(1 + λ) = 0. Zatim se razmatraju sluqajevi
x = y i λ = −1.

Parcijalni izvodi drugog reda funkcije F su:

F ′′x2 = 4 + 10λ, F ′′xy = 6λ, F ′′y2 = 4 + 10λ,

pa je

d2F (A∗) = d2F (B∗) =
3

2
(dx2 − 2dxdy + dy2) =

3

2
(dx− dy)2 ≥ 0

Iz uslova ϕ(x, y) = 0 sledi da je

5xdx+ 5ydy + 3xdy + 3ydx = 0.

Za taqke A i B je x = y, xto daje dy = −dx, pa je za dx 6= 0

d2F (A∗) = d2F (B∗) =
3

2
(dx+ dx)2 = 6dx2 > 0.

Prema tome, u taqkama A i B funkcija f ima lokalni minimum pri uslovu ϕ(x, y) = 0.

Sliqno se dobija za taqke C i D da je dy = dx i

d2F (C∗) = d2F (D∗) = −(dx+ dy)2 = −24dx2 < 0,

xto znaqi da u taqkama C i D funkcija f ima lokalni maksimum pri uslovu ϕ(x, y) = 0.

Dragan �ori�



MATEMATIKA 2

Prvi kolokvijum (5.4.2011) - Grupa 7

1. Data je funkcija

f(x, y) =











3 +
x3 − x4

x2 + y2
cos

1
√

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

3, (x, y) = (0, 0).

a) Dokazati da je funkcija f neprekidna u taqki (0, 0).

b) Ispitati da li postoji f ′y(0, 0).

Rexe�e: a) Ako je h(x, y) = f(x, y)− 3, tada za (x, y) 6= (0, 0) imamo da je

|h(x, y)| ≤ |y
3 − x4|
x2 + y2

≤ y2

x2 + y2
|y|+ x2

x2 + y2
x2 ≤ |y|+ x2.

Prema tome, h(x, y) → h(0, 0) kada (x, y) → (0, 0), odnosno f(x, y) → 3 kada (x, y) → (0, 0).
Kako je f(0, 0) = 3, funkcija f je neprekidna u taqki (0, 0).

b) Za y 6= 0 je
f(0, y)− f(0, 0)

y
=

1

y
· y

3

y2
cos

1
√

y2
= cos

1

|y|
.

Me�utim, graniqna vrednost funkcije g : y 7→ cos
1

|y|
kada y → 0 ne postoji. Zaista, za

yn =
1

2nπ
(n ∈ N) je g(yn) = cos(2nπ) = 1, dok za yn =

1

π/2 + 2nπ
imamo da je g(yn) =

cos
(π

2
+ 2nπ

)

= 0.

Poxto ne postoji graniqna vrednost koliqnika parcijalnog priraxtaja po y funkcije
f u taqki (0, 0) i priraxtaja argumenta y, ne postoji ni f ′y(0, 0).

2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z definisane implicitno
jednakox�u F (x, y, z) = 0, gde je

F (x, y, z) = 2x2 + y2 − 2z2 + 2xy + yz + 10.

Rexe�e: Diferencira�em po x date jednakosti imamo

4x− 4zz′x + 2y + yz′x = 0, (1)

odakle dobijamo

z′x = − 4x+ 2y

−4z + y
.

Sliqno, diferencira�em date jednakosti po y imamo

2y − 4zz′y + 2x+ z + yz′y = 0, (2)

odakle dobijamo

z′y = −2x+ 2y + z

−4z + y
.

Stacionarne taqke nalazimo rexava�em sistema

F (x, y, z) = 0, z′x = 0, z′y = 0.



Iz z′x = 0 imamo y = −2x, a iz z′y = 0 imamo z = 2x. Zamenom ovih vrednosti u jednakosti
F (x, y, z) = 0 dobijamo x2 = 1. Prema tome, stacionarne taqke su A(1,−2) i B(−1, 2), pri
qemu je z(A) = 2 i z(B) = −2.

Sada treba proveriti da li su u taqkama A i B lokalni ekstremumi funkcije f .
Diferencira�em jednakosti (1) po x, odnosno po y dobijamo

4− 4z′xz
′
x − 4zz′′x2 + yz′′x2 = 0,

−4z′yz′x − 4zz′′xy + 2 + z′x + yz′′xy = 0,

a diferencira�em jednakosti (2) po y dobijamo

2− 4z′yz
′
y − 4zz′′y2 + z′y + z′y + yz′′y2 = 0.

Iz ovih jednakosti nalazimo da je

a = z′′x2(A) =
2

5
, b = z′′xy(A) =

1

5
, c = z′′y2(A) =

1

5
.

Kako je ac − b2 =
1

25
> 0 i a > 0, u taqki A je lokalni minimum, fmin = f(A) = 2. Sliqno

dobijamo da je u taqki B lokalni maksimum, fmax = f(B) = −2, jer je u �oj a = −2

5
,

b = c = −1

5
, ac− b2 =

1

25
> 0, a < 0.

3. Odrediti najma�u i najve�u vrednost funkcije

f : (x, y) 7→ 2x2 − 4xy − y2 + 12x− 3

ma oblasti D = {(x, y) : −2 ≤ x ≤ 4, −1 ≤ y ≤ 5}.

Rexe�e: Oblast D je kompaktan skup u R2 (zatvoren i ograniqen), pa funkcija f (koja
je neprekidna na D) zaista ima i najma�u i najve�u vrednost na oblasti D. Te vrednosti
se dosti�u ili u unutrax�osti oblasti D ili na �enoj granici koju qine qetiri du�i

L1 : x = −2, y ∈ [−1, 5]; L2 : x = 4, y ∈ [−1, 5];

L3 : y = −1, x ∈ [−2, 4]; L4 : y = 5, x ∈ [−2, 4].

1. Kako je f ′x = 4x − 4y + 12 i f ′y = −4x − 2y, u unutrax�osti oblasti D postoji samo
jedna stacionarna taqka, A(−1, 2), pri qemu je f(A) = −9.

2. Na du�i L1 imamo funkciju g1(y) = f(−2, y). Kako je g′1(y) = f ′y(−2, y), iz jednakosti
f ′y(−2, y) = 0 dobijamo y = 4. Stacionarna taqka funkcije f (uslovno, na du�i L1) je
B(−2, 4), pri qemu je f(B) = −3.

3. Na du�i L2 ne postoji stacionarna taqka jer iz jednakosti f ′y(4, y) = 0 dobijamo
y = −8.

4. Na du�i L3 tako�e ne postoji stacionarna taqka jer iz jednakosti f ′x(x,−1) = 0
dobijamo x = −4.

5. Na du�i L4 dobijamo stacionarnu taqku C(2, 5) (iz uslova f ′x(x, 5) = 0 imamo x = 2),
pri qemu je f(C) = −36.

6. U kritiqne taqke uk	uqujemo i graniqne taqke ovih du�i. To su taqke P (−2,−1),
Q(4,−1), R(−2, 5) i S(4, 5), pri qemu je

f(P ) = −28, f(Q) = 92, f(R) = −4, f(S) = −28.



Upore�uju�i vrednosti funkcije f u taqkama A,B,C, P,Q,R, S nalazimo da je

max
D

f = f(Q) = 92, min
D

f = f(C) = −36.

Na slici grafika funkcije f nad oblax�u D jasno se vide dobijene ekstremne vred-
nosti.
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Dragan �ori�

Na kraju, evo i tri odabrana 'bisera' iz radova ove grupe zadataka.

z′y · z′y = z′′y2, cos
1

√

x2 + y2
≥ 1,

2

5
· 1
5
=

2

10
.



MATEMATIKA 2

Prvi pismeni kolokvijum, 17.4.2012

Grupa 8

Rexe�a zadataka i rezultati

Dragan �ori�



Zadaci i rexe�a

1. Ispitati neprekidnost funkcije f : R2 → R u taqki (0, 0) ako je

f(x, y) =











x3 − 3x2y
√

x2 + y4
sin

1

x2 + y4
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Rexe�e: Za (x, y) 6= (0, 0) je

|f(x, y)| ≤ x2

√

x2 + y4
· |x− 3y| ≤ x2 + y4

√

x2 + y4
· |x− 3y| =

√

x2 + y4|x− 3y| → 0, (x, y)→ (0, 0).

Prema tome, f(x, y) → f(0, 0) kada (x, y) → (0, 0). Kako je f(0, 0) = 0, funkcija f je

neprekidna u taqki (0, 0).

Na slici je dat grafik funkcije f u okolini taqke (0, 0).
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2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z zadate implicitno jednakox�u

x2 + y2 + z2 − xz − yz + 2x+ 2y − 14 = 0.

Rexe�e: Ako je F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − xz − yz + 2x+ 2y − 14, tada je

z′x = −F ′x
F ′z

, z′y = −
F ′y
F ′z

, (1)

pa stacionarne taqke dobijamo iz sistema F ′x = 0, F ′y = 0 i F = 0. Kako je F ′x = 2x− z + 2
i F ′y = 2y − z + 2, iz jednakosti F ′x = 0 i F ′y = 0 sledi da je y = x i z = 2x + 2. Zamenom y
i z u jednakosti F = 0 dobijamo da je x2 + 4x − 5 = 0, xto znaqi da je x = −5 ili x = 1.
Prema tome, stacionarne taqke su A(−5,−5) i B(1, 1), pri qemu je f(A) = −8 i f(B) = 4.

Iz jednakosti (1) sledi da je

z′′x2 = −
(F ′′x2 + F ′′xz · z′x)F ′z − F ′x(F

′′
zx + F ′′z2 · z′x)

F ′2z
. (2)

Obzirom da je u stacionarnim taqkama z′x = F ′x = 0, iz jednakosti (2) vidimo da u sta-

cionarnim taqkama va�i z′′x2 = −
F ′′x2

F ′z
. Na isti naqiin iz jednakosti (1) dobijamo da u

stacionarnim taqkama va�i z′′y2 = −
F ′′y2

F ′z
i z′′xy = −

F ′′xy
F ′z

. Prema tome, za funkciju f imamo

da je u stacionarnim taqkama

z′′x2 = z′′y2 =
2

x+ y − 2z
. z′′xy = 0

(jer je F ′′x2 = F ′′y2 = 2, F ′′xy = 0 i F ′z = 2z − x− y).
Specijalno, u taqki A je

z′′x2 = z′′y2 =
1

3
, d2f(A) =

1

3
(dx2 + dy2),

a u taqki B je

z′′x2 = z′′y2 = −1

3
, d2f(B) = −1

3
(dx2 + dy2).

Prema tome, funkcija f : (x, y) 7→ z u taqki A ima lokalni minimum koji je jednak

−8, a u taqki B ima lokalni maksimum koji je jednak 4. Dakle,

fmin = f(A) = −8, fmax = f(B) = 4.

3



3. Odrediti najma�u i najve�u vrednost funkcije f(x, y) 7→ (x − 2)2 + (x − y)2 + 2 na
skupu D = {(x, y) : x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ −x+ 5}.

Rexe�e: Oblast D je trougao qija su temena C(0, 0), E(5, 0) i F (0, 5). Vrednosti funkcije
f u tim taqkama su: f(C) = 6, f(E) = 36 i f(F ) = 31. Funkcija f ima samo jednu sta-
cionarnu taqku A(2, 2) i ona pripada oblasti D. Kako je f(A) = 2, u konkurenciji za
apsolutni ekstremum na D ostaju taqke A i E.

Granicu oblasti D qine stranice CE, CF i EF trougla CEF .
Na stranici CE je f(x, y) = f(x, 0) = 2x2 − 4x + 6. Minimum ove kvadratne funkcije

se dosti�e za x = 1, pa taqku B(1, 0) treba uzeti kao kandidata za apsolutni ekstremum
funkcije f na oblasti D. Me�utim, kako je f(A) < f(B) = 4 < f(E), taqka B ipak nije
taqka apsolutnog ekstremuma funkcije f na D.

Na stranici CF je f(x, y) = f(0, y) = y2 + 6, pa funkcija f nema lokalnih ekstremuma u
unutrax�im taqkama du�i CF .

Na stranici EF je

f(x, y) = f(x,−x+ 5) = (x− 2)2 + (2x− 5)2 + 2 = g(x).

Kako je g′(x) = 10x − 24, funkcija f na du�i EF (kvadratna funkcija) ima minimum

za x = 12/5. Da li je D

(

12

5
,
13

5

)

taqka apsolutnog ekstremuma funkcije f na D? Iz

f(A) < f(D) =
11

5
< f(E) vidimo da nije.

Prema tome,

min
D

f = f(A) = 2 max
D

f = f(E) = 36.

Na slici je dat grafik funkcije f na kvadratu [0, 5]× [0, 5].
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MATEMATIKA 2

Prvi pismeni kolokvijum, 20.4.2013

Grupa 8

Rexe�a zadataka i rezultati

Dragan �ori�



Zadaci i rexe�a

1. Dokazati da je funkcija

f(x, y) =











x2 − y2
√

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

neprekidna u taqki (0, 0), a zatim dokazati da ne postoje parcijalni izvodi te funkcije
u taqki (0, 0).

Rexe�e: Za (x, y) 6= (0, 0) je

|f(x, y)| ≤ x2 + y2
√

x2 + y2
=
√

x2 + y2 → 0, (x, y)→ (0, 0).

Prema tome, f(x, y) → 0 kada (x, y) → (0, 0). Kako je f(0, 0) = 0, funkcija f je

neprekidna u taqki (0, 0).

Poxto je

f(∆x, 0)− f(0, 0)
∆x

=
(∆x)2

∆x
√

(∆x)2
=

∆x

|∆x|
=

{

1, ∆x > 0

−1, ∆x < 0,

ne postoji graniqna vrednost koliqnika
∆xf(0, 0)

∆x
kada ∆x→ 0.

Prema tome, ne postoji parcijalni izvod po x funkcije f u taqki (0, 0), a samim

tim ne postoje ni parcijalni izvodi funkcije f u toj taqki.

Na slici je dat grafik funkcije f u okolini taqke (0, 0).
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2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z zadate implicitno jednakox�u

x2 + y2 + z2 − 3xz − xy − 4x+ 2y + 4z + 4 = 0.

Rexe�e: Ako je F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 3xz − xy − 4x+ 2y + 4z + 4, tada je

z′x = −F
′
x

F ′z
, z′y = −

F ′y
F ′z
, (1)

pa stacionarne taqke dobijamo iz sistema F ′x = 0, F ′y = 0 i F = 0. Kako je F ′x = 2x−3z−y−4
i F ′y = 2y − x+ 2, iz jednakosti F ′x = 0 i F ′y = 0 sledi da je z = y i x = 2y + 2. Zamenom x i
z u jednakosti F = 0 dobijamo da je y(y + 1) = 0, xto znaqi da je y = 0 ili y = 1. Prema
tome, stacionarne taqke su A(2, 0) i B(0,−1), pri qemu je f(A) = 0 i f(B) = −1.

Iz jednakosti (1) sledi da je

z′′x2 = −
(F ′′x2 + F ′′xz · z′x)F ′z − F ′x(F ′′zx + F ′′z2 · z′x)

F ′2z
. (2)

Obzirom da je u stacionarnim taqkama z′x = F ′x = 0, iz jednakosti (2) vidimo da u sta-

cionarnim taqkama va�i z′′x2 = −
F ′′x2

F ′z
. Na isti naqiin iz jednakosti (1) dobijamo da u

stacionarnim taqkama va�i z′′y2 = −
F ′′y2

F ′z
i z′′xy = −

F ′′xy
F ′z

.

Kako je F ′′x2 = F ′′y2 = 2, F ′′xy = −1 i F ′z = 2z−3x+4, za funkciju f u stacionarnim taqkama
va�i

z′′x2 = z′′y2 =
−2

2z − 3x+ 4
, z′′xy =

1

2z − 3x+ 4
.

Specijalno, u taqki A je

z′′x2 = z′′y2 = 1, z′′xy = −1

2
, d2f(A) = dx2 − dxdy + dy2 =

1

2

(

dx2 + dy2 + (dx− dy)2
)

,

a u taqki B je

z′′x2 = z′′y2 = −1, z′′xy =
1

2
, d2f(B) = −dx2 + dxdy − dy2 = −d2f(A).

Prema tome, funkcija f : (x, y) 7→ z u taqki A ima lokalni minimum koji je jednak

0, a u taqki B ima lokalni maksimum koji je jednak −1. Dakle,

fmin = f(A) = 0, fmax = f(B) = −1.

3



3. Odrediti najma�u i najve�u vrednost funkcije f(x, y) 7→ 2x2 − xy + 2y2 + 5x− 5y na
skupu D = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 9}.

Rexe�e: Oblast D je deo kruga s centrom u (0, 0) i polupreqnikom du�ine 3. Funkcija
f ima samo jednu stacionarnu taqku A(−1, 1) i ona pripada oblasti D.

Granicu oblasti D qine polupreqnici GE i GF i deo EF (ma�i) kru�nice x2+y2 = 9,
gde su G (centar kru�nice), E(−3, 0) i F (0, 3) graniqne taqke oblasti D.

Vrednosti funkcije f u pomenutim taqkama su: f(A) = −5, f(E) = f(F ) = 3 i f(G) = 0.
Na polupreqniku GE je f(x, y) = f(x, 0) = 2x2+5x, a na polupreqniku GF je f(0, y) = 2y2−5y.
Minimumi ovih kvadratnih funkcija se dosti�u za x = −5/4 i za y = 5/4, pa taqke
B(−5/4, 0) i C(0, 5/4) treba uzeti kao kandidate za apsolutni ekstremum funkcije f na
oblasti D. Me�utim, kako je f(A) < f(B) = f(C) = −25/8 < f(E), taqke B i C ipak nisu
taqke apsolutnog ekstremuma funkcije f na D.

Na luku EF imamo problem uslovnog ekstremuma funkcije f pri uslovu ϕ(z, y) = 0,
gde je ϕ(x, y) = x2 + y2 − 9. Lagran�ova funkcija L(x, y) = f(x, y) + λϕ(x, y) ima dve

stacionarne taqke od kojih samo taqka D(−3/
√
2, 3/
√
2) pripada oblasti D. Kako je

0 < f(D) =
15

2

(

3− 2
√
2
)

< 3 = f(E), taqka D nije taqka apsolutnog ekstremuma funkcije

f na D.

Prema tome,

min
D

f = f(A) = −5 max
D

f = f(E) = f(F ) = 3.

Na slici je dat grafik funkcije f na kvadratu [−3, 0]× [0, 3].
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MATEMATIKA 2

Prvi pismeni kolokvijum, 22.4.2014

Grupa 2

Rexe�a zadataka
Dragan �ori�



Zadaci i rexe�a

1. Dokazati da je funkcija f : R2 → R definisana sa

f(x, y) =











y3 cosx+ x3 cos y
√

x4 + y4
− 3, (x, y) 6= (0, 0)

−3, (x, y) = (0, 0)

neprekidna u taqki (0, 0) i izraqunati �ene parcijalne izvode prvog reda u taqki (0, 0).

Rexe�e: Kako je f(x, y) = g(x, y)− 3, gde je

g(x, y) =











y3 cosx+ x3 cos y
√

x4 + y4
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0),

funkcija f je neprekidna u taqki (0, 0) ako je funkcija g neprekidna u toj taqki.
Za (x, y) 6= (0, 0) je

|g(x, y)| ≤ |y3|
√

x4 + y4
+

|x3|
√

x4 + y4
=

y2
√

x4 + y4
· |y|+ x2

√

x4 + y4
· |x|

=

√

y4

x4 + y4
· |y|+

√

x4

x4 + y4
· |x| ≤ |y|+ |x|,

xto znaqi da |g(x, y)| → 0 kada (x, y)→ (0, 0).

Prema tome, g(x, y)→ g(0, 0) kada (x, y)→ (0, 0), pa je funkcija g neprekidna u taqki

(0, 0). Iz neprekidnosti funkcije g sledi i neprekidnost funkcije f .

Na slici je dat grafik funkcije g u okolini taqke (0, 0).

Sl.1 Grafik funkcije g

Parcijalni izvodi funcije f isti su kao odgovaraju�i parcijalni izvodi funkcije g.
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f ′x(0, 0) = g′x(0, 0) = lim
x→0

g(x, 0)− g(0, 0)

x
= lim
x→0

x3

x
√
x4

= 1,

f ′y(0, 0) = g′y(0, 0) = lim
y→0

g(0, y)− g(0, 0)

y
= lim
y→0

y3

y
√

y4
= 1.

2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z zadate implicitno jednakox�u

z2 − xyz + xy2 + x3 = 0

uz uslov x > 0.

Rexe�e: Ako je F (x, y, z) = z2 − xyz + xy2 + x3, tada je

z′x = −F ′x
F ′z

, z′y = −
F ′y
F ′z

, (1)

pa stacionarne taqke dobijamo iz sistema F ′x = 0, F ′y = 0 i F = 0. Kako je F ′x = −yz+y2+3x2

i F ′y = −xz + 2xy, iz jednakosti F ′x = 0 i F ′y = 0 sledi da je z = 2y i y2 = 3x2. Zamenom y i
z u jednakosti F = 0 dobijamo da je x2(6− x) = 0, xto znaqi da je x = 6 (jer imamo uslov
x > 0).

Prema tome, stacionarne taqke su A(6, 6
√
3) i B(6,−6

√
3), pri qemu je f(A) = 12

√
3 i

f(B) = −12
√
3.

Iz jednakosti (1) sledi da je u stacionarnim taqkama

z′′x2 = −
F ′′x2

F ′z
=

6x

xy − 2z
, z′′y2 = −

F ′′y2

F ′z
=

2x

xy − 2z
, z′′xy = −

F ′′xy
F ′z

=
z − 2y

2z − xy
= 0.

Specijalno, u taqki A je

z′′x2 =
√
3, z′′y2 =

1√
3
, d2f(A) =

√
3dx2 +

1√
3
dy2,

a u taqki B je

z′′x2 = −
√
3, z′′y2 = − 1√

3
, d2f(A) = −

√
3dx2 − 1√

3
dy2.

Prema tome, funkcija f : (x, y) 7→ z u taqki A ima lokalni minimum koji je jednak

12
√
3, a u taqki B ima lokalni maksimum koji je jednak −12

√
3. Dakle,

fmin = f(A) = 12
√
3, fmax = f(B) = −12

√
3.

3. Odrediti najma�u i najve�u vrednost funkcije f(x, y) 7→ (x−2y)2+(x−2)2+(y+2)2−3
na skupu D, gde je D trougao qija su temena taqke A(0, 0), B(2,−2) i C(2, 2).

Rexe�e: Funkcija f ima samo jednu stacionarnu taqku D(1, 0) i ona pripada oblasti D.
Kako je f(A) = 5, f(B) = 33, f(C) = 17 i f(D) = 3, u konkurenciji za apsolutni ekstremum
na D ostaju taqke D i B.

Granicu oblasti D qine stranice AB, AC i BC trougla ABC.
Na stranici AB je f(x, y) = f(x,−x) = 11x2 − 8x+ 5. Minimum ove kvadratne funkcije

se dosti�e za x = 4/11, pa taqku E(4/11,−4/11) treba uzeti kao kandidata za apsolutni
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ekstremum funkcije f na oblasti D. Me�utim, kako je f(D) < f(E) = 39/11 < f(B), taqka
E ipak nije taqka apsolutnog ekstremuma funkcije f na D.

Na stranici AC je f(x, y) = f(x, x) = 3x2 + 5, pa funkcija f na stranaici AC strogo
raste.

Na stranici BC je f(x, y) = f(2, y) = 5y2 − 4y + 5. Minimum ove kvadratne funkcije se
dosti�e za y = 2/5. Da li je F (2, 2/5) taqka apsolutnog ekstremuma funkcije f na D? Iz
f(D) < f(F ) = 21/5 < f(B) vidimo da nije.

Prema tome,

min
D

f = f(D) = 3 max
D

f = f(B) = 33.

Na slici (levo) je dat grafik funkcije f na skupu [0, 3]× [−3, 3] sa oznaqenim taqkama
najma�e i najve�e vrednosti funkcije na oblasti D. Primetimo, da je D istovremeno i
taqka apsolutnog minimuma funkcije f , dok B nije ni taqka lokalnog ekstremuma funkcije
f (slika desno).

Sl.2 Grafik funkcije f na skupu [0, 3]× [−3, 3] (levo) i na xirem skupu (desno)
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MATEMATIKA 2

Prvi pismeni kolokvijum, 18.4.2015

Grupa 3

Rexe�a zadataka i rezultati

Dragan �ori�



Zadaci i rexe�a

1. Funkcija f : R2 → R definisana je sa

f(x, y) =











(3x3 + y2)xy

sin(xy)
√

x2 + y2
, xy 6∈ K

0, xy ∈ K

gde je K = {kπ : k ∈ Z}. Ispitati neprekidnost funkcije f u taqki (0, 0).

Rexe�e: Ako je g(x, y) =
3x3 + y2
√

x2 + y2
i h(x, y) =

xy

sin(xy)
, tada je f(x, y) = g(x, y)h(x, y) za

xy 6∈ K. Kako je f(0, 0) = 0 i lim
xy→0

h(x, y) = 1, neprekidnost funkcije f u taqki (0, 0) zavisi

od funkcije g.

Za (x, y) 6= (0, 0) je

|g(x, y)| ≤ 3|x3|
√

x2 + y2
+

y2
√

x2 + y2
= 3x2

√

x2

x2 + y2
+ |y|

√

y2

x2 + y2
≤ 3x2 + |y|,

xto znaqi da |g(x, y)| → 0 kada (x, y)→ (0, 0).

Prema tome, f(x, y)→ f(0, 0) kada (x, y)→ (0, 0), pa je data funkcija f neprekidna u

taqki (0, 0).

2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z zadate implicitno jednakox�u

3x2 + y2 + 2z2 + 3xy + yz = 4.

Rexe�e: Ako je F (x, y, z) = 3x2 + y2 + 2z2 + 3xy + yz − 4, tada je

z′x = −F
′
x

F ′z
, z′y = −

F ′y
F ′z
, (1)

pa stacionarne taqke dobijamo iz sistema F ′x = 0, F ′y = 0 i F = 0. Kako je F ′x = 6x + 3y i
F ′y = 2y + 3x+ z, iz jednakosti F ′x = 0 i F ′y = 0 sledi da je y = −2x i z = x. Zamenom y i z
u jednakosti F = 0 dobijamo da je x2 = 4, xto znaqi da je x = ±2.

Prema tome, stacionarne taqke su A(2,−4) i B(−2, 4), pri qemu je f(A) = 2 i f(B) = −2.
Iz jednakosti (1) sledi da je u stacionarnim taqkama

a = z′′x2 = −
F ′′x2

F ′z
= − 6

4z + y
, c = z′′y2 = −

F ′′y2

F ′z
= − 3

4z + y
, b = z′′xy = −

F ′′xy
F ′z

= − 2

4z + y
.

Specijalno, u taqki A je a = −3

2
i ac− b2 =

3

16
, a u taqki B je a =

3

2
i ac− b2 =

3

16
.

Prema tome, funkcija f : (x, y) 7→ z u taqki A ima lokalni maksimum koji je jednak

2, a u taqki B ima lokalni minimum koji je jednak −2. Dakle,

fmax = f(A) = 2, fmin = f(B) = −2.
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3. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ xy3 pri uslovu x2 + y2 = 4 i
y 6= 0.

Rexe�e: Dati uslov predstav	a kru�nicu bez taqaka (−2, 0) i (2, 0) i mo�e da se zameni
uslovom y =

√
4− x2 ili y = −

√
4− x2 za x ∈ (−2, 2).

U prvom sluqaju je

f(x, y) = x(4− x2)
√

4− x2 = g(x).

Kako je g′(x) = −4
√
4− x2(x2 − 1), funkcija g opada za x ∈ (−2,−1) i za x ∈ (1, 2), a raste

za x ∈ (−1, 1). To znaqi da je (sl.1) gmin = g(−1) i gmax = g(1). U oba sluqaja je y =
√
3 i

f = −3
√
3.

Sl.1 Grafik funkcije g (levo) i grafik funkcije h (desno)

U drugom sluqaju je f(x, y) = −g(x), pa je u taqki x = −1 lokalni maksimum, a u taqki
x = 1 lokalni minimum, pri qemu je y = −

√
3 i f = 3

√
3.

Prema tome,

fmin = f(−1,
√
3) = f(1,−

√
3) = −3

√
3, fmax = f(1,

√
3) = f(−1,−

√
3) = 3

√
3.

Drugo rexe�e. U polarnim koordinatama dati uslov je x = 2 cosϕ i y = 2 sinϕ za x ∈
(0, π) ∪ (π, 2π), a funkcija f pri tom uslovu je data sa

f(x, y) = 2 cosϕ · 23 sin3 ϕ = 16 cosϕ sin3 ϕ = 16h(ϕ).

Kako je h′(ϕ) = sin2 ϕ(3− 4 sin2 ϕ), funkcija h ima qetiri stacionarne taqke koje dobijamo

iz uslova sinϕ = ±
√
3

2
(sl.2). To su ϕ =

π

3
, ϕ =

2π

3
, ϕ =

4π

3
i ϕ =

5π

3
, pri qemu su dve

od �ih taqke lokalnog maksimuma, a druge dve taqke lokalnog minimuma. Odgovaraju�e
taqke lokalnih ekstremuma funkcije f su A(1,

√
3), B(−1,

√
3), C(−1,−

√
3) i D(1,−

√
3).

Prema tome, funkcija f ima lokalne maksimume u taqkama A i C i lokalne

minimume u taqkama B i D.
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Tre�e rexe�e. [Metodom Lagran�ovog multiplikatora]

Zanim	ivo da za jedno λ, na primer λ = 3
√
3/2 dobijamo sve stacionarne taqke (vidi

sliku)

Sl.3 Grafik funkcije F = f + λϕ novo linije funkcije F

Isto dobijamo i za λ = −3
√
3/2.
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