
MATEMATIKA 2

Drugi pismeni kolokvijum, 5.6.2017

Grupa 3

Rexe�a zadataka
Dragan �ori�



Zadaci i rexe�a

1. Izraqunati

∫

ln(3 + 5 sinx)

cos2 x
dx.

Rexe�e: Parcijalnom integracijom sa u = ln(3 + 5 sinx) i dv = dx/ cos2 x imamo da je

du =
5 cosx

3 + 5 sinx
dx, v = tanx,

pa je

I =

∫

ln(3 + 5 sinx)

cos2 x
dx = uv−

∫

vdu = uv−
∫

5 sinx

3 + 5 sinx
dx = uv−x+3

∫

dx

3 + 5 sinx
= g(x)+3J,

gde je g(x) = tanx ln(3 + 5 sinx)− x.

Smenom tan
x

2
= t nalazimo da je1

J = 2
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2. Izraqunati zapreminu tela nastalog rotacijom oko Oy ose konveksne figure ogra-
niqene linijama x2 + y2 = −2x i x2 + y2 = 2y.

Rexe�e: Dato telo nastaje rotacijom oko y ose figure na slici 1.

Sl.1 Konveksna figura ograniqena datim linijama

1Koristi se tabliqni integral

∫

dx

x2 − a2
=

1

2a
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∣

∣

∣

∣
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Zapremina V ovog tela jednaka je razlici zapremine V1 tela nastalog rotacijom oko
y ose figure F1 na slici 2 i zapremine V2 tela nastalog rotacijom oko y ose figure F2
na slici 3.

Sl.2 Figura F1 i telo dobijeno rotacijom te figure

Sl.3 Figura F2 i telo dobijeno rotacijom te figure

Kako je V1 zapremina pola lopte polupreqnika 1, to je V1 =
2

3
π.

Figura F2 je krivolinijski trapez odre�en funkcijom x : y 7→ −1 +
√

1− y2 koja je
definisana kru�nicom x2 + y2 = −2x, odnosno (x+ 1)2 + y2 = 1. To znaqi da je2

V2 = π

∫ 1

0
x2(y)dy = π

∫ 1

0
(−1 +

√

1− y2)2dy = π

∫ 1

0
(2− y2 − 2

√

1− y2)dy =
5

3
π − π2

2
.

Prema tome, V = V1 − V2 =
π2

2
− π.

2Sa predavaǌa i ve�bi je poznato da parcijalnom integracijom ili smenom y = sin t dobijamo da je
∫ 1

0

√

1− y2dy =
π

4
.



3. Izraqunati
∫∫

D

dxdy
√

x2 + y2 sin2
√

x2 + y2(tan
√

x2 + y2 + 1)
,

gde je D =

{

(x, y) ∈ R2 :
π2

16
≤ x2 + y2 ≤ π2

9
, x ≥ 0

}

.

Rexe�e: Oblast D je deo kru�nog prstena koji je u polarnim koordinatama odre�en sa
ρ ∈ [π/4, π/3] i ϕ ∈ [−π/2, π/2]. Kako za integrand f va�i

f(x, y) =
1

ρ sin2 ρ(tan ρ+ 1)
,

to za dati integral I dobijamo

I =

∫ π/2

−π/2
dϕ ·

∫ π/3

π/4

dρ

sin2 ρ(tan ρ+ 1)
= πJ.

Smenom cot ρ = t u integralu J nalazimo da je

J = −
∫ 1/

√
3

1

tdt

t+ 1
= −t+ ln |t+ 1|

∣

∣

1/
√
3

1
= 1− 1√

3
+ ln

(

1 +
1√
3

)

− ln 2.

Prema tome, I =

(

1− 1√
3
− ln(3−

√
3)

)
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