OJJIEPOBE CMEHE Y HEOJAPE'HEHOM
NMHTEI'PAJLY

Pemenu npumepu u 3anaiu 3a BEKOY

Ilparan bHopuh

WNurerpanu tuna /R(x, Var? +br +c¢) dr, rae je R pammoHasHa (YHKIUja ABE MPO-

MeHJbuBe U T€ je a # 0 u b? # 4ac, MOry Ha pa3IuuuTe HAUMHE Ia Ce CBEIY HA UHTErpAaJe
panumoHaJHUX (QYHKIUja. Y OMIITEeM Ciaydajy TO je moryhe ypamutu Ojieposum CMERAMA.

Pemenu npumepnu
Y HapemHuM 3amanuMa Tpeba M3pauyHATH OATA WHTETPAJI.

[TPBA OJJIEPOBA CMEHA. IIpBa OjaepoBa cmena

Var2 +br+c=t—xzva

npuMenyje ce kana je a > 0. 3 oBe jemHaxkocTym mMaMo Oa je
azr® +bx + c = t? — 2ta/a + ax?,

OJaKJIe CIeIU Oa je
_ t2—¢
- 2/at+b

Hudepernupamem 100mjaMo

t2 + bt
do— 2. Yo+ +C\[dt.

(2+/at + b)2
Kaxko je
=g Vat? + bt + c\/a
\ ar2+b =t — = — . =
ars o tc i3/ va 2\/at +b 2\/at+b
TO je

/R Vaz? + bx + c)da = /g(t)dt,
rze je g panvoHaJHAa (QYHKIOMja apryMeHTa t, garta ca

t2—c at’ +bt+cya ft2+bt+cf
2y/at+b  2\/at+b (2V/at +b)2 -

Aro je G mpumuTuBHA (yHKIUja 3a QYHKIU]Y ¢, TaOa je

/R(x, Vaz? + bz + c)dx = /g(t)dt =Gt)+C=GWVar?+bzr+c+zva)+C

g(t) =



IIpema TOMeE, /R(:U, Vax? +br + c¢)dr = F(z) + C, rze je
F(z) = G(vVax? +bx + c+ zv/a).

WMNzpauynaBame MHTErpaJia OBOT THUIIA MOKE W Ia Ce CBele Ha ciaydaj a = 1 jep je

var?2 +br+c=+a-\z2+bzx+c,

rae je by =b/a u ¢; = ¢/a. Tana yBonumo cMeny

Vit bz t+eg=t—z.

dx
1. —_—
Vaz+ec
Pewewe. Ilatu mHTErpas je HaBemeHOr TuUla, npu demy je a = 1 > 0, mro 3Hauu na
Moske ma ce mpuMenu npsa OjrepoBa cMeHa

Vai+e=t—nx.

W3 oBe jemmaroctu mobujamo

2 —¢ t2+c t2—|—c
do="""CSat Jaltc= .
o T e ¢ VIR te= o,

xr=

3aMeHOM OBUX M3pa3a y AAaTU MHTErpaJl HAJA3UMO Oa je

dx dt
- - R — — 2
/ x2+c—/t—ln\t+C—lnaz+\/az +c+C.

o / dx
)14V 2+ 2
Pewewe. Cmenom

Va2 4+2r4+2=t—z

y maTtoM mHTerpaJry I mmamo na je

2 -2 242t +2 2 4+4t+4
v ar= G R vy a2 R

2(1+1¢)’ 2(1+1)2 +t)
mna je
/ 200+t 2 +2t+2 / 2 4 2t 4 2
) B244t+4 20+ ) t+D(E+2)2
Kako je
24+2+2 1 2
t+1D)(t+2)2 t+1 (t+2)2
TO je

2
I=hjt+1]+——+C.
nlt+ |+t+2+



Kana t 3amenumo ca Va2 + 2z + 2+ x, mobujamMo ma je

2
I=In(x+1+vVa?+2z+2)+ +C.
r+24+ Va2 +2r+2

3 / dx
) r Va2t 22 +2

3adamax je pewen y [1].

IpPyrA OJIEPOBA CMEHA. Ilpyra OjmepoBa cMeHa
Var2 +bx +c=axt—+/c
nprMemnyje ce kana je ¢ > 0. V3 oBe jemHakocTy mMaMo na je
2 242
ax” +nx + c = z°t* — 2xt\/c+ ¢,

OJaKJIe CIEeIU Oa je

9 2
. \/Et+b’ PR Vet + bt + ay/c it
t2—a (t? — a)?
Kako je
t2 + bt
Vaz? +br+c=uxt—+/c= Ve :; —i—a\/E’
—a
TO je
I= /R(x, Vaz? +br+c)dx = /g(t)dt,
rue je
24/ct +b \/ct? + bt +ay/c\ +ct? + bt + ay/c
g(t)=—-2-R , . .
t2—a 2 —a (t2 — a)?
Ako je G npumurusHa ¢yHEUUja 3a GyHEUUjy g, raxa je I = G(t) + C, rae je

_ Vax?+br+c+4/c
” :

t

4. / dr .
1++vV1—2x—2x2

3adamax je pewen y [1].

dx
5. .
(1+z)V14+ax—2?
Pewemwe. Y oBoM mpumepy He MOKe AUPEKTHO Oa CE€ KOPUCTU IPBa, ajJd MOKE O3 Ce
rkopuctu apyra OjmepoBa cmena

V4o —z2=txr—1.

W3 oBe jemHAKOCTU CJeIU Oa j€

142t 2+t—1 2+t—1
x = + d:n:—2+7dt, \/1+x—x2:+7,

t2+1’ (12 +1)2 t2+1

3



ma je

/ dz —2dt = —2arctan(t + 1) + C
Q+aite a2 J1+(@+1)2 '

Samenom ¢ ca (V1+z — 22+ 1)/x nobujamo na je
l+z+V1+ao—a? Lo

T

I = —2arctan

dx.

6 /(1—\/1—|—:1:+:E2)2
| 221+ x + 22

Pewewe. Ipyrom OjmepoBoM CMEHOM

Vitoe+a?=axt+1

nMaMoO na je

2t — 1 22 — 2t + 2 2 —t+1
r=——07 dx=7+, \/1+x+x2:xt+1:7+,

1—¢2 (1—12)2 1—¢2
ma je
t2dt
I=2 = dt + =—-2t—In|l—t|+In|[l+¢t +C.
Vi+zr+22-1 . .
3ameHOM t ca mobujamMo ma je
x
2
I:—7(\/1—|—aj—l—x2—1)+ln‘23:—|—2\/1—|—33+x2+1‘—|—C’.
T
,/1_ 2
7. /:de
x

Pewewe. Opyrom OjirepoBoM CMEHOOM

Vii—-22=zt—1
nMaMo 1a je

2t 2 — 2t2 2 -1
r=—o5—, do=——F5dt, V1-2?2=——

241 (1+12)2 241’
ma je
(1 —t2)2 / 4tdt dt 2
[=— | ———dt= | ———=— | —=——— —Inlt| + C.
/t(1+t2)2 (1+12)2 i i U
141 —22 i )
3amenoMm t ca. ——— npobujamo ma je
T
2 2
1 1-—
PO R | & A ekl B
1++vV1—22 z




HamoMEHE. IIpBa OjnepoBa cMmena Moxke ma Oyme u

Vaz? +bx+c=1t+za,

a npyra OjaepoBa cMeHa MO:Ke Ha Oyme u

vVaz? +br +c =zt + /e

YwMmecto npBe m apyre OjiepoBe cMeHe MOKE Ha CE€ KOPUCTU CaMO jenHa ON HUX.
Hauwme, y cayuajy ¢ > 0 cmenom z = 1/t nobuja ce mHTErpas 3a KOJU MOXKE Ia KOPUCTHU
npBa OjmepoBa cMeHa, a y ciay4ajy a > 0 mcToM cMeHOM HOOMja Ce MHTErpajl 3a KOju
MOske na ce kopuctu apyra OjmepoBa cMeHa. Y TOM CMUCITY, 3a 00a ciydaja HOBOJLHA je
camo jemua oxm oBe ase Ojmepose cMmeHe.

8. /d“
VaZz —4x +8

Pewewe. IIpsom OjmepoBoM cMeHOM

Va2l —4dx+8=t+=x

nMaMo na je

8 —t2 8 4 4t + 2 t2 + 4t + 8
= de=-T T g i —dr+8=ttr=— " °
T YT T augoe Mo VP TAT RO R

mna je

dt
I= —ln]t+2|+C:—1n‘2—3:—|—\/3:2—43:—|—8’+0.

) t+2

9 / dx
"oV 2e +3

Pewewe. IIpsom OjmepoBoM cMeHOM

Va2t 4+2x+3=x+t

mobujamMo ma je

2 -3 2t —t2 -3 2 —t2—3
x de=2-"— " dt, a?+2x+3="—"",

T 22 (2 —2t)2 2 -2t

ma je
/ dx 2/ dt L t—+/3
_—_— —_— = — N
zvVz? +2x+ 3 2—-3 V3 t++3
[Momto je t = Va2 + 2z + 3 — z, umamo na je
dx 1 V2 +2z+3—x—3
—_— = —1n +
V2 +22+3 V3 Va4 2x+3—-zx2+V3

+C.

C.

dx
10. OPYyTUA OYT).
/1+\/1—2:L‘—m2(py yr)



Pewemwe. OBO je uctu mHTErpas kao y 3anarky 4. ¥ [l] unTerpas je pemen apyrom

vV1—2x —22=xat—1.

Axo yBememo mpyry OjmepoBy cMmeny ca xt + ¢ ymecrto xt — c,

V1—-2x—2%2=zxt+1,

OjnepoBoM cMeHOM

nobujamMo ma je

2+ 2t 22 + 4t — 2 1— 2t —¢2
T = + dmz; V-2 —22=gt4+1=—"-.

14+ (1+12)2 7 1+ ¢2

3aMeHOM OBUX M3pa3a y mAaTu mHTerpaJ I Hamza3zumo na je

242t —1 dt dt
= —T2"" gt= 9 — —In|l —t| — 2arctant + C
/(1+t2)(1—t) /l—t /1+t2 n|l—# = 2arctant + C,

e je
vV1—2z—22 -1

T

t =

IIPBA nju npyra OJJIEPOBA CMEHA? ¥ cayuajy ma je a > 0 u ¢ > 0 mory ma ce
ropucte u npBa u apyra OjmepoBa cmena. I[IpuMeHoM 0BUX CMeHa TO0OUjaMO YeTUPU
paauyuTe IPUMUTUBHE (YHKIUjEe 38 WHTETPAHI JaTOT MHTETrDAJA.

dx
11. .
/:U+\/x2—:1:+1

Peweme. OBne je a = ¢ = 1 y Tpusomy z? — x + 1, ma Mory na ce KOPUCTE U IpBa U
npyra OjmepoBa cMmeHa.
IIpBom OjaepoBoM cMeHOM

Val—z+1l=t—uz

y maTtoMm mHTerpaJgy I mMmamo na je

t2—1 2 —t+1
SIS LR 2t—12"
mna je
2 —t+1 3 3 1
I=2 | ——dt=2In|t| —-=Inlt-1/2| - = - ——— + C.
/t(2t—1)2 aftl =gt =125 =3+
3amenoM t ca x + Va2 —x + 1 mobujamMo maTu UHTErpaJ.
Ipyrom OjaepoBoM CMEHOM
Vaz—z+1=at-1
nMaMo na je
2t — 1 2 —t+1 t
_ — _9. 2 _ _
T=S de = -2 1) dt, x++va*—x+ =7



ma je

/ dx __2/ t2—t+1 dt—2/dt—1/ dt _3/ dt _3/ dt
eVt —r+1 tE—1(t+1)2 t 2/ t-1 2) t+1 (t+1)%

IIpema Tome,

dx 1 3 3
=2Inlt|l—=In{t—1—=Inlt+ 1|+ —+C,
/w—i-\/:vQ—:n—i—l g 2 | | 2 | | t+1
rue je
t_\/x2—:v+1—|—1
x

dx
12. —_—.
v+ o +1
Pewewe. I oBne mocroje ycnoBu u 3a npsy u 3a apyry OjnrepoBy cMmeny.
IIpsom OjaepoBoM cMeHOM

Val+r+l=x+t

nMaMo na je

1— ¢t 262 — 2t + 2 t2—t+1
= e N My p=
T ¢ Qi—12 ‘T o —1
ma je
dt t—1 Va2 1-z—1
122/2:ln“—|—C’:ln rirtocro e
te—1 t+1 Vet+r+1—-x+1

Ipyrom OjaepoBoM cMEHOM

Val+z+l=at+1

mobujamMo ma je

1—2t 22 — 2t + 2 2 —t+1
= = de="—""""t t+1=—"——"——.
TEe_p T o o wt 21
3aMeHOM OBUX BPEIHOCTHU Yy MaTU WHTErpaJl HAJA3WMO 13 je
2dt 2 — 22 1
— X

x
13. / — dx.
V2 +4x +5
Pewemwe. Ilomro je a = 1 u ¢ = 5, mory ma ce mpumene u npsa u apyra Ojmeposa
cmena. Ha mpumep, momohy mpee Ojnepose cmene

Va2 +dr+5=a+t

t2 -5
2(2—1t)’

/$dz—/tg5dt—1/ 1+ 4 _ 1 dt
Va2 +dr+5 ) 202-t)2 " 2 t—2 (t—2)2 '

uMaMo 1a je T = na je




IIpema Tome,

t
=—+2Inlt—-2
2—!— n | |+2 + C,

T
Y i -
/\/x2+4x+5 (t—2)

roe jet =vVa2+4x+5—x.

TPERA OJIIEPOBA CMEHA. Tpehy OjnepoBy cMeHYy KOPHUCTIMO K43 TPUHOM ar>+br+c

UMa pPeasiHe U PAa3InduTe HyJIe o U [3, OOHOCHO Kaaa je

ar’+br+c=alz—a)(z—F), o BeR, a#p.

(1)

Axo je a < 0, koper TpuHOMa je medpuHUCAH 3a T € [, 3] 3a o < . Y TOM ciyuajy cmeHa

Je

Var? +bx+c=t(r—a)
Var?+br+c=1t(8—x).

Y npBowMm cayuajy u3 jeanaxoctu (1) u (2) cinenu ma je

2 — 2a(8 — a)t — B)t
R Y 7 e LGt 1)
—a

2 —a (t2 — a)? t

nJiIn

3aMeHOM OBUX M3pa3a y matu mHrerpat I mobujamo na je I = /g(t)dt, rume je

at?> —af a(a— ﬁ)t) a(B—a)t

t2—a’ t2—a (t2 —a)?’

g(t) =2R (
Axo je G mpumuruBHa QyHKIUMja 3a GpyHEUMAjy ¢, Tana je I = G(t) + C, rue je

Vax?+bzr+c

r—

t =

CwmeHa (2) Moske na ce Hamumie u y OOJIUKY

r—f

r—

a =t.

Kako 3a x # a Baku

Vax? +br+c=+/a(z —a)(z—p) = a(a:—a)w_ﬂ =(r—a) aw_/B

T — x—a’

(2)

(3)

ouuryienHo je ma je tpeha OjmepoBa cMeHa yBemeHA TAKO & PANMOHAIU3Y]E WHTErPAHLI.

Canuno Bazky m y cayuajy cMmere (3)

dx
14. /\\/m7 C>0

Peweme. Hyne Tpunoma —22 + ¢ cy —c u c¢. Tpehom OjmepoBoMm cMeHOM

V2 —x2=(c—a)t



3a x € (—¢,c) mmamo na je

2 -1 4et 2ct
rT=c -0, do = ——2 dt, 2 _g2= 2
t2+1 (12 + 1) 241

3aMeHOM OBUX M3pa3a y JaTh MHTerpaJ mobujamMo na je

= 2arctant + C.

/\/ﬁ /t2+1

Kaxo je (c+2) = t*(c — x), To je

c+x
= 2arctan

/ dzx
vz — 2 c—z

Axo ysememo Tpehy OjnepoBy cMeHy ca OApyroM HyJOM, V/ ¢
Ia je

+C.

2 — 22 = (z+c)t, mobujamo

1—¢2 —4ct 2ct
: dr = — < dt 2 g2 = .
2+ T @y VO T e

Capna je

/ dx 2/ di 2 arctant + C
—_— = — ——— = —2arctan )
Ve —x? 241

Kaxo je (¢ —z) = t*(c+ z), 10 je

/ ~2arctan | + C
arctan
v c2 c+x

Hakne, 3a pyurmuajy f: x — 1/v/c? — 22 nobunu cmo ase npuMutusHe GyHEIMje F] n
Fs, roe je
c+x c—x

Fi(z) = 2arctan P Fi(z) = —2arctan P

HapasHno, oBe aBe mpuMUTHUBHE (GYHKIHMje Ce PA3JauKyjy 3a KoHcTanTy. Ocum Tora, 3HAMO
jemHOCTaBHUjy NPpUMUTUBHY (yHKuMjy (u3 tabmuue maTerpasa) F :x — arcsin(z/c). ®Pyn-
kmuje Fi u F ce rakobe pasnukyjy 3a xoucTanTy!.

/ dx
15. .
24+ vV —a2+42x -3

Pewemwe. OBne je a = —1 u ¢ = —3, na muje Moryhe xopuctutu npse ase Ojiepose
cmere. Kaxo cy myme Tpusoma —x? + 42 — 3 Gpojesu 1 u 3, uHTerpanm je meguHUCAH 32
x € [1,3] u rpehom OjaepoBom cmeHOM

V—a?+4dr—-3=(x—1)t

nobuja ce

243 Atdt 2+t+1
T L . LS W e gy P g B

t2+1’ (t2+1) 241

3aMeHOM OBUX u3pasa y HaTu MHTerpaJ I Hajxa3zumo na je

tdt 4 2t +1
I1=-2 = —2arctant + — arctan + C,
/(t2+1)(t2+t+1) V2 V3

M3 jemmaxoctu Fi(x) = F(x) + C 3a x = 0 mobujamo ma je 2arctan 4/ crr_ arcsin — + g
c—z c
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rue je

‘o V—x? 44z -3
N r—1 ’

16. / v .
(Tx — 10 — 22)V/ T2z — 10 — 22
Pewemwe. Y tpusomy 7z — 10 — 22 je a = —1 u ¢ = —10, ma He MOTYy 42 Ce KOPUCTE HU
upBa, HU apyra OjaepoBa cmena. Kako cy Hyse oBor TpuHOMa OpojeBU 2 U 5, MOKE Oa
ce mpumenu tpeha OjmepoBa cMmeHna.
WNurerpann je nepunucan 3a x € (2,5), na cMeHOM

Ve —10 — 22 = (z — 2)t

nobujamMo ma je

5 + 2t2 6tdt (z — )1 3t
= — xr = ——-: xr — = —
1+1¢27 (1+412)2’ 1+12
3aMeHOM OBUX BPEIHOCTH Yy HATW UHTerpaJt I mmamo ma je
6 [5+2t2 10 1 4
I=—— | —dt=—--—=t+C
27 2 9 t 9 +0
rue je
VT —10 - 2
- x—2 '

IIPBA 1y TPERA OJJIEPOBA CMEHA? AKO TpUHOM az’+bx+c¢ UMa peasHe U Pa3InInTe
HyJe u ako je a > 0, Taga mory ma ce mpumene u npBa u Tpeha OjmepoBa cmena. Kopen
13 OBOT TPMHOMA je medpumHUCcaH 3a * < o u 3a = > . 3a & < a Tpeha OjmepoBa cMmeHa je

Var?+br+c=(a—z)t wmwm +Vax?+bxr+c= (8-,

a 3a x >  tpeha OjaepoBa cmena je

Var? +br+c=(z—p)t nwm Var?+br+c=(z— a)t.

x—1
17. dx
/ (2% 4 22)Va? + 2z

Peweme. Tlomro je 22+ 2z = z(x +2), 70 je a=0u B = —2.

3ax < -2 je

Vet 2z =ar +2) = (@ + 22— =z + 24— = (=2 — )] ——.

T+ 2 x+2 T+ 2
Cmenom
Va4 2z = (—xz —2)t,
OJHOCHO 9:+2:t7 nMaMo na je
2t 4t 2t —3t* +1
=gy Wegogpdh Veltls T wo s

10



3aMeHOM OBUX M3pa3a y HaTu WHTerpaJ mobujamo ma je

1 [=3t24+1 1 1

2 t2 2 2
Kako je
. \/m:\/T
—r—2 x+2
TO je
S & e

V2 + 2z

2 2 2
Va2 42z = 2. 2 :\:wa+ :—:J:Um—i_ ,
T T T

ma MOXKEMO [a YBEIEeMO CMEHY U Ca APYTOM HYJIOM TpUHOMA. AKO je

Va2 4 2x = —at,

3a T < —2 Baxxu u

T+ 2 .
OTHOCHO =1t, oHOa je
T
2 4t 3—t2
= d — dt VaZ 42 =— —-1=
TTE_p W TEog ™ vE s 7 21
mna je
1 [3-¢2 3
== dt = —= - — — = t+C
2/ 12 2 +

. T+ 2 . )
Kaxo je t = 4/ ——, nobuja ce uctu pesynraT 3a MHTETPaJ KaO IPU IPBOj CMEHU.
x

3a x>0 je
2 2
\/x2+2x:\/x(a§+2):\/x2~m+ :m/x+ .
T T
CMmeHOM
V2 +2zx = xt,
T+ 2 .
OJTHOCHO = t, uMaMo Ia je
T
2 J Atdt . 3—t2
€rT = —— Xr = ——- xXr — = V.
2 -1’ (t2 —1)2%’ t2 -1

3aMeHOM OBUX M3pasa y HaTU WHTerpaJ mobujamo ma je

2 12
Kako je
‘P Va? + 2z
=
To je [ = Fy(z) + C, rme je
142z
Fi(z) =



3a x > 0 ucro ce nobuja u y caydajy CMeHe
Va2 + 2z = (z+ 2)t.

Ilakne, Huje 6uao mpobiaemMa IpUINKOM Kopulihema 6uio koje Bep3uje Tpehe Ojnepose
cmene. Ocraje cama ma BUAMMO KakKO m3riena npuMena npse OjaepoBe cMeHE y OBOM KC-
TOM UWHTETr'DaAJYy.

Axo je
VaZ+2r=t—ux,
Tana je
t2 2t2 4+ 4t 2 4+ 2t 2 —2t—2
=—— do=—"—, V2i4+2z=—— —1=—"=
Ty YTy VU TET o o T 2 + 2t

3aMeHOM OBUX BPEOHOCTU y OaTU MHTErpaJ mobujamMo ma je

(t? — 2t — 2) 1—t
I=2———+dt=2-——+C.
/(t2+2t)2 t2+2t+

Samenom t ca Va2 + 2z + x mvmamo ma je [ = Fy(z) + C, roe je

l—z—V22+22
222 + 4o + 222 + 22 + 20V22 + 2z

[Ipuvurusee Gyrrnuje Fy u Fh ce pasmukyjy 3a xonctanTy’. Axo 3a mpsy OjirepoBy

CMEHY y3MeMO
Vaz+2r=t+ua,

Fg(l') =2

nobujamo ma je

t+1
I=2 + +C, t=+vVz2+2r—1.

ot — 2

JIPyrA uiayd TPERA OJJIEPOBA CMEHA? Axo y TpunoMy az’ + bx + ¢ Baxku a < 0 u
¢ > 0, Tama He MOKe Ia Ce MPUMEHM MPBa, a MOXKe na ce kopuctu apyra OjmrepoBa cMeHa.
MebyTuMm, Taga Baxu u b? > 4ac, ma Moxke na ce kopuctu u tpeha Ojneposa cumena.

¢>0 (apyru myT).

dx
18. [ ——,
V2 — 22
Pewewe. OBaj unrerpan je y s3amarky 14 pemen npumenoMm tpehe OjmepoBe cmewe.
Cana hemo mctu oBaj maTerpas pemmuru momohy apyre OjiaepoBe cMmene.

Axo je V2 — 2?2 = xt — ¢, Tana je

2ct 2¢ — 2ct? 2 —
¢ dp = 2672 \/02—952:1"75—0:0 ¢

T e (1+1¢2)2° 1+¢2’
ma je
dt Ve — a?
Iz—2/1+t2:—2arctant+C:—2arctanH—'—C—I—C':Fg(x)—l—c
x

23a x> 0 Bamu Fi(z) — Fa(z) = 2.

12



3a x € (—¢c,0) u 3a (0,c).
Nsameby npumurusue ¢pyuuuje Fy u F (Bumetu 3anarak 14) 3a x € (—c¢,0) Basku Besa
Fs(z) = F(z)+ 7, a 3a x € (0,c) Basku Be3a Fz(x) = F(x) — .

x
19. / .
V—z?+4x+5
Pewemwe. OBne je a = —1, ¢ =5 u b> — dac = 36, mWTO 3HAUM Ia HE MOKE Ia CE€ KOPUCTH
npBa, ajiu MOTy ma ce kopucte npyra u tpeha OjaepoBa cMmena.
Urerpany je nedpunucan 3a = € (—1,5), na rpehom OjmepoBom cmenom

V—2?2+4r+5=(x+1)t

5 — t2

uMaMo ga je r = ——,
e 1+ 22

mna je

T
= —2arctant + C,
/\/—x2+4x+5 /1+t2

ejet bt
iy = .
ae z+1
Kako je
N [ R AT P I
z+1 z+1

tpeha OjmepoBa cmena mMoske na Oyme u

V—z?+4r+5=(x+ 1)t

Tana je
512 — 1 12t 6t
= dr=—dt, a2+ dr+5=
T YT ST
na je
dt
I=2 m:Qarctant—i—C,
. z+1
rae je t = .
5—zx
Haxrue, I = Fi(z) + C; = Fy(z) + Cy, roe je
1 o —
Fi(x) = 2arctan gjx’ Fy(x) = —2arctan x+?

Hapasuo, npuvmutusee GyHEmuje ) u Fh ce pa3iukyjy 3a KOHCTAHTY.

Ila BumuMmo canma ma au je moBosbHa apyra Ojiaeposa cmena. Ako je

V=22 + 4z +5 = at — /5,

Taga je

4+ 215\/5 d —2\/5752 — 8t + 2\/5 \/ﬁ 4t + \ftQ \[
= = —x

2y1 0 T (t2 4+ 1)2 ’ t2+1 '

. 1 s
33a x # 0 BaskM jemHAKOCT arctanz + arctan — = bR
T
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ma je

I=-

2 _
2V5t2 + 8t —2v5  dt 2/ Ut garctant + C.

N TR R U
IIpema tome, 3a z € (—1,0) n 3a z € (0,5) je [ = F3(x) + C, rue je

V—12 +4x+5++/5

F3(x) = —2arctan .

Kako je lim Fs(z) =m u lim F3(z) = —7, MOkeMO ne(UHUCATU HOBY (YHKIU]Y
z—0_ z—04

KOja je IpUMUTHUBHA ()yHKIUja 3a NATHA WHTErPAHI Ha 1eJoM uHTepBaty (—1,5).
Ilatu mHTErpas ce JaKO CBOAW W HA TADJWYHM MHTErpaJi, Ipu 4yeMmy ce nobuja ma je
I =F5(x)+C, roe je

i

F5(x) = —arcsin

HapasBno, ¢ynrnuje Fy u F; ce, ucro xkao m ¢yuknuja Fh, pa3nmkyjy 3a KOHCTAHTE O
¢yurnuje Fi.

dx
20. Tpehu nyT).
/1+\/1—2m—x2(p yT)

Pewewe. OBne Takohe He Moke na ce ynmorpebu mpBa, a MOry na ce ymorpebe apyra u
tpeha Ojmeposa cmena. Uurerpar je seh pemen ynorpe6bom nse Bepauje npyre Ojmepose
cmene (Bumetu 3amarak 4 um 3amarak 10), a cama hemo ma ra pemwmmo momohy tpehe
Ojinepose cMmeHe.

Hyne tpunoma 1 — 2z — 22 cy a= —1—+2u B=—1++2. 3a z € (a, B) cmenom

V1-2z—22=(z—a)t=(x+1+V2)t

uMaMo na je

B+at? —(1+vV2)2+v2-1 gy 20t =28t 4/2t "
= pry xr = —— e
1+t 2+1 ’ (1+¢2)? (t2+1)2 7
e Ty _ P2Vt 41

3aMeHOM OBUX u3pasa y maTu mHTerpaJ I mobujamo ma je

- (8- )t B -
1_2/(1+t2)(1+t2+(ﬁa) - ‘M/ o t2+2m+1 ‘f/

Kako je
P 1 1
SN, AR R W R EIE W T
U KakKo je
dt t+v2-1
—  — _arctanh(t+ V2 +C—71 + C,
/t2+2\/§t+1 ( 2 2 [t+v2+1
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TO je
I = —2arctant — 2arctanh(t + v/2),

. —r—1++2
N x+1+\@.

Y Tpu paszauynTa pellema IUOMIM CMO TPU NIPUMUTUBHE (YHKIH]E.
W3 3anmaTra 4 mmamMo npuMuTUBHY (QyHEIUjY I} mary ca

VI a1

X

rue je

t—1
Fi(x) = —2arctant + In

koja Baxku 3a x € (a,0) u 3a (0, ).
W3 3amatra 10 mmamo npumuTuBHy (QyHEIUjY Fh mary ca
V1—-2z—22-1

Fy(x) = —2arctant —Inft — 1|, t= . ,

koja Ttakobe Basku 3a = € («,0) u 3a (0,5).
W3 oBor pemema mmMaMoO IpUMUTUBHY (QYHEKIUjY F3 mary ca

[—x—1+2
Fy(z) = —2arctant — 2arctanh(t + V2), t=4/——— ——
() ( ) z+1++2

KOja Basku 3a cBako T € («, 3).
Jom jemny nmpumutuBmy ¢yHEIUjy Fy maje Wolfram

1. V1—-2z—22—2z+1

= 51 +2arcsinx

1
n
V1—-2z—z24+2+3 V2

kKoja Takobe Basku 3a cBako x € («, 3).

Fy(x)

IIPBA, IIPYTA UJIM TPERA OJJIEPOBA CMEHA? Ako y TpuHOMy az’ -+ bx + ¢ Basku a > 0,
¢ >0 u b > 4dac, Tana ce mory xopuctutu cse Tpu Ojaepose cmene. Temro je pehu kxoja
jé oo BUX TeHepaJHO HajmoromHuja. 1o yriiaBHOM 3aBUCH O IPUMEepPAa 10 IPUMEpA.

21. /\/:1:25:1:+4dx.

Y oBoM mpuMmepy MHTerpaup je nepumHmcan 3a ¢ < 1 u 3a £ > 4 u MOTY [1a Ce IpUMEHE
cee Tpu OjimepoBe cMeHe.
Y cayuajy npse OjiepoBe cMmene

Va2 —-br+4=t—=x

uMaMo 1a je

2 -4 2t2 — 10t 2 —5t+4
T = dxzﬁ’ 1/x2—5x+4:L,

2t —5’ (2t — 5)2 2t—5
mna je
(2 — 5t + 4)2 1 , 81 1 9
I=2 | " dt=_——-(2t-5)?%* - =  ——— — —In|2t - 5|+ C.
/ (2t —5)3 T T R e i |+



3amenoM t ca V2 — bx + 4+ x u cpebuBameMm myrauxkor’ mspasa mobuja ce ma je
p N p ] J

22 —5 9
== \/:c275:U+47gln‘2x75+2\/:p275x+4‘+C’:F(az)+C’.

4

Y cayuajy npyre Ojnepose cMmeHe

Vaz—-br+4=uxt—2

uMaMo 1a je

4t — 5 10t — 412 — 4 202 — 5t +2
r=5—— dr = —5——=— dt, \/x2—5x+4:7+,

2 -1’ (12 —1)2 2 —1
ma je
(2t2 — 5t + 2)?
I=-2 | """ 4t
|5
Kako je
22 -5t+2?% 9 1 +§ 1 81 1 9 1+i 1 +1 1
(t2—-1)3 16 (x+1) 16 (z+1)2 8 (2 +1)3 16 z—1 16 (x—1)2 8 (x—1)3’
TO je
1 4113 —80t2 +41t 9, |[t+1
I=<-. —-In C.
1T @) 3 ‘t—l‘—i_
V22 —br 1442
3ameHOM ¢ ca x rHat HaJa3UMO 1a je
X
2z — 5 Va2 =5 2
1=227° /2 5 +4—— CR R )
4 2 _br+4 -

Jlaxo ce Bumu’ ma je m y oBom cayuajy I = F(z)+C, rae je F ucta npuMuTuBHA (QYHKIT]a
kao u y ciayuajy npse OjimepoBe cMeHe.
3a z > 4 tpeha OjnepoBa cMmeHna je, Ha TpuUMep,

Va?—5x+4=(x— 1),

omaocHO T — 4 = (v — 1)t2. W3 oBe jemmaxocTu ciaema na je

3 6tdt 3t
ma je
t2dt
I—/\/ —5r+4 d:c——18/
(2 —1)%
Kako je
#0919 1 9 1 9 1 9 1 9 1
(t2—-13 4 (t—-1)3 8 (t—-12 8 t—1 4 (t+1)3 8 (t+1)2 8 t+1’

4 .
Baxku jemmakxoct

\/277 \/277 \/277 —
R R e A T B Nr-rrw
Vi —bzx+4+2—2z VaZ =6z +4 — (z—2)2
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TO je

I ) + ) +91 it —1] ) + ) 91|t+1\
= —Injt—1|— ——ln
8(t—1)2  8(t—1) 8 8(t+1)2 ' 8(t+1) 8
9 34+t 9 t+1
==. T .ln|l—|+C.
1 o128 n‘t—1‘+

3amenoM t ca 1 nobujamo na je I = F(z)+ C, rae je F mOHOBO mMCTa NPUMUTUBHA

¢yurnuja rao y cayuajy npse OjmepoBe cMmene.
Cauuno ce mobuja u 3a x < 1.

/ dx
22. R ——
Va2 —3z+2

Pewewe. I y oBoMm npumepy Mmory na ce npumene cse Tpu OjiepoBe cMeHe.
IIpsom OjaepoBoM cMeHOM

Va2 —-3r+2=t—=x

uMaMo 1a je

2 -2 212 — 6t + 4 2 —3t+2
r = dsz \/x2—3x+2:t—x:i,

% — 3’ (2t —3)2 % — 3
ma je
2dt
I= 2757_3:ln\2t—3\+C:1n‘2w—3+2\/w2—3m+2’—i—C:Fl(m)—i—C’.

Hpyrom OjirepoBoM CMEHOM
Va2 =3z +2=at+V2
nMaMoO 1a je

2V/2t 2V/2t2 + 6t + 2v/2 2t2 + 3t 2
3+ V2 dr — V2t2 + 6t + 212 \/m:xt—i-\/i:—f +3 +\f’

2—-1" (12 —1)2 ’ 2 -1

ma je

_ 2 _
12_2/ dt :ln‘1+t‘+C’:x V24 V22 =3z +2

S +C = Fy2) +C.
t2—1 T++v2— V22 —32+2 2(7)

1-1¢
3a x > 2 tpehiom OjnepoBoM CMEHOM
Vaz—=3x+2=(x—1)t

nMaMo 1a je

2 -2 2tdt t
r= 5 dr= Va2 -3z +2=—

21’ (t—1)2(t+ 1)2’ 21’

zr—14+vVz2 -3z +2
r—1—+vVzx2—-3x+2

I:—2/ di ln‘1+t‘+C:ln

1_¢ +C:F3(£L')+C
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Canuno ce mobuja u 3a x < 1.

Iobujene npuvmutuBHe (QyHKUMje Fi, Fhr m F3 cy mium ucte Miam ce pas3iuKyjy 3a KOH-
crauTy. Tpancpopmanujom mspasa 3a Fh mako ce mobuja ma je Fy(x) = Fi(z), a TpaHc-
dopmammjom mu3pasa 3a F3 nobuja ce ma je? F5(z) = Fi(z) + In(3 + 2\/§)

HAnoMEHE. Haemene OjnepoBe cMeHe MOry ma C€ KOPUCTE 34 CBAKW WMHTErpPaHI 00-
muka R(z,\/ax?+bxr + c¢) jep ome obyxBaTajy CBe CIydajeBe MHTETDaHIa KOjU je mpa-
NMoHAJHA (QYHKIWja OBOr ObJuKa. 3amcra, y cayuajy b? > 4ac moxe tpeha Ojmepoa
cMeHa, a y cayuajy b? < 4ac mory mpsa u apyra OjmepoBa cMena jep je a >0 u ¢ > 0 (3a
a <0 u c < 0 uarerpaun muje medunncan). Cmyuaj b?> = 4ac Huje axTyesnaH jep je Taza
uHTEerpans panumoHasHa ¢GyHknuja. [lltasume, npBa u Tpeha cmena takohe obyxBarajy
cBe ciydajese jep 3a a > 0 mmamo npBy OjnepoBy cMmeny, a 3a a < 0 nHTErpanm je meduH-
ucan jemuno 3a b — 4ac > 0. Axko ce mckmyunm mBoctpyku xoper (b2 = 4ac), ocraje camo
b2 > 4ac, mTo 3HauM ma Moske ma ce mpumernu Tpeha Ojmreposa cmena. Mebhyrum, To He
3Haum na je apyra OjimepoBa cMmeHa MOTIYyHO HenmoTpebOHa. Kana je a < 0 m ¢ > 0, Moxke
Ia ce Mecu Ia je MOBOJbHUje KopucTtuTu Apyry Hero Tpehy OjmrepoBy cMmeny.

Y wHeruMm cayudajeBuma mnpuMmenoMm QOjrepoBux cMmeHa qo0ujajy Cce KOMIIMKOBAaHE
pamnmonasHe QyHKIUje. 360r Tora mHTErpaJie OBOT Thma Tpeba pemaBaTé U APYTUM CMe-
HaMa WM OPYruM HaduHuMa. Y Tadkama 6), 7), 8) m 9) mormasma 5.9 u3 ypGenuka [1]
OaTU Cy OPYTY HAUYWHU DEllaBama MHTErpPaJia OBOT TUNA Y HEKUM CIENUjaJHUM CJIydaje-
BUMA.

Ha maTerpame koju mory ma ce pere QjrepoBuM CMeHAMA CBOIE CE WM MHTETDAJIV YUjU
UHTErPaHAU Cy paluoHaJHe (YHKIUje TpU apryMeHTa: =, var +b u vexr +d. Y tom
cryuajy cMeHOoM ax + b = t? mmamo ma je

t2—b

2
/R(m,\/ax+b,\/cx+d)dx:/}{< t, pt2—|—q>tdt,
a

rae je p=c/a u q = (ad — bc)/a. Ipema Tome,

/R(l’,\/dl’—{—b, \/cx—l—d)d:v: /Rl(t, pt? + q) dt,

rae je R; panuoHanHa (QyHKOUja OBA apryMeEHTA.

3amaiu 3a caMOCTaJIaH Pan

Wzpauyratu matu mHTErpaJl.

23. /mzx/1+m2 dx.
24. /w\/x2—2x+2d1’.
"1
25. /\/x2+2x dx.
x

°Huje remko mpoBepuru na je

T—V2+V2Z =3z +2
= (34+2v2)(2z — 3+ 2v/22 — 3z + 2).
T+v2—Ve? —3zr+2 ( I )
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1

26. /\/x2—|—2x—1d:n.
x
1

27. /\/x2+2x—|—2daz.
x
1

28. /2\/x2+4m dx.
x

dx
) r—Vi2—1

29

dx
30. .
/a:+\/:1:2—|—x+1

31 / dx
oVl +1

32

/ dzx
) xv4z2 +4x + 3

33. /dm
V12 +2x+5

dx
34. /
Vi —x+3
35/ dx
o — 1
r+1
36./ dz.
2x + x2vVx? + 2x

1—V1+z+ a2 g
. x.
vV 1+ + a2

/ z+V1+a+a?
144+ VIta+a?

37

38 dx.

39 / dx
) G verae

x?2 + 4x
. —_— dx.
Varz+2r+2

40

dx
- / (x—1)Va2 -2

dx
42. :
/(1+$)\/1+x+m2

43 / dz
) Q4T —x—a?

dx
44. .
/(ml)\/x23x+2
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/ dx
45. .
(x —2)V—a?+4x—3

dx
46. .
/ (2x — 3)Vdx — x?
47. / (e .
(14 22)V1—2?

dx
48. .
/1—x2+2\/1—x2

dx
49. .
(2 + 22)Vc? — x?

50 / dx
" @2+ a)Va+ b

51 / xdx
) 41—z —a?

xdx
52. .
/(1—1—93)\/1—1—:1:—;1:2

53/ xdx
) @2=3z+2)Vat—dz+3

/ xdx
54. )
z+VaZ+3z+2

/2 2
55./:’7 rAse 2
T+ Va2 +3zr+2

)
56. /x vl
r+ vVl +4r+3
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