
OJLEROVE SMENE U NEODRE�ENOM
INTEGRALU

Rexeni primeri i zadaci za ve�bu

Dragan �ori�

Integrali tipa
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx, gde je R racionalna funkcija dve pro-

menǉive i gde je a 6= 0 i b2 6= 4ac, mogu na razliqite naqine da se svedu na integrale
racionalnih funkcija. U opxtem sluqaju to je mogu�e uraditi Ojlerovim smenama.

Rexeni primeri

U narednim zadacima treba izraqunati dati integral.

Prva Ojlerova smena. Prva Ojlerova smena√
ax2 + bx+ c = t− x

√
a

primeǌuje se kada je a > 0. Iz ove jednakosti imamo da je

ax2 + bx+ c = t2 − 2tx
√
a+ ax2,

odakle sledi da je

x =
t2 − c

2
√
at+ b

.

Diferenciraǌem dobijamo

dx = 2 ·
√
at2 + bt+ c

√
a

(2
√
at+ b)2

dt.

Kako je √
ax2 + bx+ c = t− x

√
a = t−

√
a · t2 − c

2
√
at+ b

=

√
at2 + bt+ c

√
a

2
√
at+ b

,

to je ∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx =

∫
g(t)dt,

gde je g racionalna funkcija argumenta t, data sa

g(t) = R

(
t2 − c

2
√
at+ b

,

√
at2 + bt+ c

√
a

2
√
at+ b

)
· 2
√
at2 + bt+ c

√
a

(2
√
at+ b)2

.

Ako je G primitivna funkcija za funkciju g, tada je∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx =

∫
g(t)dt = G(t) + C = G(

√
ax2 + bx+ c+ x

√
a) + C.
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Prema tome,
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx = F (x) + C, gde je

F (x) = G(
√
ax2 + bx+ c+ x

√
a).

Izraqunavaǌe integrala ovog tipa mo�e i da se svede na sluqaj a = 1 jer je√
ax2 + bx+ c =

√
a ·
√
x2 + b1x+ c1,

gde je b1 = b/a i c1 = c/a. Tada uvodimo smenu√
x2 + b1x+ c1 = t− x.

1.
∫

dx√
x2 + c

.

Rexeǌe. Dati integral je navedenog tipa, pri qemu je a = 1 > 0, xto znaqi da
mo�e da se primeni prva Ojlerova smena√

x2 + c = t− x.

Iz ove jednakosti dobijamo

x =
t2 − c
2t

, dx =
t2 + c

2t2
dt,

√
x2 + c =

t2 + c

2t
.

Zamenom ovih izraza u dati integral nalazimo da je∫
dx√
x2 + c

=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln |x+

√
x2 + c|+ C.

2.
∫

dx

1 +
√
x2 + 2x+ 2

.

Rexeǌe. Smenom √
x2 + 2x+ 2 = t− x

u datom integralu I imamo da je

x =
t2 − 2

2(1 + t)
, dx =

t2 + 2t+ 2

2(1 + t)2
dt, 1 +

√
x2 + 2x+ 2 =

t2 + 4t+ 4

2(1 + t)
,

pa je

I =

∫
2(1 + t)

t2 + 4t+ 4
· t

2 + 2t+ 2

2(1 + t)2
dt =

∫
t2 + 2t+ 2

(t+ 1)(t+ 2)2
dt.

Kako je
t2 + 2t+ 2

(t+ 1)(t+ 2)2
=

1

t+ 1
− 2

(t+ 2)2
,

to je

I = ln |t+ 1|+ 2

t+ 2
+ C.
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Kada t zamenimo sa
√
x2 + 2x+ 2 + x, dobijamo da je

I = ln(x+ 1 +
√
x2 + 2x+ 2) +

2

x+ 2 +
√
x2 + 2x+ 2

+ C.

3.
∫

dx

x+
√
x2 + 2x+ 2

.

Zadatak je rexen u [1].

Druga Ojlerova smena. Druga Ojlerova smena√
ax2 + bx+ c = xt−

√
c

primeǌuje se kada je c > 0. Iz ove jednakosti imamo da je

ax2 + nx+ c = x2t2 − 2xt
√
c+ c,

odakle sledi da je

x =
2
√
ct+ b

t2 − a
, dx = −2 ·

√
ct2 + bt+ a

√
c

(t2 − a)2
dt.

Kako je √
ax2 + bx+ c = xt−

√
c =

√
ct2 + bt+ a

√
c

t2 − a
,

to je

I =

∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx =

∫
g(t)dt,

gde je

g(t) = −2 ·R
(
2
√
ct+ b

t2 − a
,

√
ct2 + bt+ a

√
c

t2 − a

)
·
√
ct2 + bt+ a

√
c

(t2 − a)2
.

Ako je G primitivna funkcija za funkciju g, tada je I = G(t) + C, gde je

t =

√
ax2 + bx+ c+

√
c

x
.

4.
∫

dx

1 +
√
1− 2x− x2

.

Zadatak je rexen u [1].

5.
∫

dx

(1 + x)
√
1 + x− x2

.

Rexeǌe. U ovom primeru ne mo�e direktno da se koristi prva, ali mo�e da se
koristi druga Ojlerova smena √

1 + x− x2 = tx− 1.

Iz ove jednakosti sledi da je

x =
1 + 2t

t2 + 1
, dx = −2 t

2 + t− 1

(t2 + 1)2
dt,

√
1 + x− x2 = t2 + t− 1

t2 + 1
,
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pa je

I =

∫
dx

(1 + x)
√
1 + x− x2

=

∫
−2dt

1 + (t+ 1)2
= −2 arctan(t+ 1) + C.

Zamenom t sa (
√
1 + x− x2 + 1)/x dobijamo da je

I = −2 arctan 1 + x+
√
1 + x− x2
x

+ C.

6.
∫

(1−
√
1 + x+ x2)2

x2
√
1 + x+ x2

dx.

Rexeǌe. Drugom Ojlerovom smenom√
1 + x+ x2 = xt+ 1

imamo da je

x =
2t− 1

1− t2
, dx =

2t2 − 2t+ 2

(1− t2)2
,
√
1 + x+ x2 = xt+ 1 =

t2 − t+ 1

1− t2
,

pa je

I = 2

∫
t2dt

1− t2
= −2

∫
dt+

∫
dt

1− t2
= −2t− ln |1− t|+ ln |1 + t|+ C.

Zamenom t sa

√
1 + x+ x2 − 1

x
dobijamo da je

I = −2

x
(
√
1 + x+ x2 − 1) + ln

∣∣∣2x+ 2
√

1 + x+ x2 + 1
∣∣∣+ C.

7.
∫ √

1− x2
x

dx.

Rexeǌe. Drugom Ojlerovom smenoom√
1− x2 = xt− 1

imamo da je

x =
2t

t2 + 1
, dx =

2− 2t2

(1 + t2)2
dt,

√
1− x2 = t2 − 1

t2 + 1
,

pa je

I = −
∫

(1− t2)2

t(1 + t2)2
dt =

∫
4tdt

(1 + t2)2
−
∫
dt

t
= − 2

1 + t2
− ln |t|+ C.

Zamenom t sa
1 +
√
1− x2
x

dobijamo da je

I = − x2

1 +
√
1− x2

− ln

∣∣∣∣∣1 +
√
1− x2
x

∣∣∣∣∣+ C.
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Napomene. Prva Ojlerova smena mo�e da bude i√
ax2 + bx+ c = t+ x

√
a,

a druga Ojlerova smena mo�e da bude i√
ax2 + bx+ c = xt+

√
c.

Umesto prve i druge Ojlerove smene mo�e da se koristi samo jedna od ǌih.
Naime, u sluqaju c > 0 smenom x = 1/t dobija se integral za koji mo�e da koristi
prva Ojlerova smena, a u sluqaju a > 0 istom smenom dobija se integral za koji
mo�e da se koristi druga Ojlerova smena. U tom smislu, za oba sluqaja dovoǉna je
samo jedna od ove dve Ojlerove smene.

8.
∫

dx√
x2 − 4x+ 8

.

Rexeǌe. Prvom Ojlerovom smenom√
x2 − 4x+ 8 = t+ x

imamo da je

x =
8− t2

2(2 + t)
, dx = −8 + 4t+ t2

2(t+ 2)2
dt,

√
x2 − 4x+ 8 = t+ x =

t2 + 4t+ 8

2(2 + t)
,

pa je

I = −
∫

dt

t+ 2
= − ln |t+ 2|+ C = − ln

∣∣∣2− x+
√
x2 − 4x+ 8

∣∣∣+ C.

9.
∫

dx

x
√
x2 + 2x+ 3

.

Rexeǌe. Prvom Ojlerovom smenom√
x2 + 2x+ 3 = x+ t

dobijamo da je

x =
t2 − 3

2− 2t
, dx = 2 · 2t− t

2 − 3

(2− 2t)2
dt,

√
x2 + 2x+ 3 =

2t− t2 − 3

2− 2t
,

pa je ∫
dx

x
√
x2 + 2x+ 3

= 2

∫
dt

t2 − 3
=

1√
3
ln
t−
√
3

t+
√
3
+ C.

Poxto je t =
√
x2 + 2x+ 3− x, imamo da je∫

dx

x
√
x2 + 2x+ 3

=
1√
3
ln

√
x2 + 2x+ 3− x−

√
3√

x2 + 2x+ 3− x+
√
3
+ C.

10.
∫

dx

1 +
√
1− 2x− x2

(drugi put).
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Rexeǌe. Ovo je isti integral kao u zadatku 4. U [1] integral je rexen drugom
Ojlerovom smenom √

1− 2x− x2 = xt− 1.

Ako uvedemo drugu Ojlerovu smenu sa xt+ c umesto xt− c,√
1− 2x− x2 = xt+ 1,

dobijamo da je

x = −2 + 2t

1 + t2
, dx =

2t2 + 4t− 2

(1 + t2)2
,
√
1− 2x− x2 = xt+ 1 =

1− 2t− t2

1 + t2
.

Zamenom ovih izraza u dati integral I nalazimo da je

I =

∫
t2 + 2t− 1

(1 + t2)(1− t)
dt =

∫
dt

1− t
− 2

∫
dt

1 + t2
= − ln |1− t| − 2 arctan t+ C,

gde je

t =

√
1− 2x− x2 − 1

x
.

Prva ili druga Ojlerova smena? U sluqaju da je a > 0 i c > 0 mogu da se
koriste i prva i druga Ojlerova smena. Primenom ovih smena dobijamo qetiri
raliqite primitivne funkcije za integrand datog integrala.

11.
∫

dx

x+
√
x2 − x+ 1

.

Rexeǌe. Ovde je a = c = 1 u trinomu x2 − x + 1, pa mogu da se koriste i prva i
druga Ojlerova smena.

Prvom Ojlerovom smenom √
x2 − x+ 1 = t− x

u datom integralu I imamo da je

x =
t2 − 1

2t− 1
, dx = 2 · t

2 − t+ 1

(2t− 1)2
dt,

pa je

I = 2

∫
t2 − t+ 1

t(2t− 1)2
dt = 2 ln |t| − 3

2
ln |t− 1/2| − 3

2
· 1

2t− 1
+ C.

Zamenom t sa x+
√
x2 − x+ 1 dobijamo dati integral.

Drugom Ojlerovom smenom √
x2 − x+ 1 = xt− 1

imamo da je

x =
2t− 1

t2 − 1
, dx = −2 · t

2 − t+ 1

(t2 − 1)2
dt, x+

√
x2 − x+ 1 =

t

t− 1
,
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pa je∫
dx

x+
√
x2 − x+ 1

= −2
∫

t2 − t+ 1

t(t− 1)(t+ 1)2
dt = 2

∫
dt

t
− 1

2

∫
dt

t− 1
− 3

2

∫
dt

t+ 1
−3
∫

dt

(t+ 1)2
.

Prema tome,∫
dx

x+
√
x2 − x+ 1

= 2 ln |t| − 1

2
ln |t− 1| − 3

2
ln |t+ 1|+ 3

t+ 1
+ C,

gde je

t =

√
x2 − x+ 1 + 1

x
.

12.
∫

dx

x
√
x2 + x+ 1

.

Rexeǌe. I ovde postoje uslovi i za prvu i za drugu Ojlerovu smenu.
Prvom Ojlerovom smenom √

x2 + x+ 1 = x+ t

imamo da je

x =
1− t2

2t− 1
, dx = −2t2 − 2t+ 2

(2t− 1)2
dt, x+ t =

t2 − t+ 1

2t− 1
,

pa je

I = 2

∫
dt

t2 − 1
= ln

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+ C = ln

∣∣∣∣∣
√
x2 + x+ 1− x− 1√
x2 + x+ 1− x+ 1

∣∣∣∣∣+ C.

Drugom Ojlerovom smenom √
x2 + x+ 1 = xt+ 1

dobijamo da je

x =
1− 2t

t2 − 1
, dx =

2t2 − 2t+ 2

(t2 − 1)2
dt, xt+ 1 = − t

2 − t+ 1

t2 − 1
.

Zamenom ovih vrednosti u dati integral nalazimo da je

I =

∫
2dt

2t− 1
= ln |2t− 1|+ C = ln

∣∣∣∣∣x+ 2− 2
√
x2 + x+ 1

x

∣∣∣∣∣+ C.

13.
∫

x√
x2 + 4x+ 5

dx.

Rexeǌe. Poxto je a = 1 i c = 5, mogu da se primene i prva i druga Ojlerova
smena. Na primer, pomo�u prve Ojlerove smene√

x2 + 4x+ 5 = x+ t

imamo da je x =
t2 − 5

2(2− t)
, pa je

∫
x√

x2 + 4x+ 5
dx =

∫
t2 − 5

2(2− t)2
dt =

1

2

∫ (
1 +

4

t− 2
− 1

(t− 2)2

)
dt.
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Prema tome, ∫
x√

x2 + 4x+ 5
dx =

t

2
+ 2 ln |t− 2|+ 1

2(t− 2)
+ C,

gde je t =
√
x2 + 4x+ 5− x.

Tre�a Ojlerova smena. Tre�u Ojlerovu smenu koristimo kada trinom ax2+bx+c
ima realne i razliqite nule α i β, odnosno kada je

ax2 + bx+ c = a(x− α)(x− β), α, β ∈ R, α 6= β. (1)

Ako je a < 0, koren trinoma je definisan za x ∈ [α, β] za α < β. U tom sluqaju smena
je √

ax2 + bx+ c = t(x− α) (2)

ili √
ax2 + bx+ c = t(β − x). (3)

U prvom sluqaju iz jednakosti (1) i (2) sledi da je

x =
αt2 − aβ
t2 − a

, dx =
2a(β − α)t
(t2 − a)2

dt,
√
ax2 + bx+ c =

a(α− β)t
t2 − a

.

Zamenom ovih izraza u dati integral I dobijamo da je I =

∫
g(t)dt, gde je

g(t) = 2R

(
αt2 − aβ
t2 − a

,
a(α− β)t
t2 − a

)
· a(β − α)t
(t2 − a)2

.

Ako je G primitivna funkcija za funkciju g, tada je I = G(t) + C, gde je

t =

√
ax2 + bx+ c

x− α
.

Smena (2) mo�e da se napixe i u obliku√
a
x− β
x− α

= t.

Kako za x 6= α va�i

√
ax2 + bx+ c =

√
a(x− α)(x− β) =

√
a(x− α)x− β

x− α
= (x− α)

√
a
x− β
x− α

,

oqigledno je da je tre�a Ojlerova smena uvedena tako da racionalizuje integrand.
Sliqno va�i i u sluqaju smene (3)

14.
∫

dx√
c2 − x2

, c > 0.

Rexeǌe. Nule trinoma −x2 + c2 su −c i c. Tre�om Ojlerovom smenom√
c2 − x2 = (c− x)t
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za x ∈ (−c, c) imamo da je

x = c · t
2 − 1

t2 + 1
, dx =

4ct

(t2 + 1)2
dt,

√
c2 − x2 = 2ct

t2 + 1
.

Zamenom ovih izraza u dati integral dobijamo da je∫
dx√
c2 − x2

= 2

∫
dt

t2 + 1
= 2 arctan t+ C.

Kako je (c+ x) = t2(c− x), to je∫
dx√
c2 − x2

= 2arctan

√
c+ x

c− x
+ C.

Ako uvedemo tre�u Ojlerovu smenu sa drugom nulom,
√
c2 − x2 = (x+c)t, dobijamo

da je

x = c · 1− t
2

t2 + 1
, dx =

−4ct
(t2 + 1)2

dt,
√
c2 − x2 = 2ct

t2 + 1
.

Sada je ∫
dx√
c2 − x2

= −2
∫

dt

t2 + 1
= −2 arctan t+ C.

Kako je (c− x) = t2(c+ x), to je∫
dx√
c2 − x2

= −2 arctan
√
c− x
c+ x

+ C.

Dakle, za funkciju f : x 7→ 1/
√
c2 − x2 dobili smo dve primitivne funkcije F1 i

F2, gde je

F1(x) = 2 arctan

√
c+ x

c− x
, F1(x) = −2 arctan

√
c− x
c+ x

.

Naravno, ove dve primitivne funkcije se razlikuju za konstantu. Osim toga, znamo
jednostavniju primitivnu funkciju (iz tablice integrala) F : x 7→ arcsin(x/c). Fun-
kcije F1 i F se tako�e razlikuju za konstantu1.

15.
∫

dx

2 +
√
−x2 + 4x− 3

.

Rexeǌe. Ovde je a = −1 i c = −3, pa nije mogu�e koristiti prve dve Ojlerove
smene. Kako su nule trinoma −x2 + 4x − 3 brojevi 1 i 3, integrand je definisan za
x ∈ [1, 3] i tre�om Ojlerovom smenom√

−x2 + 4x− 3 = (x− 1)t

dobija se

x =
t2 + 3

t2 + 1
, dx =

4tdt

(t2 + 1)2
, 2 +

√
−x2 + 4x− 3 = 2 · t

2 + t+ 1

t2 + 1
.

Zamenom ovih izraza u dati integral I nalazimo da je

I = −2
∫

tdt

(t2 + 1)(t2 + t+ 1)
= −2 arctan t+ 4√

2
arctan

2t+ 1√
3

+ C,

1Iz jednakosti F1(x) = F (x) + C za x = 0 dobijamo da je 2 arctan

√
c+ x

c− x = arcsin
x

c
+
π

2
.
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gde je

t =

√
−x2 + 4x− 3

x− 1
.

16.
∫

xdx

(7x− 10− x2)
√
7x− 10− x2

.

Rexeǌe. U trinomu 7x − 10 − x2 je a = −1 i c = −10, pa ne mogu da se koriste ni
prva, ni druga Ojlerova smena. Kako su nule ovog trinoma brojevi 2 i 5, mo�e da
se primeni tre�a Ojlerova smena.

Integrand je definisan za x ∈ (2, 5), pa smenom√
7x− 10− x2 = (x− 2)t

dobijamo da je

x =
5 + 2t2

1 + t2
, dx = − 6tdt

(1 + t2)2
, (x− 2)t =

3t

1 + t2
.

Zamenom ovih vrednosti u dati integral I imamo da je

I = − 6

27

∫
5 + 2t2

t2
dt =

10

9
· 1
t
− 4

9
t+ C,

gde je

t =

√
7x− 10− x2
x− 2

.

Prva ili tre�a Ojlerova smena? Ako trinom ax2+bx+c ima realne i razliqite
nule i ako je a > 0, tada mogu da se primene i prva i tre�a Ojlerova smena. Koren
iz ovog trinoma je definisan za x ≤ α i za x ≥ β. Za x ≤ α tre�a Ojlerova smena je√

ax2 + bx+ c = (α− x)t ili
√
ax2 + bx+ c = (β − x)t,

a za x ≥ β tre�a Ojlerova smena je√
ax2 + bx+ c = (x− β)t ili

√
ax2 + bx+ c = (x− α)t.

17.
∫

x− 1

(x2 + 2x)
√
x2 + 2x

dx.

Rexeǌe. Poxto je x2 + 2x = x(x+ 2), to je α = 0 i β = −2.
Za x < −2 je√

x2 + 2x =
√
x(x+ 2) =

√
(x+ 2)2 · x

x+ 2
= |x+ 2|

√
x

x+ 2
= (−2− x)

√
x

x+ 2
.

Smenom √
x2 + 2x = (−x− 2)t,

odnosno
√

x

x+ 2
= t, imamo da je

x = − 2t2

t2 − 1
, dx =

4t

(t2 − 1)2
dt,

√
x2 + 2x =

2t

t2 − 1
, x− 1 =

−3t2 + 1

t2 − 1
.

10



Zamenom ovih izraza u dati integral dobijamo da je

I =
1

2

∫
−3t2 + 1

t2
dt = −3

2
t− 1

2
· 1
t
+ C.

Kako je

t =

√
x2 + 2x

−x− 2
=

√
x

x+ 2
,

to je

I = − 1 + 2x√
x2 + 2x

+ C.

Za x < −2 va�i i √
x2 + 2x =

√
x2 · x+ 2

x
= |x|

√
x+ 2

x
= −x

√
x+ 2

x
,

pa mo�emo da uvedemo smenu i sa drugom nulom trinoma. Ako je√
x2 + 2x = −xt,

odnosno

√
x+ 2

x
= t, onda je

x =
2

t2 − 1
, dx = − 4t

(t2 − 1)
dt,

√
x2 + 2x = − 2t

t2 − 1
, x− 1 =

3− t2

t2 − 1
,

pa je

I =
1

2

∫
3− t2

t2
dt = −3

2
· 1
t
− 1

2
t+ C.

Kako je t =

√
x+ 2

x
, dobija se isti rezultat za integral kao pri prvoj smeni.

Za x > 0 je √
x2 + 2x =

√
x(x+ 2) =

√
x2 · x+ 2

x
= x

√
x+ 2

x
.

Smenom √
x2 + 2x = xt,

odnosno

√
x+ 2

x
= t, imamo da je

x =
2

t2 − 1
, dx = − 4tdt

(t2 − 1)2
, x− 1 =

3− t2

t2 − 1
.

Zamenom ovih izraza u dati integral dobijamo da je

I = −1

2

∫
3− t2

t2
dt =

1

2
t+

3

2
· 1
t
+ C.

Kako je

t =

√
x2 + 2x

x
,

to je I = F1(x) + C, gde je

F1(x) =
1 + 2x√
x2 + 2x

.
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Za x > 0 isto se dobija i u sluqaju smene√
x2 + 2x = (x+ 2)t.

Dakle, nije bilo problema prilikom korix�eǌa bilo koje verzije tre�e Ojlerove
smene. Ostaje sada da vidimo kako izgleda primena prve Ojlerove smene u ovom is-
tom integralu.

Ako je √
x2 + 2x = t− x,

tada je

x =
t2

2 + 2t
, dx =

2t2 + 4t

(2 + 2t)2
,
√
x2 + 2x =

t2 + 2t

2 + 2t
, x− 1 =

t2 − 2t− 2

2 + 2t
.

Zamenom ovih vrednosti u dati integral dobijamo da je

I = 2

∫
(t2 − 2t− 2)

(t2 + 2t)2
dt = 2 · 1− t

t2 + 2t
+ C.

Zamenom t sa
√
x2 + 2x+ x imamo da je I = F2(x) + C, gde je

F2(x) = 2 · 1− x−
√
x2 + 2x

2x2 + 4x+ 2
√
x2 + 2x+ 2x

√
x2 + 2x

.

Primitivne funkcije F1 i F2 se razlikuju za konstantu2. Ako za prvu Ojlerovu
smenu uzmemo √

x2 + 2x = t+ x,

dobijamo da je

I = 2 · t+ 1

2t− t2
+ C, t =

√
x2 + 2x− x.

Druga ili tre�a Ojlerova smena? Ako u trinomu ax2 + bx + c va�i a < 0 i
c > 0, tada ne mo�e da se primeni prva, a mo�e da se koristi druga Ojlerova smena.
Me�utim, tada va�i i b2 > 4ac, pa mo�e da se koristi i tre�a Ojlerova smena.

18.
∫

dx√
c2 − x2

, c > 0 (drugi put).

Rexeǌe. Ovaj integral je u zadatku 14 rexen primenom tre�e Ojlerove smene.
Sada �emo isti ovaj integral rexiti pomo�u druge Ojlerove smene.

Ako je
√
c2 − x2 = xt− c, tada je

x =
2ct

1 + t2
, dx =

2c− 2ct2

(1 + t2)2
,
√
c2 − x2 = xt− c = ct2 − c

1 + t2
,

pa je

I = −2
∫

dt

1 + t2
= −2 arctan t+ C = −2 arctan

√
c2 − x2 + c

x
+ C = F3(x) + C

2Za x > 0 va�i F1(x)− F2(x) = 2.
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za x ∈ (−c, 0) i za (0, c).
Izme�u primitivne funcije F3 i F (videti zadatak 14) za x ∈ (−c, 0) va�i veza

F3(x) = F (x) + π, a za x ∈ (0, c) va�i veza F3(x) = F (x)− π.

19.
∫

dx√
−x2 + 4x+ 5

.

Rexeǌe. Ovde je a = −1, c = 5 i b2 − 4ac = 36, xto znaqi da ne mo�e da se koristi
prva, ali mogu da se koriste druga i tre�a Ojlerova smena.

Itegrand je definisan za x ∈ (−1, 5), pa tre�om Ojlerovom smenom√
−x2 + 4x+ 5 = (x+ 1)t

imamo da je x =
5− t2

1 + t2
, pa je∫

dx√
−x2 + 4x+ 5

= −2
∫

dt

1 + t2
= −2 arctan t+ C,

gde je t =

√
5− x
x+ 1

.

Kako je√
−x2 + 4x+ 5 =

√
−(x+ 2)(x− 5) =

√
−(x+ 1)2

x− 5

x+ 1
= (x+ 1)

√
5− x
x+ 1

,

tre�a Ojlerova smena mo�e da bude i√
−x2 + 4x+ 5 = (x+ 1)t.

Tada je

x =
5t2 − 1

t2 + 1
, dx =

12t

(t2 + 1)2
dt,

√
−x2 + 4x+ 5 =

6t

t2 + 1
,

pa je

I = 2

∫
dt

t2 + 1
= 2 arctan t+ C,

gde je t =

√
x+ 1

5− x
.

Dakle, I = F1(x) + C1 = F2(x) + C2, gde je

F1(x) = 2 arctan

√
x+ 1

5− x
, F2(x) = −2 arctan

5− x
x+ 1

.

Naravno, primitivne funkcije F1 i F2 se razlikuju za konstantu3.

Da vidimo sada da li je povoǉna druga Ojlerova smena. Ako je√
−x2 + 4x+ 5 = xt−

√
5,

tada je

x =
4 + 2t

√
5

t2 + 1
, dx =

−2
√
5t2 − 8t+ 2

√
5

(t2 + 1)2
,
√
−x2 + 4x+ 5 =

4t+
√
5t2 −

√
5

t2 + 1
,

3Za x 6= 0 va�i jednakost arctanx+ arctan
1

x
=
π

2
.
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pa je

I = −
∫

2
√
5t2 + 8t− 2

√
5√

5t2 + 4t−
√
5
· dt

t2 + 1
= −2

∫
dt

t2 + 1
= −2 arctan t+ C.

Prema tome, za x ∈ (−1, 0) i za x ∈ (0, 5) je I = F3(x) + C, gde je

F3(x) = −2 arctan
√
−x2 + 4x+ 5 +

√
5

x
.

Kako je lim
x→0−

F3(x) = π i lim
x→0+

F3(x) = −π, mo�emo definisati novu funkciju

F4(x) =


F3(x)− π, x ∈ (−1, 0)
0, x = 0

F3(x) + π, x ∈ (0, 5)

koja je primitivna funkcija za dati integrand na celom intervalu (−1, 5).
Dati integral se lako svodi i na tabliqni integral, pri qemu se dobija da je

I = F5(x) + C, gde je

F5(x) = − arcsin
2− x
3

+ C.

Naravno, funkcije F4 i F5 se, isto kao i funkcija F2, razlikuju za konstante od
funkcije F1.

20.
∫

dx

1 +
√
1− 2x− x2

(tre�i put).

Rexeǌe. Ovde tako�e ne mo�e da se upotrebi prva, a mogu da se upotrebe druga i
tre�a Ojlerova smena. Integral je ve� rexen upotrebom dve verzije druge Ojlerove
smene (videti zadatak 4 i zadatak 10), a sada �emo da ga reximo pomo�u tre�e
Ojlerove smene.

Nule trinoma 1− 2x− x2 su α = −1−
√
2 i β = −1 +

√
2. Za x ∈ (α, β) smenom√

1− 2x− x2 = (x− α)t = (x+ 1 +
√
2)t

imamo da je

x =
β + αt2

1 + t2
=
−(1 +

√
2)t2 +

√
2− 1

t2 + 1
, dx =

2αt− 2βt

(1 + t2)2
dt = − 4

√
2t

(t2 + 1)2
dt,

√
1− 2x− x2 = β − α

1 + t2
t, 1 +

√
1− 2x− x2 = t2 + 2

√
2t+ 1

t2 + 1
.

Zamenom ovih izraza u dati integral I dobijamo da je

I = 2

∫
(β − α)t

(1 + t2)(1 + t2 + (β − α)t)
dt = −4

√
2

∫
tdt

(t2 + 1)(t2 + 2
√
2t+ 1)

= −4
√
2

∫
g(t)dt.

Kako je

g(t) =
1

2
√
2
· 1

t2 + 1
− 1

2
√
2
· 1

t2 + 2
√
2t+ 1

i kako je ∫
dt

t2 + 2
√
2t+ 1

= − arctanh(t+
√
2) + C =

1

2
ln

∣∣∣∣∣ t+
√
2− 1

t+
√
2 + 1

∣∣∣∣∣+ C,
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to je
I = −2 arctan t− 2 arctanh(t+

√
2),

gde je

t =

√
−x− 1 +

√
2

x+ 1 +
√
2
.

U tri razliqita rexeǌa dibili smo tri primitivne funkcije.
Iz zadatka 4 imamo primitivnu funkciju F1 datu sa

F1(x) = −2 arctan t+ ln

∣∣∣∣ t− 1

t

∣∣∣∣ , t =

√
1− 2x− x2 + 1

x
,

koja va�i za x ∈ (α, 0) i za (0, β).
Iz zadatka 10 imamo primitivnu funkciju F2 datu sa

F2(x) = −2 arctan t− ln |t− 1| , t =

√
1− 2x− x2 − 1

x
,

koja tako�e va�i za x ∈ (α, 0) i za (0, β).
Iz ovog rexeǌa imamo primitivnu funkciju F3 datu sa

F3(x) = −2 arctan t− 2 arctanh(t+
√
2), t =

√
−x− 1 +

√
2

x+ 1 +
√
2

koja va�i za svako x ∈ (α, β).
Jox jednu primitivnu funkciju F4 daje Wolfram

F4(x) =
1

2
ln

√
1− 2x− x2 − x+ 1√
1− 2x− x2 + x+ 3

+ 2 arcsin
x+ 1√

2

koja tako�e va�i za svako x ∈ (α, β).

Prva, druga ili tre�a Ojlerova smena? Ako u trinomu ax2+ bx+ c va�i a > 0,
c > 0 i b2 > 4ac, tada se mogu koristiti sve tri Ojlerove smene. Texko je re�i koja
je od ǌih generalno najpogodnija. To uglavnom zavisi od primera do primera.

21.
∫ √

x2 − 5x+ 4 dx.

U ovom primeru integrand je definisan za x ≤ 1 i za x ≥ 4 i mogu da se primene
sve tri Ojlerove smene.

U sluqaju prve Ojlerove smene√
x2 − 5x+ 4 = t− x

imamo da je

x =
t2 − 4

2t− 5
, dx =

2t2 − 10t+ 8

(2t− 5)2
,
√
x2 − 5x+ 4 =

t2 − 5t+ 4

2t− 5
,

pa je

I = 2

∫
(t2 − 5t+ 4)2

(2t− 5)3
dt =

1

32
(2t− 5)2 − 81

32
· 1

(2t− 5)2
− 9

8
ln |2t− 5|+ C.
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Zamenom t sa
√
x2 − 5x+ 4 + x i sre�ivaǌem ’dugaqkog’ izraza dobija se da je

I =
2x− 5

4

√
x2 − 5x+ 4− 9

8
ln
∣∣∣2x− 5 + 2

√
x2 − 5x+ 4

∣∣∣+ C = F (x) + C.

U sluqaju druge Ojlerove smene√
x2 − 5x+ 4 = xt− 2

imamo da je

x =
4t− 5

t2 − 1
, dx =

10t− 4t2 − 4

(t2 − 1)2
dt,

√
x2 − 5x+ 4 =

2t2 − 5t+ 2

t2 − 1
,

pa je

I = −2
∫

(2t2 − 5t+ 2)2

(t2 − 1)3
dt.

Kako je

(2t2 − 5t+ 2)2

(t2 − 1)3
=

9

16
· 1

(x+ 1)
+
81

16
· 1

(x+ 1)2
−81

8
· 1

(x+ 1)3
− 9

16
· 1

x− 1
+

1

16
· 1

(x− 1)2
+
1

8
· 1

(x− 1)3
,

to je

I =
1

4
· 41t

3 − 80t2 + 41t

(t2 − 1)2
− 9

8
ln

∣∣∣∣ t+ 1

t− 1

∣∣∣∣+ C.

Zamenom t sa

√
x2 − 5x+ 4 + 2

x
nalazimo da je

I =
2x− 5

4

√
x2 − 5x+ 4− 9

8
ln

∣∣∣∣∣
√
x2 − 5x+ 4 + 2 + x√
x2 − 5x+ 4 + 2− x

∣∣∣∣∣+ C.

Lako se vidi4 da je i u ovom sluqaju I = F (x)+C, gde je F ista primitivna funkcija
kao i u sluqaju prve Ojlerove smene.

Za x > 4 tre�a Ojlerova smena je, na primer,√
x2 − 5x+ 4 = (x− 1)t,

odnosno x− 4 = (x− 1)t2. Iz ove jednakosti sledi da je

x = 1− 3

t2 − 1
, dx =

6tdt

(t2 − 1)2
,
√
(x− 1)(x− 4) = (x− 1)t = − 3t

t2 − 1
,

pa je

I =

∫ √
x2 − 5x+ 4 dx = −18

∫
t2dt

(t2 − 1)3
.

Kako je

t2

(t2 − 1)3
= −9

4
· 1

(t− 1)3
− 9

8
· 1

(t− 1)2
+

9

8
· 1

t− 1
+

9

4
· 1

(t+ 1)3
− 9

8
· 1

(t+ 1)2
− 9

8
· 1

t+ 1
,

4Va�i jednakost
√
x2 − 5x+ 4 + 2 + x√
x2 − 5x+ 4 + 2− x

=
(
√
x2 − 5x+ 4 + 2 + x)(

√
x2 − 5x+ 4 + x− 2)

√
x2 − 6x+ 4

2 − (x− 2)2
= −2x+ 5− 2

√
x2 − 5x+ 4.
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to je

I =
9

8(t− 1)2
+

9

8(t− 1)
+

9

8
ln |t− 1| − 9

8(t+ 1)2
+

9

8(t+ 1)
− 9

8
ln |t+ 1|

=
9

4
· t3 + t

(t2 − 1)2
− 9

8
· ln
∣∣∣∣ t+ 1

t− 1

∣∣∣∣+ C.

Zamenom t sa

√
x− 4

x− 1
dobijamo da je I = F (x) + C, gde je F ponovo ista primitivna

funkcija kao u sluqaju prve Ojlerove smene.
Sliqno se dobija i za x < 1.

22.
∫

dx√
x2 − 3x+ 2

.

Rexeǌe. I u ovom primeru mogu da se primene sve tri Ojlerove smene.
Prvom Ojlerovom smenom √

x2 − 3x+ 2 = t− x

imamo da je

x =
t2 − 2

2t− 3
, dx =

2t2 − 6t+ 4

(2t− 3)2
,
√
x2 − 3x+ 2 = t− x =

t2 − 3t+ 2

2t− 3
,

pa je

I =

∫
2dt

2t− 3
= ln |2t− 3|+ C = ln

∣∣∣2x− 3 + 2
√
x2 − 3x+ 2

∣∣∣+ C = F1(x) + C.

Drugom Ojlerovom smenom √
x2 − 3x+ 2 = xt+

√
2

imamo da je

x = −3 + 2
√
2t

t2 − 1
, dx =

2
√
2t2 + 6t+ 2

√
2

(t2 − 1)2
,
√
x2 − 3x+ 2 = xt+

√
2 = −

√
2t2 + 3t+

√
2

t2 − 1
,

pa je

I = −2
∫

dt

t2 − 1
= ln

∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣+ C =
x−
√
2 +
√
x2 − 3x+ 2

x+
√
2−
√
x2 − 3x+ 2

+ C = F2(x) + C.

Za x > 2 tre�om Ojlerovom smenom√
x2 − 3x+ 2 = (x− 1)t

imamo da je

x =
t2 − 2

t2 − 1
, dx =

2tdt

(t− 1)2(t+ 1)2
,
√
x2 − 3x+ 2 = − t

t2 − 1
,

pa je

I = −2
∫

dt

t2 − 1
= ln

∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣+ C = ln

∣∣∣∣∣x− 1 +
√
x2 − 3x+ 2

x− 1−
√
x2 − 3x+ 2

∣∣∣∣∣+ C = F3(x) + C.
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Sliqno se dobija i za x < 1.
Dobijene primitivne funkcije F1, F2 i F3 su ili iste ili se razlikuju za kon-

stantu. Transformacijom izraza za F2 lako se dobija da je F2(x) = F1(x), a trans-
formacijom izraza za F3 dobija se da je5 F3(x) = F1(x) + ln(3 + 2

√
2).

Napomene. Navedene Ojlerove smene mogu da se koriste za svaki integrand ob-
lika R(x,

√
ax2 + bx+ c) jer one obuhvataju sve sluqajeve integranda koji je ira-

cionalna funkcija ovog oblika. Zaista, u sluqaju b2 > 4ac mo�e tre�a Ojlerova
smena, a u sluqaju b2 < 4ac mogu prva i druga Ojlerova smena jer je a > 0 i c > 0 (za
a < 0 i c < 0 integrand nije definisan). Sluqaj b2 = 4ac nije aktuelan jer je tada
integrand racionalna funkcija. Xtavixe, prva i tre�a smena tako�e obuhvataju
sve sluqajeve jer za a > 0 imamo prvu Ojlerovu smenu, a za a < 0 integrand je defin-
isan jedino za b2 − 4ac ≥ 0. Ako se iskǉuqi dvostruki koren (b2 = 4ac), ostaje samo
b2 > 4ac, xto znaqi da mo�e da se primeni tre�a Ojlerova smena. Me�utim, to ne
znaqi da je druga Ojlerova smena potpuno nepotrebna. Kada je a < 0 i c > 0, mo�e
da se desi da je povoǉnije koristiti drugu nego tre�u Ojlerovu smenu.

U nekim sluqajevima primenom Ojlerovih smena dobijaju se komplikovane
racionalne funkcije. Zbog toga integrale ovog tipa treba rexavati i drugim sme-
nama ili drugim naqinima. U taqkama 6), 7), 8) i 9) poglavǉa 5.9 iz u
benika [1]
dati su drugi naqini rexavaǌa integrala ovog tipa u nekim specijalnim sluqaje-
vima.

Na integrale koji mogu da se rexe Ojlerovim smenama svode se i integrali qiji
integrandi su racionalne funkcije tri argumenta: x,

√
ax+ b i

√
cx+ d. U tom

sluqaju smenom ax+ b = t2 imamo da je∫
R(x,

√
ax+ b,

√
cx+ d)dx =

∫
R

(
t2 − b
a

, t,
√
pt2 + q

)
2t

a
dt,

gde je p = c/a i q = (ad− bc)/a. Prema tome,∫
R(x,

√
ax+ b,

√
cx+ d)dx =

∫
R1(t,

√
pt2 + q) dt,

gde je R1 racionalna funkcija dva argumenta.

Zadaci za samostalan rad

Izraqunati dati integral.

23.
∫
x2
√
1 + x2 dx.

24.
∫
x
√
x2 − 2x+ 2 dx.

25.
∫

1

x

√
x2 + 2x dx.

5Nije texko proveriti da je

x−
√
2 +
√
x2 − 3x+ 2

x+
√
2−
√
x2 − 3x+ 2

= (3 + 2
√
2)(2x− 3 + 2

√
x2 − 3x+ 2).
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26.
∫

1

x

√
x2 + 2x− 1 dx.

27.
∫

1

x

√
x2 + 2x+ 2 dx.

28.
∫

1

x2

√
x2 + 4x dx.

29.
∫

dx

x−
√
x2 − 1

.

30.
∫

dx

x+
√
x2 + x+ 1

.

31.
∫

dx

x+
√
x2 − x+ 1

.

32.
∫

dx

x
√
4x2 + 4x+ 3

.

33.
∫

dx

x
√
x2 + 2x+ 5

.

34.
∫

dx

x
√
x2 − x+ 3

.

35.
∫

dx

x2
√
x2 − x+ 1

.

36.
∫

x+ 1

2x+ x2
√
x2 + 2x

dx.

37.
∫

1−
√
1 + x+ x2

x
√
1 + x+ x2

dx.

38.
∫

x+
√
1 + x+ x2

1 + x+
√
1 + x+ x2

dx.

39.
∫

dx

(1 +
√
x+ x2)2

.

40.
∫

x2 + 4x√
x2 + 2x+ 2

dx.

41.
∫

dx

(x− 1)
√
x2 − 2

.

42.
∫

dx

(1 + x)
√
1 + x+ x2

.

43.
∫

dx

(1 + x)
√
1− x− x2

.

44.
∫

dx

(x− 1)
√
x2 − 3x+ 2

.
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45.
∫

dx

(x− 2)
√
−x2 + 4x− 3

.

46.
∫

dx

(2x− 3)
√
4x− x2

.

47.
∫

dx

(1 + x2)
√
1− x2

.

48.
∫

dx

1− x2 + 2
√
1− x2

.

49.
∫

dx

(c2 + x2)
√
c2 − x2

.

50.
∫

dx

(x2 + a)
√
x2 + b

.

51.
∫

xdx

(1 + x)
√
1− x− x2

.

52.
∫

xdx

(1 + x)
√
1 + x− x2

.

53.
∫

xdx

(x2 − 3x+ 2)
√
x2 − 4x+ 3

.

54.
∫

xdx

x+
√
x2 + 3x+ 2

.

55.
∫
x−
√
x2 + 3x+ 2

x+
√
x2 + 3x+ 2

dx.

56.
∫
x−
√
x2 + 4x+ 3

x+
√
x2 + 4x+ 3

dx.

Literatura

[1] Stojanovi�, M., Mihi�, O., Matematika 2, FON, Beograd, 2013.

[2] �ori�, D., Lazovi�, R., Jovanov., �., Matematika 2 - zbirka zadataka i primeri
kolokvijuma, FON, Beograd, 2009.

20


