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3agaun u pellera

1. Oymsrnumja f : R? — R medunucana je ca
fley) =9 2t +y

Vcnuratu mudepenuujadbunnoct dpynxnuje f y Tausu (0,0).

Pewewe: TIpema medunrmuju u3 yubennka'l, ¢yurmuja f je mapepenmujabunna y Taukn (0,0)
akKo je

f(x,y) — £(0,0) = £,.(0,0)z + f,(0,0)y + o(/22 + y?) (1)
kama (z,y) — (0,0). Homro je f(0,0) =0n
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ycros (1) cBomm ce Ha yCIOB

f(z,y) = o(Va? +y?), xana (z,y) — (0,0). (2)
Ilakse, Tpeba IPOBEPUTHU [a JIU BasKM yCaOB (2), OMHOCHO 1a Ju je ( %im(0 O)g(m,y) =0, rae je
z,y)— (0,
flz,y aty? —2?y?
9) (w.9) # (0.0)

g(x,y) = = ;
Vri+y? o (4 yt) 2?2 +y?

Kako je 3a (z,y) # (0,0)
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cnemm na g(z,y) — 0 rana (z,y) — (0,0).

Apyro pewewe. U3 jennarkoctu
1) aty? — a2yt 2292 2?2 —y?
9\z,y) = = :
(@t +yHV/a? +y? Tyt a2+ y?

U HejeTHAKOCTU 2x2y2 <z'+ y4 caemu na je

1 |22 — o2 1 22 +92 1
< Z. < Z. —— 2 2,
l9(z.y)| < 5 R A A
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IIpema Towme, g(z,y) — 0 kana (x,y) — 0, ma je pyurimmja f mudepenmmjadbunna y rauku (0,0).
Tpehe pewere. Ako je h(z,y) = max{|z|, |y|}, Tana je

2y 22y (h(z,9)® | (h(z,y))"
ol S S s g T = @ w)F T (Rl

Kako h(z,y) — 0 rama (z,y) — (0,0), to u g(z,y) — 0 xana (z,y) — (0,0), ma je ¢pymrumja f
mapepernnujabuaaa y taugm (0,0).

= 2h(z,y).

Ha coumu 1 ¢y nartu rpadunu pyuruuja f u g y okonunau tauke (0,0).

Cn.1 I'padur pynruuje f (meBo) m rpaduk Ppyrrmmje g (mecHo)

2. Oxpenuru noKaJdHe ekcTpemyMe Gynknuje [ : (x,y) — 2 3a1aTe UMIUIMIUATHO jeIHakomhy
22 fayz —xy? — 2 =0,

npu demy je z # 0.

Peweme: 3anarak je mctu kao 3anaTak 4.22 y 36upuu? PelweHn npumepy ca McnnTa v KOIoKBUjyMa
U pemmeme ce Mo:ke Hahu y Toj 36upmu, mpu deMy Tpeba y3erw y oG3Up U UCIpaBKe® Koje ce
HaJsa3e Ha aapecu http://math.fon.rs/matematika-dva.

OBne ce maje pememe ca Bume netama. Cermmo ce, Hajupe, TBphema o ersmcTeHnuju
VMIUIMIATHO neduHucane pynknmje mse npomenssnse (Teopema 2.8.11 y yybenuky).

Teopema. Heka je X C R3 orsopen ckyn u Heka ¢ymkumja F : X — R uma cnegeha ceojcrsa:
1. F je HenpekupgHa ¢yHkumja Ha X,

2. noctoju (xo,Yo,20) € X 3a kojy je F'(xo,y0,20) =0,

3. F! je nenpekugHa ¢yrHkumja Ha X,

4. y Tauku (29, Yo, 20) Baxu FL(xg,yo,20) # 0.

Taga noctoju okonuna U X V' tauke (xo, Yo, 20) U jeAHo3HauHO ofpebeHa HenpekuAHa ¢yHkuymja f: U — V
Takea ga je [(xo,y0) = 2o u F(x,y, f(z,y)) = 0 3a (v,y) € U. Y3 gogathu ycnos, ' € CV(X), za
pyrkumjy f saxu n f € CO(U), npu yemy je f. = —F!/F! un fy=—F,/F..

2]1. 'Bopuh, MATEMATWEKA 2 - pemenu npuMepu ca ucoura 1 KojsokBujyma, POH,
2014.
3JenHa ce ODHOCU Ha TEKCT 3alaTKa (yMecTo z? Tpeba z2), a nApyra ce OJHOCH Ha pemieme (y

uU3pasuMa 3a zj, U z, UMECTO zy Tpeba zy + 22).



3a gary GyHEIUjY f 13 3amarTka MMaMo na je

F(z,y,2) = 2° + zyz — xy® — 2>,
Yenosu 1. u 3. u3 mpeTxolHe TeopeMe Cy UCIyHeHH Ha R?, a ycmose 2. u 4. hemo mpoBeputu
y CTaIMOHAPHUM TadkKaMma. Kako je

F, y? + 322 —yz

F, _ng _ 2xy — a2
F! 2z +zy

I __ _— = —
Jo = F'' o 2z4ay’

) f; =
cramroHapHe Tauke nobujamo m3 jemmakoctu I =0, F; =0wn F) =0. Us F) =0 cremm na je
r=0wum z=2y. 3ax =0 je z=0, na Hac Taj caydaj He UHTEpeECYje jep je y yCIOBY 3amarka
z # 0. Nuaue, tana je u y =0, ma y TOM ciiy4ajy yciaoB 4. He OU OUO UCIIYHEH.

llakse, ocTaje z = 2y. 3amenowm z ca 2y y jemnakoctu F! = 0 mamasmmo ma je y?> = 322, Cana
n3 jemnarkoctu F =0, y3umajyhu y 063up ma je z = 2y u y? = 322, nobujamo xa je x = —6. To
3HaUM [Ja MMaMo [Be crammoHapHe tauke, A(—6,61/3) u B(—6,—6v/3), mpu uemy je f(A) = 12V/3
u f(B) = —12V/3. IHa mm je dyurnmja f meduHMCaHA Y HEKO] OKOJNMHU Tauke A m y HEKO]
okonuHu Tavke B? Omrosop hiemo noburtu ako nposepumo Ia au y Taukama (—0, 6\/§7 12\/3) u
(—6,—6/3, —12y/3) Bae yciaoBu 2. u 4. U3 HaBeIeHE TeopeMe. Y CIIOB 2. je CBAKAKO MCIYHCH
jep cMo ra KopuCTUAM 3a moOujame tavaka A m B, a ucnymen je u ycaoB 4. jep je

F!(—6,6V3,12V3) = —12V3 £ 0, F.(—6,—6v3,—-12V3) = 12V/3 # 0.

To 3mauu ma je, mpema TBphemy Teopeme, pynrnuja f medpuHucana y HEKO] OKOIUHU TAUKe
A u y HEKO] OKONUMHU Tauke B, ma MMa CMUCIA TPOBEPUTHU Ja JIU je Y TUM TadKaMa JIOKAJIHU
ekcTpeMyM (yurnuje f.

Y cranuoHADHUM TadkaMa BasKu
" " "
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3a |dz| 4 |dy| # 0 mobujamo ma y taukama A m B Baskm
idgﬁ >0, d’f(B)=—V3dx? - idyz <0.
\/g )

d*f(A) = V3dz* + 7

3. Onpemutu Hajsehy u HajMamy BpemHocT ¢ymkmuje (z,y) — 22+ y? — 22 HA obmacT;

D={(zy) r x>y, y>z—2}

Peweme: O6mact D je orpanndena napaboioM & = 4> 1 IPaBoM y = & — 2 (ca. 2), npu uemy
cy muxose npeceurne tauke A(l,—1) u B(4,2). Kako je

f(mvy):(x_1)2+y2_12_17

HajMama Bpexnoct ¢pymrmmje f Ha R? je —1 m moctmwe ce y raukm C(1,0). Tauka C' mpumana
obisactu D, mro 3HaUM na je y H0j M HajMama BpenHocT ¢yHKnuje f Ha obaactu D.

‘Bunern yubenuk, crp.100



Cua.2 Ob6aact D

I'padur pysrmuje f je napatomonn (ci.3) unje je teme y Taukm (1,0,—1), mTo 3HAYM Ka ce
majseha Bpemuoct pyurnuje f Ha obaactu D moctmwke y Tauku obnactu D koja je HajynasmeHunja
on tauke C' (mpojexnmje Temena napabononna va pasan x0y). Ca cauke 2 je ounraenno ma je
TO Taura B.

IIpema Towme,

n}%n f=f(C)=-1, max f=f(B)=12.

Cn.3 I'padur pynruuje f (neBo) m HUBO nuHUje pyHKIMje f (mecHO)

Apyro pewewe. Y rtaukm C je Hajmama Bpensoct ¢yurmuje f Ha D jep ta tauka npumana D
U y B0j je HajMama BpeaHocT ¢pyHrmmje f Ha R2.

Kako 3a (z,y) € D Baskn
flay)=a*+yP? —20<a® +r -2 =02~z =a(z—1) <12

u xako je f(B) = 12, najsehia Bpennoct ¢pymuknuje [ ma obmactu D je y tauku B.



