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Zadaci i rexe�a

1. Funkcija f : R2 → R definisana je sa

f(x, y) =







x4y2 − x2y4

x4 + y4
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Ispitati diferencijabilnost funkcije f u taqki (0, 0).

Rexe�e: Prema definiciji iz u
benika1, funkcija f je diferencijabilna u taqki (0, 0)
ako je

f(x, y)− f(0, 0) = f ′x(0, 0)x+ f ′y(0, 0)y + o(
√

x2 + y2) (1)

kada (x, y)→ (0, 0). Poxto je f(0, 0) = 0 i

f ′x(0, 0) = lim
u→0

f(u, 0)− f(0, 0)

u
= lim
u→0

0

u
= 0, f ′y(0, 0) = lim

u→0

f(0, u)− f(0, 0)

u
= lim
u→0

0

u
= 0,

uslov (1) svodi se na uslov

f(x, y) = o(
√

x2 + y2), kada (x, y)→ (0, 0). (2)

Dakle, treba proveriti da li va�i uslov (2), odnosno da li je lim
(x,y)→(0,0)

g(x, y) = 0, gde je

g(x, y) =
f(x, y)
√

x2 + y2
=

x4y2 − x2y4

(x4 + y4)
√

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0).

Kako je za (x, y) 6= (0, 0)

|g(x, y)| ≤ x4

x4 + y4
· y2
√

x2 + y2
+

y4

x4 + y4
· x2

√

x2 + y2

=
x4

x4 + y4
· |y|
√

x2 + y2
· |y|+ y4

x4 + y4
· |x|
√

x2 + y2
· |x|

=
x4

x4 + y4
·

√

y2

x2 + y2
· |y|+ y4

x4 + y4
·

√

x2

x2 + y2
· |x|

≤ |y|+ |x|

sledi da g(x, y)→ 0 kada (x, y)→ (0, 0).

Prema tome, funkcija f je diferencijabilna u taqki (0, 0).

Drugo rexe�e. Iz jednakosti

g(x, y) =
x4y2 − x2y4

(x4 + y4)
√

x2 + y2
=

x2y2

x4 + y4
· x2 − y2
√

x2 + y2

i nejednakosti 2x2y2 ≤ x4 + y4 sledi da je

|g(x, y)| ≤ 1

2
· |x

2 − y2|
√

x2 + y2
≤ 1

2
· x2 + y2
√

x2 + y2
=

1

2

√

x2 + y2.

1M. Stojanovi�, O. Mihi�, Matematika 2, FON, Beograd, 2013
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Prema tome, g(x, y)→ 0 kada (x, y)→ 0, pa je funkcija f diferencijabilna u taqki (0, 0).

Tre�e rexe�e. Ako je h(x, y) = max{|x|, |y|}, tada je

|g(x, y)| ≤ x4y2

(x4 + y4)
√

x2 + y2
+

x2y4

(x4 + y4)
√

x2 + y2
≤ (h(x, y))6

(h(x, y))5
+

(h(x, y))6

(h(x, y))5
= 2h(x, y).

Kako h(x, y) → 0 kada (x, y) → (0, 0), to i g(x, y) → 0 kada (x, y) → (0, 0), pa je funkcija f
diferencijabilna u taqki (0, 0).

Na slici 1 su dati grafici funkcija f i g u okolini taqke (0, 0).

Sl.1 Grafik funkcije f (levo) i grafik funkcije g (desno)

2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z zadate implicitno jednakox�u

z2 + xyz − xy2 − x3 = 0,

pri qemu je z 6= 0.

Rexe�e: Zadatak je isti kao zadatak 4.22 u zbirci2 Rexeni primeri sa ispita i kolokvijuma

i rexe�e se mo�e na�i u toj zbirci, pri qemu treba uzeti u obzir i ispravke 3 koje se
nalaze na adresi http://math.fon.rs/matematika-dva.

Ovde se daje rexe�e sa vixe deta	a. Setimo se, najpre, tvr�e�a o egzistenciji
implicitno definisane funkcije dve promen	ive (Teorema 2.8.11 u u
beniku).

Teorema. Neka je X ⊂ R3 otvoren skup i neka funkcija F : X → R ima slede�a svojstva:

1. F je neprekidna funkcija na X ,

2. postoji (x0, y0, z0) ∈ X za koju je F (x0, y0, z0) = 0,

3. F ′z je neprekidna funkcija na X ,

4. u taqki (x0, y0, z0) va�i F ′z(x0, y0, z0) 6= 0.

Tada postoji okolina U × V taqke (x0, y0, z0) i jednoznaqno odre�ena neprekidna funkcija f : U → V
takva da je f(x0, y0) = z0 i F (x, y, f(x, y)) = 0 za (x, y) ∈ U . Uz dodatni uslov, F ∈ C(1)(X), za
funkciju f va�i i f ∈ C(1)(U), pri qemu je f ′x = −F ′x/F ′z i f ′y = −F ′y/F ′z.

2D. �ori�, MATEMATIKA 2 - rexeni primeri sa ispita i kolokvijuma , FON,
2014.

3Jedna se odnosi na tekst zadatka (umesto x2 treba z2), a druga se odnosi na rexe�e (u
izrazima za z′x i z′y imesto xy treba xy + 2z).
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Za datu funkciju f iz zadatka imamo da je

F (x, y, z) = z2 + xyz − xy2 − x3.

Uslovi 1. i 3. iz prethodne teoreme su ispu�eni na R2, a uslove 2. i 4. �emo proveriti
u stacionarnim taqkama. Kako je

f ′x = −F ′x
F ′z

=
y2 + 3x2 − yz

2z + xy
, f ′y = −

F ′y
F ′z

=
2xy − xz

2z + xy
,

stacionarne taqke dobijamo iz jednakosti F = 0, F ′x = 0 i F ′y = 0. Iz F ′y = 0 sledi da je
x = 0 ili z = 2y. Za x = 0 je z = 0, pa nas taj sluqaj ne interesuje jer je u uslovu zadatka
z 6= 0. Inaqe, tada je i y = 0, pa u tom sluqaju uslov 4. ne bi bio ispu�en.

Dakle, ostaje z = 2y. Zamenom z sa 2y u jednakosti F ′x = 0 nalazimo da je y2 = 3x2. Sada
iz jednakosti F = 0, uzimaju�i u obzir da je z = 2y i y2 = 3x2, dobijamo da je x = −6. To
znaqi da imamo dve stacionarne taqke, A(−6, 6

√
3) i B(−6,−6

√
3), pri qemu je f(A) = 12

√
3

i f(B) = −12
√
3. Da li je funkcija f definisana u nekoj okolini taqke A i u nekoj

okolini taqke B? Odgovor �emo dobiti ako proverimo da li u taqkama (−6, 6
√
3, 12
√
3) i

(−6,−6
√
3,−12

√
3) va�e uslovi 2. i 4. iz navedene teoreme. Uslov 2. je svakako ispu�en

jer smo ga koristili za dobija�e taqaka A i B, a ispu�en je i uslov 4. jer je

F ′z(−6, 6
√
3, 12
√
3) = −12

√
3 6= 0, F ′z(−6,−6

√
3,−12

√
3) = 12

√
3 6= 0.

To znaqi da je, prema tvr�e�u Teoreme, funkcija f definisana u nekoj okolini taqke
A i u nekoj okolini taqke B, pa ima smisla proveriti da li je u tim taqkama lokalni
ekstremum funkcije f .

U stacionarnim taqkama va�i4

f ′′x2 = −
F ′′x2

F ′z
=

6x

2z + xy
, f ′′y2 = −

F ′′y2

F ′z
=

2x

2z + xy
, f ′′xy = −

F ′′xy
F ′z

=
z − 2y

2z + xy
= 0.

Za |dx|+ |dy| 6= 0 dobijamo da u taqkama A i B va�i

d2f(A) =
√
3dx2 +

1√
3
dy2 > 0, d2f(B) = −

√
3dx2 − 1√

3
dy2 < 0.

Prema tome, implicitno definisana funkcija f ima u taqki A lokalni mini-
mum, a u taqki B ima lokalni maksimum,

fmin = f(A) = 12
√
3, fmax = f(B) = −12

√
3.

3. Odrediti najve�u i najma�u vrednost funkcije (x, y) 7→ x2 + y2 − 2x na oblasti

D = {(x, y) : x ≥ y, y ≥ x− 2}.

Rexe�e: Oblast D je ograniqena parabolom x = y2 i pravom y = x− 2 (sl. 2), pri qemu
su �ihove preseqne taqke A(1,−1) i B(4, 2). Kako je

f(x, y) = (x− 1)2 + y2 − 1 ≥ −1,

najma�a vrednost funkcije f na R2 je −1 i posti�e se u taqki C(1, 0). Taqka C pripada
oblasti D, xto znaqi da je u �oj i najma�a vrednost funkcije f na oblasti D.

4Videti u
benik, str.100
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Sl.2 Oblast D

Grafik funkcije f je paraboloid (sl.3) qije je teme u taqki (1, 0,−1), xto znaqi da se
najve�a vrednost funkcije f na oblasti D dosti�e u taqki oblasti D koja je najuda	enija
od taqke C (projekcije temena paraboloida na ravan xOy). Sa slike 2 je oqigledno da je
to taqka B.

Prema tome,
min
D

f = f(C) = −1, max
D

f = f(B) = 12.

Sl.3 Grafik funkcije f (levo) i nivo linije funkcije f (desno)

Drugo rexe�e. U taqki C je najma�a vrednost funkcije f na D jer ta taqka pripada D
i u �oj je najma�a vrednost funkcije f na R2.

Kako za (x, y) ∈ D va�i

f(x, y) = x2 + y2 − 2x ≤ x2 + x− 2x = x2 − x = x(x− 1) ≤ 12

i kako je f(B) = 12, najve�a vrednost funkcije f na oblasti D je u taqki B.
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