
FUNKCIJE VIXE PROMENǈIVIH

Konveksnost i konkavnost funkcija vixe promenǉivih

Dragan �ori�

Za realne funkcije jedne realne promenǉive konveksnost i konkavnost funkcije
f : (a, b) → R definisali smo odnosom grafika funkcije f i tangenti na grafik u
taqkama x ∈ (a, b) [2]. Funkcija f je konveksna na (a, b) ako grafik funkcije nigde nije
ispod bilo koje tangente na grafik u intervalu (a, b).

Ovom uslovu ekvivalentan je odgovaraju�i odnos grafika funkcije i seqice na
svakom odseqku [x, y] za a < x < y < b. Funkcija je konveksna na (a, b) ako i samo ako
grafik te funkcije nigde nije iznad odseqka [x, y].

Ovi uslovi mogu da se uvedu i za funkcije vixe promenǉivih.

1 Definicija konveksne i konkavne funkcije

Neka je funkcija f : D → R definisana na konveksnom skupu D ⊂ Rn.

Definicija 1. Funkcija f je konveksna na skupu D ako za svako x, y ∈ D i svako λ ∈ [0, 1]
va�i

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y). (1)

Ako za x 6= y i λ ∈ (0, 1) u (1) va�i stroga nejednakost, funkcija f je strogo konvek-
sna na skupu D. Funkcija f je konkavna na (a, b) ako je funkcija −f konveksna na tom
intervalu.

Primer 1. Funkcija f : Rn → R definisana sa f(x) = |x− a|, gde je a neka taqka iz Rn

i gde je |x| norma vektora x ∈ Rn, je konvesna na Rn jer je

|λx+ (1− λ)y − a| = |λ(x− a) + (1− λ)(y − a)| ≤ λ|x− a|+ (1− λ)|y − a|

za svako x, y ∈ Rn i svako λ ∈ [0, 1].

2 Konveksnost diferencijabilne funkcije

Diferencijabilne funkcije imaju i druge karakterizacije koveksnosti i konkavnosti.
U daǉem tekstu za vektore a = (a1, a2, . . . , an) i b = (b1, b2, . . . , bn) iz Rn oznaka (a, b) se
koristi za skalarni proizvod definisan sa

(a, b) = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn.

Slede�a teorema daje potreban i dovoǉan uslov za konveksnost diferencijabilne
funkcije na Rn.

Teorema 1. Funkcija f : Rn → R je konveksna na Rn ako i samo ako je

f(y) ≥ f(x) + (∇f(x), y − x) (2)

za sve x, y ∈ Rn.
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Dokaz. [Potrebnost] Pretpostavimo da je funkcija f konveksna. Iz nejednakosti

f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y)

za λ ∈ (0, 1] sledi da je

f(x+ λ(y − x))− f(x)
λ

≤ f(y)− f(x). (3)

Za λ→ 0 na levoj strani prethodne nejednakosti imamo izvod funkcije f u taqki x u
pravcu vektora y − x. Kako za diferencijabilne funkcije izvod u pravcu datog vek-
tora v mo�e da se izrazi kao skalarni proizvod gradijenta funkcija u posmatranoj
taqki i datog vektora v (videti [1]), to iz (3) zakǉuqujemo da je

(∇f(x), y − x) ≤ f(y)− f(x).

Iz ove nejednakosti sledi nejednakost (2) koju je i trebalo dokazati.

[Dovo	nost] Pretpostavimo sada da va�i nejednakost (2). Iz te nejednakosti
imamo da je

f(z) ≥ f(x) + (∇f(x), z − x), f(w) ≥ f(x) + (∇f(x), w − x). (4)

Za x = (1− λ)z + λw va�i da je

z − x = λ(z − w), w − x = (1− λ)(w − z),

pa mno�eǌem prve nejednakosti u (4) sa 1− λ i druge sa λ, dobijamo da je

λf(w) + (1− λ)f(z) ≥f(x) + λ(∇f(x), (1− λ)(w − z)) + (1− λ)(∇f(x), λ(z − w))
=f(x)

=f(λw + (1− λ)z).

Kako su z i w proizvoǉne taqke iz Rn, funkcija f je konveksna u Rn. �
Iz ove teoreme sledi da je funkcija f konkavna na Rn ako i samo ako je

f(y) ≤ f(x) + (∇f(x), y − x) (5)

Na isti naqin se dokazuje da je funkcija f strogo konveksna ako i samo ako u (2)
va�i stroga nejednakost za x 6= y, odnosno da je f konkavna ako u (5) va�i stroga
nejednakost za x 6= y.

U sluqaju konveksnih i konkavnih funkcija potreban uslov prvog reda za lokalni
ekstremum postaje i dovoǉan uslov.

Teorema 2. Ako je funkcija f : Rn → R diferencijabilna i konveksna na Rn, tada ona
u taqki a ∈ Rn ima globalni minimum ako i samo ako je df(A) = 0.

Dokaz. [Potrebnost] Pretpostavimo da funkcija f ima u taqki a globalni mi-
nimum. Kako je funkcija diferencijabilna, prema Fermaovoj teoremi imamo da je
df(a) = 0.

[Dovo	nost] Pretpostavimo da je df(a) = 0. Na osnovu Teoreme 1 imamo da je

f(x) ≥ f(a) + (∇f(a), x− a) = f(a)

za svako x ∈ Rn. Prema tome, funkcija f u taqki a ima globalni minimum. �
Ako je f konkavna funkcija na Rn, tada primenom prethodne teoreme na funkciju

−f dobijamo da va�i i slede�e tvr�eǌe.

Teorema 3. Ako je funkcija f : Rn → R diferencijabilna i konkavna na Rn, tada ona u
taqki a ∈ Rn ima globalni maksimum ako i samo ako je df(A) = 0.
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3 Konveksnost dva puta diferencijabilne funkcije

Za funkcije jedne promenǉive konveksnost i konkavnost odre�uju izvodi drugog reda.
Kod funkcija vixe promenǉivih ulogu izvoda drugog reda imaju diferencijali dru-
gog reda.

Pretpostavimo sada da je funkcija f : Rn → R dva puta diferencijabilna na Rn.
Tada je konveksnost i konkavnost odre�ena diferencijalom drugog reda, odnosno
Heseovom matricom.

Teorema 4. Dva puta diferencijabilna funkcija f : Rn → R je konveksna ako i samo
ako je d2f(x) ≥ 0 za svako x ∈ Rn.

Dokaz. [Potrebnost] Pretpostavimo da je funkcija f konveksna na Rn i da je x ∈ Rn.
Funkcija g : Rn → R definisana sa

g(y) = f(y)− (∇f(x), y − x)

je tako�e konveksna jer je y 7→ (∇f(x), y − x) konveksna funkcija. Pored toga, za
funkciju g za svako y ∈ Rn va�e i jednakosti

∇g(y) = ∇f(y)−∇f(x), Hg(y) = Hf (y), (6)

gde su Hg(y) i Hf (y) Heseove matrice funkcija g i f u taqki y.

Kako iz prve jednakosti u (6) sledi da je ∇g(x) = 0, prema Teoremi 2 u taqki x
je globalni minimum funkcije g. Iz potrebnog uslova drugog reda (videti prilog
[3]) imamo da je d2g(x) ≥ 0. Sada iz druge jednakosti u (6) sledi da je d2f(x) = 0.

[Dovo	nost Pretpostavimo da je d2f(x) ≥ 0 za svako x ∈ Rn. Za x, y ∈ Rn iz
Tejlorove formule imamo da je

f(y) = f(x) + df(x) +
1

2
d2f(x+ t(y − x)) ≥ f(x) + df(x) = f(x) + (∇f(x), y − x)

za neko t ∈ [0, 1]. Prema Teoremi 1 to znaqi da je funkcija f konveksna �.
Iz ove teoreme i Silvesterovog kriterijuma sledi da je dva puta diferencija-

bilna funkcija f : Rn → R konveksna ako i samo ako je Hesijan Hf (x) za svako x ∈ Rn

nenegativno definitna matrica.
Xto se tiqe stroge konveksnosti, ona sledi iz pretpostavke da je d2f pozitivno

definitna forma u svakoj taqki, odnosno da je Hesijan Hf pozitivno definitna
matrica u svakoj taqki. Me�utim, kao i kod funkcija jedne promenǉive, obratno ne
va�i. Na primer, funkcija f : (x, y) 7→ x4 + y4 je strogo konveksna na R2, a d2f(x, y)
nije pozitivno definitna forma jer je d2f(0, 0) = 0.

Za konkavne funkcije vixe promenǉivih va�i analogno tvr�eǌe i odgovaraju�i
komentari.

Teorema 5. Dva puta diferencijabilna funkcija f : Rn → R je konkavna ako i samo ako
je d2f(x) ≤ 0 za svako x ∈ Rn.

Navedena tvr�eǌa su formulsana za funkcije koje su definisane i ispuǌavaju
odre�ene uslove na Rn, a sliqno va�i i za funkcije koje su definisane na nekom
konveksnom podskupu od Rn.

Zadaci

1. Dokazati da je zbir dve konveksne funkcije f, g : Rn → R tako�e konveksna
funkcija.

2. Dokazati da je prozvod konveksne funkcije f : Rn → R i realnpg broja c ≥ 0
tako�e konveksna funkcija.
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3. Dokazati da je za koveksne funkcije f, g : Rn → R funkcija h : (x, y) 7→ max{f(x), g(x)}
tako�e konveksna.

4. Neka je funkcija f konveksna i nenegativna na skupu X ⊂ R2. Dokazati da je i
funkcija f2 tako�e konveksna na skupu X.

5. Neka je funkcija f konveksna na Rn i neka je a, b ∈ Rn, Dokazati da je funkcija
G : R→ R definisana sa g(t) = f(a+ tb) konveksna na R.

6. Neka je f konveksna funkcija na skupu X ⊂ Rn. Dokazati da za funkciju f va�i
Jensenova nejednakost

f

(
n∑

i=1

λixi

)
≤

n∑
i=1

λif(xi),

gde je x1, x2, . . . , xn ∈ X i gde su λ1, λ2, . . . , λn nenegativni realni brojevi, takvi da je
λ1 + λ2 + · · ·+ λn = 1.

U slede�im zadacima ispitati konveksnost date funkcije f na skupu R2.

7. f(x, y) = (x2 − y)2.

8. f(x, y) = e2x+y.

9. f(x, y) = xe−x−y.

10. f(x, y) =
√

1 + x2 + y2.

U slede�im zadacima ispitati konveksnost date funkcije f na skupu R3.

11. f(x, y, z) = x2 + y2 +
1

2
z2 + xy − z + 10.

12. f(x, y, z) = −x2 − y2 − 2z2 + xy + xz + yz + 5y.

13. f(x, y, z) = 5x4 + y6 + z3 − 13x+ 7y − 8.
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