¢YHKIMJE BUIIE ITPOMEHJ/bUBUMX

KouBekCcHOCT M KOHKABHOCT (YHKIMja BUIIE TPOMEHJLUBUX

Ilparan bHopuh

3a peanHe QyHKUUje jelHe peasHe IPOMEH/LUBE KOHBEKCHOCT M KOHKABHOCT (YHKIU]je
f : (a,b) - R medumuumcamm cmo omuocoMm rpaduka ¢yHEuuje f M TAHIEHTU HA TPAGUK Y
raukama = € (a,b) [2]. Pyurumja f je konsexcra ua (a,b) ako rpaduk QyHKIUje HATIE HUje
rcnoJ 6UI0 KOje TaHreHTe Ha rpaduk y nHTEepBady (a,b).

OBOM yCJIOBY eKBUBaJIeHTaH je omrosapajyhm omuoc rpadura (GpyHKIUje U cedynie Ha
CBAKOM OJCeUKy [z,y] 3a a < x < y < b. ®PyHruuja je kousekcHa Ha (a,b) ako u caMo ako
rpa¢uk Te QyHKIUje HUTJEC HUje U3HAL OLCEUKa [T, Y.

OBu ycmoBu MOry Oa ce yBeny W 3a (yHKIUje BUIIE TPOMEH/LUBUX.

1 JledpmHUNMMja KOHBEKCHE M KOHKaBHE (QYHKIIUje

Hexra je ¢pyurmuja f: D — R gedunucana ma xkoHBekcHOM ckyny D C R”.

Hedbuaunuja 1. Pynkyuja f je xonsexcna na ckyny D axo 3a ceaxo x,y € D u caaxo X € [0, 1]
8aMCU

fAz 4+ (1= Ny) <Af(z)+ (1= A)f(y) (1)

Ako sa x #y u X € (0,1) y (1) samcu cmpoza wejednakrocm, gynkuuja f je CTPOro KOHBEK-
cua Ha ckyny D. Pynkuyuja f je xomxaena na (a,b) axo je gynruyuja —f xomeexcrna na mom
UHMEPEANY.

IIpumep 1. Pynryuja f : R™ — R degunucana ca f(z) = |z — al, 2de je a nexa mauxa uz R"
u 20¢e je |x| nopma eexmopa x € R™, je xoneecna na R™ jep je

Az + (1 =Ny —a|l =AMz —a)+ (1 =Ny —a) <Az—a+ 1=y —d

3a cearo x,y € R" u cearo X € [0,1].

2 KosBekcHOCT mudepeHnUjaduIHe QyHKIVje

Hudpepennnjadbuine pyHKINUje NMajy U Ipyre KapaKTepu3alrje KOBEKCHOCTU 1 KOHKaBHOCTU.
Y majeM TEKCTy 3a BekTope a = (aj,ag,...,a,) u b= (by,be,...,b,) u3 R o3naka (a,b) ce
KOPHUCTU 38 CKAAGPHU NPOou3e00 NePUHUCAH Ca

(a,b) = a1by + agby + - - - + anby,.

Crneneha Teopema maje morpeban m TOBOJHAH YCIOB 38 KOHBEKCHOCT AU(EPEHIN]abmTHe
¢yurnuje Ha R”.

Teopema 1. Pynxuuja f : R™ — R je xonsexcrna na R™ axo u camo axo je
fy) = f(2) + (Vf(z),y —x) (2)

3a cee x,y € R™.



Jokas. [Morpebroct| [Ipernocrasumo na je ¢pyuruumja f kouBekcHa. V3 HejennakocTu
S =Nz +y) < (1 =A)f(z) +Mf(y)
3a A € (0,1] cnenn na je

flx+ My ;\iﬁ)) — f(z) < f(y) — f(=). (3)

3a A — 0 Ha 1eBOj cTpaHM IPETXOAHE HEjeTHAKOCTUA MMaMO M3BOA (yHKUUje f v Tauku x y
npaBiy BekTopa y — x. Kako 3a mudepennujabusine ¢yHKIMje U3BOL y NPABIy NATOT BEK-
TOpa v MOXe Jla Ce M3pa3’ Kao CKaJJapHU NIPOM3BOJ I'paaujeHTa PYHKINja y TOCMATPAaHO]
TaykKM U AaTOr BekTopa v (Bumeru [1]), To u3 (3) 3akmyuyjemo ma je

(Vf(@),y —x) < fly) — f(x).
W3 oBe HejequakocTu cieau HejeHAKOCT (2) KOjy je m Tpebasio mOKa3aTw.

[JosomrocT| IIpermocraBumo cama ma Basku HejemuakocT (2). W3 e HejemHakocTm
nMaMo 1a je

f(2) = fla) + (Vf(x),z =),  f(w) > f(z)+ (Vf(2),w—2) (4)
Ba = (1 — \)z + A\w Bawu 1a je
sz =Az—w), w—=z=(1-N\(w-2),
Ia MHOKEE.eM IpBe Hejenmarocts y (4) ca 1 — A u mpyre ca A, mobujamo na je

Af(w) + (1 =A)f(2) 2f(2) + AV f(2), (1 = A)(w = 2)) + (1 = A)(Vf(z), Az —w))
=f(z)
=f(Aw + (1 = X)z).

Kako cy z u w npousBossre Tauke n3 R", ¢pynrnuja f je xouBercua y R™. B
W3 oBe teopeme caenn ma je ¢pyurmuja f romkaBua Ha R” ako m camo ako je

fly) < fl@) + (Vf(x),y — ) (5)

Ha wcty mauns ce mokasyje na je ¢yHkmuja f CTPOro KOHBEKCHA aKO M caMo ako y (2)
BasKU CTPOra HEJeIHAKOCT 3a & # Y, ONHOCHO na je [ KoHkaBHA ako y (5) Bamku crpora
HejeIHaKOCT 3a T 7 .

Y ciydajy KOHBEKCHUX U KOHKABHUX (YHKIMja MOTPeOaH YCJIOB IPBOT Pela 3a JIOKAJIHUI
eKCTPEMYM IIOCTAaje U JOBOJLAH yCJIIOB.

Teopema 2. Axo je pynwyuja f : R™ — R dupepenyujabuana u xoneexcrna na R™, mada ona
y mavwky a € R™ uma enobasnu munumym axo u camo axo je df(A) = 0.

Jloxas. [Morpebuoct| IIpernocraBumo na ¢yHrmumja f mMa y Tavyku a TI0OANHUA MU-
HuMyM. Kako je ¢yHrnmja mudepennujadbunna, npema PepmMaoBoj TeopeMu MMaMo Ia je
df(a) = 0.

[BosomroctT| IIpermocrasumo na je df(a) = 0. Ha ocmoBy Teopeme 1 mmamo na je

f(z) = fla) + (Vf(a),x —a) = f(a)

3a cBako x € R". Tlpema tome, dyurrmuja f y Tauku a uma riaobamau muanmyM. B
Ako je f komraBHa ¢yHEIUMja Ha R", Taga NIpuMEHOM IPETXOHE TeOpeMe Ha (YHKIU]Y
—f mobujamo nma Bazku u caenehe Tepbheme.

Teopema 3. Axo je gynruuja f: R" = R dudepenyujoburna u xonxasrna na R"™, mada ona y
mauky a € R™ uma zaobasnu maxcumym axo u camo axo je df (A) = 0.



3 KonBekcHocT nBa myrta mudepeHnujadmiiHe QyHKIuje

3a ¢pyHKIUje jeaHe MPOMEHbUBE KOHBEKCHOCT M KOHKABHOCT onpebyjy u3Boau apyror pena.
Kon ¢ysrmnmja Bume npoMeHBUBUX YIOTY U3BOJA APYTOr pena uMajy audepeHnrjatu apy-
ror peja.

IIpernocraBumo cana na je ¢dyurmumja f: R™ — R nBa nmyra mudepenmnujadbunna na R"™.
Tana je KOHBEKCHOCT M KOHKABHOCT onapebhenHa mupepeHNmjaaoM IPYyror pena, OAHOCHO
XeceoBOM MaTPUIIOM.

Teopema 4. /lsa nyma dufepernyujabusna pynxuyujae f : R™ — R je xoneexcrna axo u camo
axo je d*f(x) > 0 3a ceaxo v € R™.

[okas. [Morpebroct| [IpernocraBumo na je pyuruuja f kouBekcHa Ha R™ u na je x € R™.
Pyurmuja g : R™ -+ R nedunucana ca

9(y) = fly) — (Vf(z),y —z)

je Takobe romBekcuHa jep je y — (Vf(x),y — z) rouBekcHa ¢yuruuja. I[lopen Tora, 3a
¢yHEIUjY g 3a cBako y € R™ Baske m jegHAKOCTH

Vg(y) =V f(y) = Vf(z), Hy(y) = H(y), (6)

rae cy Hy(y) uw Hy(y) XeceoBe marpune ¢pyHEIMja g u f y Tadkd y.

Kako u3 npse jemnaroctu y (6) caemu na je Vg(x) = 0, nupema Teopemu 2 y tauku x
je rnmobanuu MuHUMYM (yHKIUje g. V3 morpeGHOr yciaoBa ApYror pena (BUAETU ITPUIIOT
[3]) mmamo ma je dg(x) > 0. Cana u3 apyre jemmakoctu y (6) caemm ma je d?f(z) = 0.

[HoBommocT IlpermocraBumo ma je d2f(x) > 0 3a cako x € R®. 3a z,y € R" u3
Tejmopose popmyie mmamo na je

fly) = f(z) +df (z) + %de(Ht(y —x)) = f(z) +df(x) = f(z) + (Vf(2),y — )

3a Heko t € [0,1]. IIpema Teopemu 1 1o 3Haun na je ¢pyurnmja f kousercua M.

W3 oe Teopeme m CuiBecTepoOBOr KPUTEPUjyMa CIEAN 13 je OBa IMyTa MudepeHin)a-
onnaa gpysrmmja f : R" — R konBekcHa axo u camo ako je Xecujan Hy(x) 3a cBako x € R"
HEHEraTWBHO Ne(OUHUTHA MaTPHULA.

[IITo ce TYe CTPOre KOHBEKCHOCTU, OHA CJICIU U3 IPETIOCTABKE Aa je df MO3UTUBHO
ne¢uHUTHA (OopMa y CBaKOj Tauyku, OMHOCHO mHa je Xecujan Hjy MO3UTUBHO NeOUHUTHA
MaTpuna y cBakoj tauku. Mebhyrtum, kao u kon GyHKIUja jeqHe TPOMEHBUBE, OOPATHO HE
Bazku. Ha mpumep, dyurmaja f : (x,y) — z* +y* je crporo womsekcua ma R2, a d?f(x,y)
HUje TO3UTUBHO meduHUTHA dopMma jep je df(0,0) = 0.

3a KOHKaBHE (YHKIMje BUIIE TPOMEHPUBUX BAKU aHAJOTHO TBpDHeme u omarosapajyhnu
KOMEHTaPU.

Teopema 5. /Jsa nyma dupepenyujabuana gynryuja f: R™ = R je xonxasna axo v camo axo
je d*f(z) <0 3a ceaxo z € R™.

Hasenena tBpbema cy dopmyrncana 3a (QyHEKUUje KOje Cy AePUHUCAHE U UCIYHABAjy
onpebene yciaose Ha R", a camyno Baku W 3a (yHKUUje Koje Cy medUHMCAHE HA HEKOM
KOHBEKCHOM moAckyny on R™.

3anamnm

1. Jlorkazatu gma je 30up mBe komBekcHe ¢yuruumje f,g : R” — R takobe romBercuHa
¢yHKITjA.

2. orazaru ma je mpo3son kouBekcHe ¢yurnuje f : R” — R wm peannnr 6poja ¢ > 0
Takobhe KOHBEKCHa (yHKIW]a.



3. Hokasatu na je 3a koBekcHe Gpyuruuje f,g: R” — R ¢pyurmuja b : (x,y) — max{f(z),g(x)}
Tarkohe KOHBEKCHA.

4. Hexa je ¢ymEnmja f KOHBEKCHA 1 HeHeraTwsHa Ha ckymy X C R2. JlokazaTu ma je u
¢yrrnuja f? rakobe xoHBekcHa Ha ckymy X.

5. Hera je ¢pymrnmja f romBekcHa ma R"™ u meka je a,b € R, llorazatu nma je ¢pyHkumja
G :R — R pepunucana ca g(t) = f(a + tb) rouBercua Ha R.

6. Hera je f romBekcua ¢ymrnmja Ha ckymy X C R". Ilorkazaru ma 3a ¢yuruumjy [ Bakm

Jencenosa nejednarocm
f (Z )\z‘ﬂfi) <> Nif (),
i=1 i=1

rme je x1,x2,...,Ly € X M rme cy A, Ag,...,\, HEHETaTUBHU peaJiHu OpOjeBU, TAKBU Oa je
A Azt Ay = L

Y cnemehmMm 3anmamyMa UCIUTATU KOHBEKCHOCT maTe GYHKIMje [ HA CKymy R2.
7. f(2.y) = (2° — ).
8. f(x,y) =™tV
9. f(z,y) =ze *7Y.

10. f(z,y) = V14 22+ 2.

Y cnenehum 3amanuMa MCHMTATH KOHBEKCHOCT aaTe (yHknumje f Ha ckymy R>.

1
11. f(z,y,z) :$2+y2+522+xy—z+10.

12, f(z,y,2) = —a? —y? — 2% 4 ay + 2z 4 yz + by

13. f(z,y,2) = 5at + 9%+ 23 — 132+ 7y — 8.
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