
FUNKCIJE VIXE PROMENǈIVIH

Potrebni uslovi za lokalni ekstremum

Dragan �ori�

U u
beniku [1] data je teorema o potrebnim uslovima za lokalni ekstremum
funkcije f : D → R (D ⊂ Rn) u taqki a ∈ int(D) (Teorema 4.2.5). Prema toj teo-
remi, u taqki lokalnog ekstremuma svi parcijalni izvodi koji postoje u toj taqki
moraju biti jednaki nuli. Ukoliko je funkcija diferencijabilna u taqki lokalnog
ekstremuma, onda je ǌen diferencijal prvog reda u toj taqki jednak nuli.

Navedeni neophodan ili potreban uslov za lokalni ekstremum je uslov prvog
reda. Ovde se daje jox jedno tvr�eǌe koje predstavǉa neophodan uslov drugog reda
za lokalni ekstremum funkcije vixe promenǉivih.

1 Pomo�no tvr�eǌe

Pre najavǉenog tvr�eǌa daje se, kao pomo�no tvr�eǌe, odgovaraju�i neophodan
uslov drugog reda za lokalni ekstremum funkcije jedne promenǉive.

Teorema 1. Neka funkcija ϕ jedne promenǉive ima u taqki x = 0 izvode prvog i drugog
reda. Ako je u taqki x = 0 lokalni minimum funkcije ϕ, tada je ϕ′′(0) ≥ 0, a ako je u
toj taqki lokalni maksimum, tada je ϕ′′(0) ≤ 0.

Dokaz. Neka funkcija φ u taqki x = 0 ima lokalni minimum. To znaqi da postoji
ε > 0 tako da za svako x ∈ (−ε, ε) va�i ϕ(x) ≥ ϕ(0). Na osnovu neophodnog uslova
prvog reda za lokalni ekstremum funkcije jedne promenǉive (Fermaova teorema [2])
sledi da je ϕ′(0) = 0.

Primenom Tejlorove formule sa ostatkom u Peanovom obliku imamo da za x→ 0
va�i

0 ≤ ϕ(x)− ϕ(0) = ϕ′(0)x+
1

2
ϕ′′(0)x2 + o(x2) =

x2

2

(
ϕ′′(0) + o(1)

)
.

Prema tome, za x→ 0 je ϕ′′(0) + o(1) ≥ 0, odakle sledi da je ϕ′′(0) ≥ 0.

Na isti naqin se tvr�eǌe dokazuje i u sluqaju da je u taqki x = 0 lokalni
maksimum funkcije ϕ. �

Potreban uslov drugog reda za funkcije jedne promenǉive nije i dovoǉan uslov
za lokalni ekstremum. Na primer, funkcija f : x 7→ x3 u taqki x = 0 nema lokalni
ekstremum iako je ϕ′′(0) = 0.

2 Neophodan uslov drugog reda za lokalni ekstremum

Analogno tvr�eǌe va�i i za funkcije vixe promenǉivih.
Neka funkcija f : D → R (D ⊂ R2) ima u taqki a ∈ int(D) lokalni ekstremum i

neka ima neprekidne parcijalne izvode prvog i drugog reda u okolini taqke a.

Teorema 2. Ako je u taqki a lokalni minimum funkcije f , tada je d2f(a) ≥ 0, a ako je
u toj taqki lokalni maksimum, tada je d2f(a) ≤ 0.

Dokaz. Pretpostavimo da funkcija f u taqki a ima lokalni minimum. Tada
postoji ε okolina U taqke a za koju va�i f(x) ≥ f(a) za svako x ∈ U . Za dato ∆x i
svako t ∈ (−ε/|∆x|, ε/|∆x|) imamo da taqka a+ t∆x pripada okolini U .
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Definiximo sada pomo�nu funkciju ϕ : (−ε1, ε1)→ R sa

ϕ(t) = f(a+ t∆x)− f(a),

gde je ε1 = ε/|∆x|. Funkcija ϕ je, dakle, definisana u okolini taqke t = 0 i u toj
taqki ima lokalni minimum jer je f(a+ t∆x) ≥ f(a). Prema Teoremi 1, to znaqi da
je ϕ′′(0) ≥ 0.

Kako je1

ϕ′′(0) =

n∑
i=1

n∑
j=1

f ′′xixj
(a)dxidxj = d2f(a),

sledi da je d2f(a) ≥ 0.

Na isti naqin se tvr�eǌe dokazuje i u sluqaju da je u taqki a lokalni maksimum
funkcije ϕ. �

Kao i u sluqaju funkcije jedne promenǉive, navedeni potrebni uslovi nisu i
dovoǉni za lokalni ekstremum funkcije vixe promenǉivih. Na primer, za funkciju
f : (x, y) 7→ x3+y3 va�i df(0, 0) = d2f(0, 0) = 0, a u taqki (0, 0) funkcija f nema lokalni
ekstremum.

Prema tome, za dva puta neprekidno diferencijabilnu funkciju f u okolini taqke
a va�i:

1. df(a) = 0 i d2f(a) ≥ 0 ukoliko funkcija f ima lokalni minimum u taqki a,

2. df(a) = 0 i d2f(a) ≤ 0 ukoliko funkcija f ima lokalni maksimum u taqki a.

Ako su u ovim nejednakostima za d2f(a) stroge nejednakosti, onda su to i dovoǉni
uslovi lokalnog ekstremuma u stacionarnoj taqki a.

Iz Teoreme 2 lako se dobija odgovor i u sluqaju kada d2f(a) meǌa znak.

Teorema 3. Ako d2f(a) meǌa znak u stacionarnoj taqki a, tada funkcija f u toj taqki
nema lokalni ekstremum.

Dokaz. Kako u taqki a nisu ispuǌeni potrebni uslovi (ni 1., ni 2.), funkcija f
u taqki a nema lokalni ekstremum.
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1Ova jednakost se dokazuje u teoremi o Tejlorovoj formuli za funkcije vixe promenǉivih
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