
USLOVNI EKSTREMUMI FUNKCIJE TRI
PROMENǈIVE

Rexeni primeri i zadaci za ve�bu

Dragan �ori�

Funkcije tri promenǉive - jedan uslov

Za funkciju f : D → R, gde je D ⊂ R3 otvoren skup, i za dati uslov ϕ(x, y, z) = 0
Lagran�ova funkcija je

F (x, y, z) = f(x, y, z) + λϕ(x, y, z).

Stacionarne taqke funkcije f pri uslovu ϕ(x, y, z) = 0 i parametar λ dobijaju se
rexavaǌem sistema

F ′
x(x, y, z) = 0, F ′

y(x, y, z) = 0, F ′
z(x, y, z) = 0, ϕ(x, y, z) = 0.

Za ispitivaǌe da li je u stacionarnoj taqki lokalni uslovni ekstremum ispituje
se znak diferencijala

d2F (x, y, z) = F ′′
x2dx

2 + F ′′
y2dy

2 + F ′′
z2dz

2 + 2F ′′
xydxdy + 2F ′′

xzdxdz + 2F ′′
yzdydz

pri datom uslovu ϕ(x, y, z) = 0. Na primer, ako u stacionarnoj taqki A(x0, y0, z0)
va�i ϕ′

x(A) 6= 0, tada iz jednakosti

ϕ′
x(A)dx+ ϕ′

y(A)dy + ϕ′
z(A)dz = 0

imamo da je dx = αdy+βdz, pa zamenom u d2F dobijamo kvadratnu formu Φ promenǉivih
dy i dz

d2F (A)|ϕ=0 = Φ(dy, dz) = ady2 + 2bdydz + cdz2.

Ako je kvadratna forma Φ pozitivno (negativno) definitna, u taqki A je uslovni
lokalni minimum (maksimum), a ako Φ meǌa znak, u taqki A nije uslovni lokalni
ekstremum.

Rexeni primeri

Odrediti lokalne ekstremume funkcije f pri datom uslovu (ako postoje).

1. f(x, y, z) = x+ 2y − z, pri uslovu x2 + y2 + z2 = 6

Zadatak je rexen u [2].

2. f(x, y, z) = x− 3y + 5z pri uslovu x2 + 9y2 + 25z2 = 12.

Zadatak je rexen u [3].
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3. f(x, y, z) = 2x+ 2y + 3z, pri uslovu xy + yz + zx =
15

4

Zadatak je rexen u [2].

4. f(x, y, z) = x+ 2y − 3z, pri uslovu x2 + 4y2 + 9z2 = 3.

Zadatak je rexen u [2].

5. f(x, y, z) = x+ y + z, pri uslovu x2 + yz = 5.

Zadatak je rexen u [2].

6. f(x, y, z) = x+ 2y + 3z, pri uslovu x2 + 2y2 + 3z2 = 24.

Zadatak je rexen u [2].

7. f(x, y, z) = 2x+ y − 2z, pri uslovu x2 + y2 + z2 = 9.

Zadatak je rexen u [2].

8. f(x, y, z) = x+ 2y + 3z, pri uslovu x2 + 2y2 + 3z2 = 6.

Zadatak je rexen u [2].

9. f(x, y, z) = x− 2y + 3z, pri uslovu x2 + y2 + z2 = 1.

Zadatak je rexen u [2].

10. f(x, y, z) = x+ 2y − 2z, pri uslovu x2 + y2 + z2 =
9

4
.

Zadatak je rexen u [2].

11. f(x, y, z) = x− y + 2z pri uslovu x2 + y2 + 2z2 = 2.

Zadatak je rexen u [6].

12. f(x, y, z) = 2x+ y − 2z pri uslovu x2 + y2 + z2 = 36.

Zadatak je rexen u [6].

13. f(x, y, z) = x+ y + z pri uslovu
1

x
+

1

y
+

1

z
= 1.

Zadatak je rexen u [1].

14. f(x, y, z) = x+ y − z pri uslovu x2 + y2 + z2 = 1.

Zadatak je rexen u [3].

15. f(x, y, z) = x+ y2 + z, pri uslovu
x2

16
+
y2

9
+
z2

4
=

5

4
.

Zadatak je rexen u [2].

16. f(x, y, z) = x+ 2y − 2z2, pri uslovu x2 + y2 + z2 = 5.

Zadatak je rexen u [2].

17. f(x, y, z) = x2 + yz, pri uslovu x2 − y − z2 + 3 = 0.

Zadatak je rexen u [2].

18. f(x, y, z) = 5x2 + 2y2 + z2, pri uslovu x− 2y + z + 4 = 0.
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Zadatak je rexen u [2].

19. f(x, y, z) = x2 + 2y2 + 3z2, pri uslovu x+ y + z = 1.

Zadatak je rexen u [2].

20. f(x, y, z) = x2 + y + z2, pri uslovu x3 + y3 + 8 = 0.

Zadatak je rexen u [2].

21. f(x, y, z) = 3x2 + y2 + z2 − 2xy + yz2, pri uslovu y + z2 = 3.

Zadatak je rexen u [2].

22. f(x, y, z) = 2x2 + y2 + xz + yz + z, pri uslovu x+ y + z = 3.

Zadatak je rexen u [2].

23. f(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz, pri uslovu xyz = 4, x, y, z > 0.

Zadatak je rexen u [2].

24. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2, pri uslovu
1

x
+

1

y
+

1

z
= 3.

Zadatak je rexen u [2].

25. f(x, y, z) = 3x2 + 3y2 + z2 pri uslovu x+ y + z = 1.

Zadatak je rexen u [6].

26. f(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz pri uslovu xyz = 4.

Zadatak je rexen u [6].

27. f(x, y, z) = x2 + 2y2 + z2, pri uslovu x+ y − z + 5 = 0.

Zadatak je rexen u [2].

28. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2, pri uslovu
x2

16
+
y2

9
+
z2

4
= 1.

Zadatak je rexen u [2].

29. f(x, y, z) = x3 + y3 + z3, pri uslovu
1

x
+

1

y
+

1

z
= 1.

Zadatak je rexen u [2].

30. f(x, y, z) = xyz pri uslovu x2 + y2 + z2 = 3.

Zadatak je rexen u [2].

31. f(x, y, z) = xy2z3 pri uslovu x+ 2y + 3z = 12, x, y, z > 0.

Zadatak je rexen u [6].

32. f(x, y, z) = xy2z3 pri uslovu x+ y + z = 6, x, y, z 6= 0.

Zadatak je rexen u [3].

33. f(x, y, z) = x2y3z4 (za x > 0, y > 0, z > 0), pri uslovu 2x+ 3y + 4z = a.

Zadatak je rexen u [2].
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34. f(x, y, z) =
1

x
+

1

y
+

1

z
, pri uslovu

1

x2
+

1

y2
+

1

z2
=

3

4
.

Zadatak je rexen u [2].

35. f(x, y, z) =
1

x
+

1

y
− 1

z
, pri uslovu

1

x2
+

1

4y2
+

1

4z2
=

9

4
.

Zadatak je rexen u [2].

36. f(x, y, z) =
1

x
+

1

y
− 1

z
+ x+ y − z, pri uslovu xyz = 8.

Zadatak je rexen u [2].

37. f(x, y, z) = (x2 + y + z2)ey/2, pri uslovu x+ y + z = 2.

Zadatak je rexen u [2].

38. f(x, y, z) = exyz (za x, y, z > 0), pri uslovu x+ y + z = 3.

Zadatak je rexen u [2].

39. f(x, y, z) = (x2 + y2 + z)ez/2, pri uslovu x+ y + z = −10.

Zadatak je rexen u [2].

40. f(x, y, z) = ln(x3y2z) pri uslovu 3x− 2y + z = 6.

Zadatak je rexen u [3].

41. f(x, y, z) = sinx sin y sin z (za x, y, z > 0), pri uslovu x+ y + z =
π

2
.

Zadatak je rexen u [2].

42. f(x, y, z) = sinx sin y sin z pri uslovu x+ y + z = π/2, x, y, z > 0.

Zadatak je rexen u [6].

43. f(x, y, z) = cosx cos y cos z pri uslovu x+ y + z = π.

Zadatak je rexen u [6].

Zadaci za samostalan rad

44. f(x, y, z) = x+ y + z pri uslovu xyz = 1.

45. f(x, y, z) = x+ y − z pri uslovu x2 + y2 + z2 = 3.

46. f(x, y, z) = x− 2y + 2z pri uslovu x2 + y2 + z2 = 1.

47. f(x, y, z) = x+ 2y + z pri uslovu 2x2 + y2 − z2 = 2.

48. f(x, y, z) = x+ 2y + 3z pri uslovu x2 + y2 + z2 =
7

2
.

49. f(x, y, z) = 3x+ 2y + z pri uslovu 3x2 + 2y2 + z2 = 24.

50. f(x, y, z) = x− 2y + 4z pri uslovu 3x2 + 2y2 + z2 = 165.

51. f(x, y, z) = x+ y + 2z pri uslovu x2 + y2 + z2 = 3.
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52. f(x, y, z) = 8x− 4z pri uslovu x2 + 10y2 + z2 = 5.

53. f(x, y, z) = 2x+ 6y + 10z pri uslovu x2 + y2 + z2 = 35.

54. f(x, y, z) = x− 2y + 2z pri uslovu x2 + y2 + z2 = 9.

55. f(x, y, z) = 2x+ y − z pri uslovu x2 + 3y2 + z2 = 2.

56. f(x, y, z) = x− y + 2z pri uslovu x2 + y2 + 2z2 = 2.

57. f(x, y, z) = x+ 2y + z pri uslovu 2x2 + y2 − z2 = 2.

58. f(x, y, z) = ax+ by + cz pri uslovu x2 + y2 + z2 = r2.

59. f(x, y, z) = z2 pri uslovu x2 + y2 − z = 0.

60. f(x, y, z) = x2 − y2 pri uslovu x2 + 2y2 + 3z2 = 1.

61. f(x, y, z) = x2 + 2y2 + 4z2 pri uslovu x+ y + z = 4.

62. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 pri uslovu x+ 2y + 3z = 14.

63. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 pri uslovu (x+ y)2 + z − 1 = 0.

64. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 pri uslovu x4 + y4 + z4 = 3.

65. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 pri uslovu ax+ by + cz + d = 0.

66. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 pri uslovu 4x2 + y2 + z2 − 8x− 4y + 4 = 0.

67. f(x, y, z) = x2 + x+ 2y2 + 3z2 pri uslovy x2 + y2 + z2 = 1.

68. f(x, y, z) =
1

2
(x2 + y2 + z2) pri uslovu z − xy = 5.

69. f(x, y, z) = 2x2 + 5y2 + 11z2 + 20xy − 4xz + 16yz pri uslovu x2 + y2 + z2 = 1.

70. f(x, y, z) = 3x2 + y2 + z2 − 2zy + yz2 pri uslovu y + z2 = 3.

71. f(x, y, z) = (x− 10)2 + (y − 10
√

6)2 + (z − 30)2 pri uslovu x2 + y2 + z2 = 1.

72. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 pri uslovu xyz = 1.

73. f(x, y, z) = xz + yz pri uslovu x2 + y2 + z2 = 1.

74. f(x, y, z) = xy + xz + yz pri uslovu xyz = 1.

75. f(x, y, z) = xy + z2 pri uslovu ax+ by + cz = 1.

76. f(x, y, z) =
1

2
x2 + xy + y2 + 2yz +

3

2
z2 pri uslovu x+ 2y + 3z = 1.

77. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 pri uslovu
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

78. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 pri uslovu ax+ by + cz + d = 0.

79. f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 pri uslovu x2 + y2 + z2 = 1.

80. f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 pri uslovu x2 + y2 + z2 = 3.

81. f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 pri uslovu x2 + y2 + z2 = 4.

5



82. f(x, y, z) = 27x3 + y3 − z3 pri uslovu xyz = 9.

83. f(x, y, z) = x3 + 27y3 − z3 pri uslovu xyz = −9.

84. f(x, y, z) = x3 + y3 − z3 pri uslovu xyz = 27.

85. f(x, y, z) = x4 + y4 + z4 pri uslovu x+ y + z = 3.

86. f(x, y, z) = x4 + y4 + z4 pri uslovu x2 + y2 + z2 = 1.

87. f(x, y, z) = xyz pri uslovu x+ y + z = 1.

88. f(x, y, z) = xyz pri uslovu xy + yz + zx = 12.

89. f(x, y, z) = xyz pri uslovu x2 + 2y2 + 3z2 = 6.

90. f(x, y, z) = xyz pri uslovu x3 + y3 + z3 = 3.

91. f(x, y, z) = xyz pri uslovu x4 + y4 + z4 = 3.

92. f(x, y, z) = xyz pri uslovu
a

x
+
b

y
+
c

z
= 1.

93. f(x, y, z) = x2y2z2 pri uslovu x2 + 4y2 + 9z2 = 27.

94. f(x, y, z) = x2y3z4 pri uslovu x+ y + z = 9, x, y, z > 0.

95. f(x, y, z) = x2y3z4 pri uslovu 2x+ 3y + 4z = 9, x, y, z > 0.

96. f(x, y, z) =
1

x
+

1

y2
+

1

z3
pri uslovu x+ y2 + z3 = 1.
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