
FUNKCIJE DVE PROMENǈIVE

Dovoǉan uslov za lokalni ekstremum - dokaz Teoreme 4.2.6

Dragan �ori�

Neka je M(x0, y0) stacionarna taqka funkcije f : D → R, gde je D ⊂ R2 otvoren
skup i neka je f ∈ C2(D).

U u
beniku [1] data je teorema o dovoǉnim uslovima za lokalni ekstremum funkcije
f u taqki M (Teorema 4.2.6). Ovde se daje drugi dokaz ove teoreme.

1 Pomo�no tvr�eǌe

Teorema 1. Neka je funkcija Φ : R2 → R definisana sa

Φ(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2,

gde su a, b, c realni brojevi za koje va�i ac − b2 > 0 i a > 0. Tada postoji realan broj
ε > 0 takav da je

Φ(x, y) ≥ ε(x2 + y2) (1)

za svako (x, y) ∈ R2.

Dokaz. Kako je a > 0 i ac− b2 > 0 i kako je

Φ(x, y) = a

(
x+

b

a
y

)2

+

(
c− b2

a

)
y2,

to je
Φ(x, y) ≥ ε2y2, (2)

gde je ε2 = c− b
2

a
=
ac− b2

a
> 0. Iz datih uslova sledi da je i c > 0, pa zamenom uloga

x i y dobijamo da va�i i
Φ(x, y) ≥ ε1x2, (3)

gde je ε1 > 0. Iz (2) i (3) imamo da je

2Φ(x, y) ≥ ε1x2 + ε2y
2.

Prema tome, za ε =
1

2
min{ε1, ε2} > 0 va�i nejednakost (1). �

2 Drugi dokaz Teoreme 4.2.6

Ako je a = f ′′x2(M), b = f ′′xy(M) i c = f ′′y2(M), tada va�i slede�e tvr�eǌe (Teorema
4.2.6 iz [1]).

Teorema 2. Funkcija f u stacionarnoj taqki M

1. ima lokalni minimum ako je ac− b2 > 0 i a > 0,

2. ima lokalni maksimum ako je ac− b2 > 0 i a < 0,

3. nema lokalni ekstremum ako je ac− b2 < 0.
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Dokaz. Neka su priraxtaji ∆x i ∆y takvi da (x0 + ∆x, y0 + ∆y) ∈ D i neka je
ρ =

√
∆x2 + ∆y2. Poxto je M stacionarna taqka, to je df(M) = 0, pa je

∆f(M) =
1

2
d2f(M) +

1

2
α(∆x,∆y)ρ2 =

1

2
(a∆x2 + 2b∆x∆y + c∆y2) +

α

2
ρ2, (4)

gde α(∆x,∆y)→ 0 kada ρ→ 0.

Za h =
∆x

ρ
i k =

∆y

ρ
iz (4) imamo da je

∆f(M) =
ρ2

2
(ah2 + 2bhk + ck2 + α) =

ρ2

2
(Φ(h, k) + α), (5)

gde je Φ funkcija definisana u Teoremi 1 i gde je h2 + k2 = 1.

1. Ako je a > 0 i ac− b2 > 0, tada prema Teoremi 1 postoji ε > 0 za koje va�i

Φ(h, k) ≥ ε(h2 + k2) = ε.

Poxto je α beskonaqno mala funkcija kada (h, k)→ (0, 0), postoji okolina taqke M u
kojoj je |α| < ε.

Sada iz (5) sledi da u toj okolini taqke M va�i ∆f(M) > 0, xto znaqi da
funkcija f u taqki M ima lokalni minimum.

2. Ako za funkciju f va�i a < 0 i ac − b2 > 0, tada za funkciju −f va�i a > 0 i
ac − b2 > 0. Prema tvr�eǌu 1. funkcija −f ima u taqki M lokalni minimum, a to
znaqi da funkcija f u toj taqki ima lokalni maksimum.

3. Kako je Φ(x, 0) = ax2 i Φ

(
− b
a
y, y

)
=

ac− b2

a
y2 (za a 6= 0), funkcija Φ ima

razliqite znake za argumente (∆x, 0) i (−b∆y/a,∆y). Isto va�i i za odgovaraju�e
argumente (h, 0) i (−bk/a, k).

Neka je, na primer, Φ(h, 0) = µ > 0 i Φ

(
− b
a
k, k

)
= ν < 0. Tada za svako t > 0 va�i

f(x0 + th, y0)− f(x0, y0) =
t2

2
(µ+ α), f

(
x0 −

b

a
tk, y0 + tk

)
− f(x0, y0) =

t2

2
(ν + β),

gde su α i β beskonaqno male funkcije kada t → 0. Ako je U okolina taqke M u
kojoj je µ + α > 0 i ν + β < 0, onda postoje realni brojevi t1 > 0 i t2 > 0 za koje je
(x0 + t1h, y0) ∈ U i

(
x0 − b

a t2k, y0 + t2k
)
∈ U . To daǉe znaqi da za svaku okolinu V ⊂ U

taqke M postoji t ∈ (0,min{t1, t2}] za koje va�i (x0+th, y0) ∈ V i
(
x0 − b

a tk, y0 + tk
)
∈ V .

Prema tome, u svakoj okolini taqke M postoji taqka u kojoj je vrednost funkcije
f ve�a nego u taqki M , kao i taqka u kojoj je vrednost funkcije f maǌa nego u taqki
M . To znaqi da funkcija f u taqki M nema lokalni ekstremum. �

Teorema 2 mo�e da se dobije i kao specijalan sluqaj Teoreme 4.2.8 iz u
benika [1]
jer iz dokaza Teoreme 2 vidimo da je funkcija Φ pri uslovima iz taqke 1. pozitivno
definitna, pri uslovima iz taqke 2. negativno definitna i pri uslovima iz taqke
3. ona meǌa znak.

U dokazu Teoreme 2 nije, kao xto je sluqaj u dokazu Teoreme 4.2.8, korix�eno
svojstvo neprekidne funkcije na kompaktnom skupu (Druga Vajerxtrasova teorema).
Prirodno se name�e pitaǌe da li tehnika iz dokaza Teoreme 2 mo�e da se primeni
i za dokaz Teoreme 4.2.8. Za kvadratne forme stalnog znaka mo�e se indukcijom
dokazati da va�e svojstva analogna svojstvu iz Teoreme 1.
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