
LOKALNI EKSTREMUMI FUNKCIJE TRI
PROMENǈIVE

Rexeni primeri i zadaci za ve�bu

Dragan �ori�

Funkcije tri promenǉive

• Funkcija f : X → R, gde je X ⊂ R3 otvoren skup, ima u taqki (a, b, c) ∈ X
lokalni minimum (maksimum) ako postoji okolina U taqke (a, b, c) takva da va�i
f(x, y, z) ≥ f(a, b, c) (f(x, y, z) ≤ f(a, b, c)) za svako (x, y, z) ∈ U .

• Neophodan uslov za lokalni ekstremum

Ako u taqki (a, b, c) ∈ X postoji gradijent funkcije f i ako funkcija u toj taqki
ima lokalni ekstremum, tada je ∇f(a, b, c) = 0.

• Dovoǉan uslov za lokalni ekstremum

Neka je (a, b, c) stacionarna taqka funkcije f .

◦ Ako je d2f(a, b, c) > 0 za dx2 + dy2 + dz2 6= 0, tada funkcija f u taqki (a, b, c)
ima lokalni minimum.

◦ Ako je d2f(a, b, c) < 0 za dx2 + dy2 + dz2 6= 0, tada funkcija f u taqki (a, b, c)
ima lokalni maksimum.

• Ako d2f(a, b, c) za dx2 + dy2 + dz2 6= 0 meǌa znak, tada funkcija f u taqki a nema
lokalni ekstremum.

• Navedeni uslovi nisu i neophodni. U ostalim sluqajevima, kao i u sluqaju
kritiqne taqke koja nije stacionarna, postojaǌe lokalnog ekstremuma se prover-
ava na osnovu definicije lokalnog ekstremuma.

Silvesterov kriterijum za n = 3

Neka je A(x0, y0, z0) stacionarna taqka funkcije f i neka su m1, m2, m3 glavni
minori Heseove matrice

Hf (A) =


f ′′x2(A) f ′′xy(A) f ′′xz(A)

f ′′yx(A) f ′′y2(A) f ′′yz(A)

f ′′zx(A) f ′′zy(A) f ′′z2(A)

 .
Tada va�e slede�a tvr�eǌa.

• Ako je m1 > 0, m2 > 0, m3 > 0, tada funkcija f u taqki A ima lokalni minimum.

• Ako je m1 < 0, m2 > 0, m3 < 0, tada funkcija f u taqki A ima lokalni maksimum.
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• Ako je m2 < 0 ili m1 > 0, m3 < 0 ili m1 < 0, m3 > 0, tada funkcija f u taqki
A nema lokalni ekstremum.

U ostalim sluqajevima (na primer, m1 > 0, m2 > 0, m3 = 0) postojaǌe lokalnog
ekstremuma u taqki A treba proveriti na osnovu definicije lokalnog ekstremuma.

Rexeni primeri

Za datu funkciju tri promenǉive odrediti sve lokalne ekstremume (ako postoje).

1. f(x, y, z) = x2 + y2 + z3 + 2x+ 6yz.

Zadatak je rexen u [1].

2. f(x, y, z) =
2

x
+
x2

y
+ z +

y2

4z
.

Zadatak je rexen u [5].

3. f(x, y, z) = 2x2 +
y2

x
− 4z +

2z2

y
.

Zadatak je rexen u [5].

4. f(x, y, z) = e2y(2yz − x2 − z2), y 6= 0.

Zadatak je rexen u [2].

5. f(x, y, z) = x2 − 2x+ yz2 + y2 − y.

Zadatak je rexen u [2].

6. f(x, y, z) = e−z/2
(
2xz + x2 + y2 − 3z − 6

)
.

Zadatak je rexen u [2].

7. f(x, y, z) =
x2 + y2

z
+ 2x+ 4y + z + z2.

Zadatak je rexen u [2].

8. f(x, y, z) = ex/2
(
y2 + z2 − 2xz

)
.

Zadatak je rexen u [2].

9. f(x, y, z) = x+
y2

4x
+

2

z
+
z2

y
.

Zadatak je rexen u [2].

10. f(x, y, z) = ex+y

(
x+

y2

2
+ 2z − z2

)
.

Zadatak je rexen u [2].

11. f(x, y, z) = x+ y + 3z +
2z

xyz
.

Zadatak je rexen u [2].

12. f(x, y, z) =
x2 + y2

z
+ 2x+ 2y + z2.
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Zadatak je rexen u [2].

13. f(x, y, z) =
2

x
+
x2

y
+ z +

y2

4z
.

Zadatak je rexen u [2].

14. f(x, y, z) = 2x2 +
y2

x
− 4z +

2z2

y
.

Zadatak je rexen u [2].

15. f(x, y, z) =
2x2

y
+
y2

z
− 4x+ 2z2.

Zadatak je rexen u [2].

16. f(x, y, z) = xyz(1− x− y − z), x, y, z > 0.

Zadatak je rexen u [2].

17. f(x, y, z) = x2 − y

z
+
y

2
+ 2xyz.

Zadatak je rexen u [2].

18. f(x, y, z) = (x− 1)2 + y3 + 6y2 + 2z2 + 2xz.

Zadatak je rexen u [6].

19. f(x, y, z) = 2x2 − xy + 2xz − y + y3 + z2.

Zadatak je rexen u [6].

20. f(x, y, z) = 2x2 + y2 + z2 − 2xy + 4z − x.

Zadatak je rexen u [6].

21. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + (4− x− y − z)2.

Zadatak je rexen u [6].

22. f(x, y, z) = xyz(1− x− y − z).

Zadatak je rexen u [6].

23. f(x, y, z) = xy2z3(1− x− 2y − 3z), x > 0, y > 0, z > 0.

Zadatak je rexen u [6].

24. f(x, y, z) =
2x2

y
+
y2

z
− 4x+ 2z2.

Zadatak je rexen u [6].

25. f(x, y, z) = x+
y2

4x
+
z2

y
+

2

z
.

Zadatak je rexen u [6].

26. f(x, y, z) = x+
y

x
+
z

y
+

2

z
.

Zadatak je rexen u [6].
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27. f(x, y, z) = 3 lnx+ 2 ln y + 5 ln z + ln(22− x− y − z).

Zadatak je rexen u [6].

28. f(x, y, z) = (x+ y + 2z)e−(x
2+y2+z2).

Zadatak je rexen u [6].

Zadaci za samostalan rad

29. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 2x+ 4y − 6z.

30. f(x, y, z) = x2 + y2 − z2 − 4x+ 6y − 2z.

31. f(x, y, z) = −x2 − y2 − z2 − 6x+ 4y − 2z + 8.

32. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + zy − 2x+ y − z.

33. f(x, y, z) = 6x2 + 2z2 + 2xy − 2yz + 2xz + 2x− 2y + 4z + 4.

34. f(x, y, z) = x2 + y2 + (z + 1)2 − xy + x.

35. f(x, y, z) = x2 + y2 + 2z2 + xyz.

36. f(x, y, z) = xyz − x2 − y2 − z2.

37. f(x, y, z) = 2xy2 + x2 + z2 − 4xy − 2z.

38. f(x, y, z) = x2z − x2 − z2 + xy − y.

39. f(x, y, z) = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z.

40. f(x, y, z) = x3 + y2 + z2 + 6xy − 4z.

41. f(x, y, z) = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z.

42. f(x, y, z) = y3 + 2x2 + z2 − xy + 2xz − y.

43. f(x, y, z) = z3 + x2 + y2 − 2x− 3z.

44. f(x, y, z) = 3x3 + y2 + z2 + 6xy − 2z + 1.

45. f(x, y, z) = x3 + y3 − z2 + 5xy + 2z.

46. f(x, y, z) = x3 + z3 + y2 + xy + yz.

47. f(x, y, z) = x3 − 2x2 + y2 + z2 − 2xy + xz − yz + 3z.

48. f(x, y, z) = x3 + y2 +
z2

2
− 3xz − 2y + 2z.

49. f(x, y, z) = x3 + 3x2 + y2 + z2 + 12xy + 15x+ 14y + 4z + 17.

50. f(x, y, z) = −x4 − y4 − z4 + 4xyz.

51. f(x, y, z) = (x2 + y2)2 + z2 − xy.

52. f(x, y, z) = xyz(16− x− y − 2z).

53. f(x, y, z) = 2x3yz − x2 − y2 − z2.
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54. f(x, y, z) = xy2z3(49− x− 2y − 3z).

55. f(x, y, z) =
1

x
+

1

y
+

1

z
+ xyz.

56. f(x, y, z) =
1

z
+
z

y
+
y

x
+ x+ 1.

57. f(x, y, z) =
x2

yz
+
y2

xz
+
z2

xy
.

58. f(x, y, z) =
256

x
+
x2

y
+
y2

z
+ z2.

59. f(x, y, z) = x2 + y2 − 2x+ ln(1 + z2).

60. f(x, y, z) = (x+ 7z)e−x
2−y2−z2.

61. f(x, y, z) = (3x+ 2y + z)e−x
2−y2−z2.

62. f(x, y, z) = sinx+ sin y + sin z − sin(x+ y + z), x, y, z ∈ (0, π).
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