
FUNKCIJE DVE PROMENǈIVE

Diferencijali slo�ene funkcije

Dragan �ori�

1 Invarijantnost forme diferencijala prvog reda 1

2 Diferencijal drugog reda slo�ene funkcije 3

3 Neinvarijantnost forme diferencijala drugog reda 4

Slo�ene funkcije jedne ili dve promenǉive mo�emo dobiti kompozicijom funkcija
jedne i/ili dve promenǉive.

Na primer, ako je u funkcija dve promenǉive, a f funkcija jedne promenǉive,
tada pri odre�enim uslovima slagaǌa domena, mo�emo definisati funkciju (dve
promenǉive) z sa

z(x, y) = f(u(x, y)). (1)

Ako su u i v funkcije jedne promenǉive, a f funkcija dve promenǉive, tada (pri
odre�enim uslovima) one odre�uju funkciju (jedne promenǉive) g definisanu sa

g(x) = f(u(x), v(x)). (2)

Ako su u, v i f funkcije dve promenǉive, nova funkcija h definisana sa

h(x, y) = f(u(x, y), v(x, y)) (3)

je tako�e funkcija dve promenǉive.
U prilogu Diferencijabilnost slo�ene funkcije [3] smo videli da su slo�ene

funkcije z, g i h date sa (1), (2) i (3) diferencijabilne ako su funkcije u, v i f
diferencijabilne.

Ako su navedene slo�ene funkcije diferencijabilne (u nekoj taqki ili na nekom
skupu), tada one imaju diferencijal (u taqki ili na skupu), pri qemu je

dz = z′xdx + z′ydy, dg = g′dx, dh = h′xdx + h′ydy.

Uzimaju�i u obzir izraze za parcijalne izvode slo�ene funkcije mo�emo da dobi-
jemo jox jednu formu ovih diferencijala. U toj drugoj formi umesto diferencijala
dx i dy (ili priraxtaja ∆x i ∆y) nezavisnih veliqina x i y figurixu diferenci-
jali du i dv funkcija u i v.

1 Invarijantnost forme diferencijala prvog reda

Za slo�enu funkciju h definisanu sa (2) lako se dobija (videti u
benik [1], str.44)
da je

dh = h′xdx + h′ydy = f ′
udu + f ′

vdv.
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Prethodne jednakosti pokazuju da se diferencijal na isti naqin formira bez obzira
na to da li su argumenti nezavisne promenǉive (u sluqaju funkcije h to su promen-
ǉive x i y) ili su posredni argumenti (za funkciju h to su promenǉive u i v) koji
su funkcije od nezavisnih argumenata.

Ova qiǌenica predstavǉa ivarijantnost forme diferencijala i ona mo�e da se
koristi pri izraqunavaǌu diferencijala i parcijalnih izvoda slo�enih funkcija.

Primer 1. Neka je h(x, y) = f(u, v) = u2 ln v, gde je u(x, y) =
x

y
i v(x, y) = xy. Na osnovu

invarijantnosti forme i svojstava diferencijala imamo da je

dh = d(u2 ln v) = d(u2) ln v + u2d(ln v) = 2u ln vdu +
u2

v
dv.

Kako je

du =
ydx− xdy

y2
, dv = ydx + xdy,

to je

dh = 2
x

y
ln(xy)

ydx− xdy

y2
+

1

xy
· x

2

y2
(ydx + xdy)

=

(
2x

y2
ln(xy) +

x

y2

)
dx +

(
−2x2

y3
ln(xy) +

x2

y3

)
dy

=
x

y2
(2 ln(xy) + 1)dx +

x2

y3
(−2 ln(xy) + 1)dy.

Iz dobijenog izraza za dh i jednakosti dh = h′xdx + h′ydy sledi da je

h′x(x, y) =
x

y2
(2 ln(xy) + 1), h′y(x, y) =

x2

y3
(−2 ln(xy) + 1).

Naravno, do ovih jednakosti mogli smo da do�emo i pomo�u formula za parcijalne
izvode slo�enih funkcija, kao i direktno preko eksplicitnog izraza za h(x, y) (bez
posrednih funkcija u i v).

Za funkciju z definisanu sa (1) invarijantnost forme diferencijala predstav-
ǉaju jednakosti

dz = z′xdx + z′ydy = f ′du.

Primer 2. Ako je f(u) = arctanu i u(x, y) = y/x, tada za funkciju z : (x, y)→ f(u(x, y))
imamo da je

dz = f ′du =
1

1 + u2
du =

1

1 + y2/x2
d
(y
x

)
=

1

1 + y2/x2
· xdy − ydx

x2
= − y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy.

Prema tome, koriste�i invarijantnost forme i svojstva diferencijala, dobili smo
diferencijal i parcijalne izvode funkcije z,

x′x = − y

x2 + y2
, z′y =

x

x2 + y2
.

U sluqaju funkcije g definisane sa (2) invarijantnost forme qine jednakosti
dg = g′dx = f ′

udu + f ′
vdv.
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2 Diferencijal drugog reda slo�ene funkcije

Pretpostavimo da sve funkcije koje razmatramo pripadaju skupu C2, xto obezbe�uje
postojaǌe diferencijala drugog reda i jednakost mexovitih parcijalnih izvoda
drugog reda.

Za funkciju h definisanu sa (3) imamo da je

d2h = Adx2 + 2Bdxdy + Cdy2, (4)

gde je A = h′′x2, B = h′′xy i C = h′′y2. Prema tome, za diferencijal drugog reda treba
odrediti parcijalne izvode drugog reda slo�ene funkcije h.

Polaze�i od jednakosti
h′x = f ′

uu
′
x + f ′

vv
′
x (5)

i uzimaju�i u obzir da su funkcije (x, y) 7→ f ′
u(u(x, y), v(x, y)) i (x, y) 7→ f ′

v(u(x, y), v(x, y))
tako�e slo�ene funkcije, dobijamo da je

h′′x2 = (f ′
u)′xu

′
x + f ′

uu
′′
x2 + (f ′

v)′xv
′
x + f ′

vv
′′
x2

= f ′′
u2u

′
x
2

+ f ′′
uvu

′
xv

′
x + f ′′

vuu
′
xv

′
x + f ′′

v2v
′
x
2

+ f ′
uu

′′
x2 + f ′

vv
′′
x2

= f ′′
u2u

′
x
2

+ 2f ′′
uvu

′
xv

′
x + f ′′

v2v
′
x
2

+ f ′
uu

′′
x2 + f ′

vv
′′
x2 .

Diferenciraǌem leve i desne strane jednakosti (4) po y, na sliqan naqin dobija
se

h′′xy = f ′′
u2u

′
xu

′
y + f ′′

uvu
′
xv

′
y + f ′′

vuu
′
yv

′
x + f ′′

v2v
′
xv

′
y + f ′

uu
′′
xy + f ′

vv
′′
xy.

Analogno, polaze�i od jednakosti h′y = f ′
uu

′
y + f ′

vv
′
y dobija se

h′′y2 = f ′′
u2u

′
y
2

+ 2f ′′
uvu

′
yv

′
y + f ′′

v2v
′
y
2

+ f ′
uu

′′
y2 + f ′

vv
′′
y2 .

Zamenom dobijenih izraza za parcijalne izvode drugog reda u jednakost (4) nala-
zimo diferencijal drugog reda slo�ene funkcije h. S druge strane, ako primenom
svojstava diferencijala dobijemo diferencijal drugog reda, onda iz forme na desnoj
strani jednakosti (4) imamo da je h′′x2 = A, h′′xy = B i h′′y2 = C.

Primer 3. Ako je h(x, y) = f(u(x, y), v(x, y)), gde je

f(u, v) = uv, u(x, y) = xy, v(x, y) = x2 − y2,

tada je
f ′
u = v, f ′

v = u, f ′′
u2 = f ′′

v2 = 0, f ′′
uv = 1,

u′x = y, u′y = x, u′′x2 = u′′y2 = 0, u′′xy = 1,

v′x = 2x, v′y = −2y, v′′x2 = 2, v′′y2 = −2, v′′xy = 0.

Prema izvedenim formulama za parcijalne izvode drugog reda nalazimo da je

h′′x2 = 6xy, h′′xy = 3x2 − 3y2, h′′y2 = −6xy.

Zamenom ovih izraza u (4) dobijamo diferencijal drugog reda

d2h(x, y) = 6xydx2 + 6(x2 − y2)dxdy − 6xydy2.

U ovom primeru se lako nalazi i eksplicitni oblik funkcije h, pa se parcijalni
izvodi i diferencijal drugog reda nalaze i bez formula za parcijalne izvode slo�ene
funkcije. Kako je

h(x, y) = f(u, v) = uv = xy(x2 − y2) = x3y − xy3,

to se jednostavno nalaze diferencijali i prvog i drugog reda.
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3 Neinvarijantnost forme diferencijala drugog reda

Za funkciju h definisanu sa (3) imamo da je

d2h = h′′x2dx
2 + 2h′′xydxdy + h′′y2dy

2. (6)

Ako bi va�ila invarijantnost forme diferencijala d2h, to bi znaqilo da je

d2h = f ′′
u2du

2 + 2f ′′
uvdudv + f ′′

v2dv
2. (7)

Pokaza�emo sada da jednakost (7) ne va�i u opxtem sluqaju.
Polaze�i od definicije diferencijala drugog reda (d2h = d(dh)) i jednakosti

du = f ′
udu + f ′

vdv (8)

(invarijantnost diferencijala prvog reda), primenom osobina diferencijala prvog
reda, dobijamo da je

d2h = d(f ′
udu + f ′

vdv)

= d(f ′
udu) + d(f ′

v)dv

= d(f ′
u)du + f ′

ud(du) + d(f ′
v)dv + f ′

vd(dv)

= (f ′′
u2du + f ′′

uvdv)du + f ′
ud

2u + (f ′′
vudu + f ′′

v2dv)dv + f ′
vd

2v

= f ′′
u2du

2 + 2f ′′
uvdudv + f ′′

v2dv
2 + f ′

ud
2u + f ′

vd
2v

Prema tome, ne va�i jednakost (7). Nova forma za d2h sadr�i jox dva sabirka,
f ′
ud

2u i f ′
vd

2v. Invarijantnost se dobija u sluqaju da je d2u = d2v = 0.
Kao xto jednakost (6) mo�emo da zapixemo u obliku

d2h =

(
∂

∂x
dx +

∂

∂y
dy

)2

h,

tako drugu formu za d2h (u kojoj figurxu diferencijali du i dv) mo�emo da za-
pixemo u obliku

d2h =

(
∂

∂u
du +

∂

∂v
dv

)2

h +
∂h

∂x
d2u +

∂h

∂v
d2v.

Zadaci

1. Odrediti dz ako je z(x, y) = f(
√

x2 + y2), gde je f : R → R diferencijabilna
funkcija.

2. Neka su u, v : R2 → R diferencijabilne funkcije. Koriste�i invarijantnost
forme diferencijala dokazati da je

d(u + v) = du + dv, d(uv) = udv + vdu, d
(u
v

)
=

vdu− udv

v2
(v 6= 0).

3. Odrediti diferencijal drugog reda za funkciju h : (x, y) 7→ f(x2 + y2, xy).

4. Za funkciju h : (x, y) 7→ f(u(x, y), v(x, y)), gde je f(u, v) = sinu · cos v, u(x, y) = xy i
v(x, y) = x2 − y2, odrediti diferencijal drugog reda.

5. Izvesti formulu za formu diferencijala drugog reda funkcije h : (x, y) 7→
f(u(x, y), v(x, y)) polaze�i od jednakosti d2h = d(dh) i

dh = (f ′
uu

′
x + f ′

vv
′
x)dx + (f ′

uu
′
y + f ′

vv
′
y)dy

i koriste�i svojstva diferencijala prvog reda.

6. Dikazati da diferencijal drugog reda za funkciju h : (x, y) 7→ f(u(x, y), v(x, y))
ima osobinu invarijantnosti forme ukoliko su funkcije u i v linearne.
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7. Dikazati da i diferencijal tre�eg reda za funkciju h : (x, y) 7→ f(u(x, y), v(x, y))
ima osobinu invarijantnosti forme ukoliko su funkcije u i v linearne.

8. Ispitati da li za funkciju h : (x, y) 7→ f(u(x, y), v(x, y)) svi diferencijali vixeg
reda imaju osobinu invarijantnosti forme ukoliko su funkcije u i v linearne.
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