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Crnoxkene QpyHKIUje jeAHE UM ABE TPOMEHBUBE MOKEMO JOOUTY KOMIIO3UIjOM (YHKI]a
jenHe m/mam nBE TPOMEHJbUBE.

Ha mpumep, ako je u dyHEIUja OBe IpOoMeHBUBe, a [ (yHKIMja jeAHe TPOMEHILUBE,
Tana npu oxpebheHnM ycimoBrMa ciarama ITOMEHA, MOKEMO AedpuHrcaru ¢GyHruujy (mse
IPOMEHJbUBE) Z Ca

Ako cy u m v QpyHRUUje jemHe npomeHsbUBe, a f QyHKIMja ABE NPOMEHJpUBE, Tana (Ipu
onpebennm ycnosuma) one onpebyjy ¢dyuruujy (jense npoMeHsbuBe) ¢ NePUHUCAHY Ca

9(x) = f(u(x),v(x)). (2)

Axro cy u, v u f ¢yHEKIUje mBEe MpOMEH/LUBE, HOBa (GyHKIUja h meduHUCcaHa ca

Wz, y) = f(u(z,y), v(z,y)) (3)

je Takobe (yHKIMja OBE MPOMEHJLUBE.

Y mpuiory Aufepenyujabusnocm caoxmcene gynryuje [3] ¢MO BuOenu ma Cy CIOKEHE
¢yuruuje z, g u h mare ca (1), (2) u (3) mudepenmjabunne ako cy ¢ysrumje u, v u f
muepeHIujaduse.

Ako cy HaBeneHe ciokeHe QyHEUUje mudpepenHunjabuiase (y HEKO] TAUKM UM HA HEKOM
CKyIly ), Tama OHe mMajy audepeniujasa (y TAUKU WU HA CKYIY ), IPU YeMy je

dz = 2L dx + z;dy, dg = ¢g'dv, dh = hldx+ h;dy.

Y3nmajyhu y 063up m3pale 3a maplyjajiHe U3BOJE CJIOKEHE (DYHKIMje MOKEMO Jna NoOu-
jeMmo jom jenHy ¢opmy oBUX mudepeHnujasa. Y TOj APYroj GpopMum yMecTO IupepeHnjaia
dx n dy (nnn npupamraja Az n Ay) HE3ABUCHUX BEJIUYUHA T U Y QUIYPULNLY AUEpeHn-
janu du u dv ¢yHEIHjA u U V.

1 WMuBapujanTHOCT popMe mudepeHHIUjasia IPpBOr penaa

3a cnokeny ¢yHruujy h mepunucany ca (2) sako ce nobuja (Bumern yubenuk [1], crp.44)
na je
dh = hidx + hydy = f,du+ f,dv.



[Iperxonue jenHakoCTU NOKA3Y]Y Ja ce OuepeHInjaI Ha NCTU HauuH popMupa 6e3 063upa
HAa TO Na JU Cy apryMeHTH! He3aBHUCHe IpoMeHsuBe (y ciaydajy QyHKIUje h TO Cy mpoMmeH-
JBUBE T U Y) WK CY HOCPENHU apryMeHTH (3a QyHKIUjy h TO Cy IPOMEHJbUBE U U U) KOjU
cy (yHKIUje On HEe3aBUCHUX apryMeHaTa.

OBa umumeHNna OPEACTABbA UBAPUJAHMHOCT fopme Jufepenyujara 1 OHA MOXKE Ia Ce
KOPUCTU IIPY U3padyHaBamy AU(epeHIrjatia U NapiujaHuX U3BOAa CIOKEHUX (YHKIV]jA.

Ipumep 1. Hewa je h(z,y) = f(u,v) = u?Inwv, 20e je u(z,y) = T v(z,y) = zy. Ha ocnosy
Y
unsapujanmmocmu gopme u ceojcmasa oupepenyujana umamo 0a je

2
dh = d(u?1Inv) = d(v*) Inv 4 v?d(Inv) = 2ulnvdu + o,
v

Kaxo je
dr — xd
du:yxy#, dv = ydzx + zdy,
mo je
dz — zd 1@
dh =2~ ln(scy)w +—- %(ydx + zdy)
Y Yy Ty Yy

2% T —212 z2
= <y2 In(zy) + y2> dx + <y3 In(zy) + 1/3) dy
i x?
= ?(2 In(zy) + 1)dx + E(_Q In(zy) + 1)dy.

W3 dobujernoe uspasa 3a dh u jednaxocmu dh = hl.dx + h;dy caedu 0a je

x z2
b (z,y) = ?(ﬂn(wy) +1), h;(l‘,y) = y—g(—an(Jty) +1).

Hapasro, 0o osux jednaxocmu mozau cmo 0a dohemo u nomohy gopmysa 3a napuyujanre
u3800€ CAONCENRUT PYHKYUja, Kao U JupekmMO NpeKo excnauyummoz uzpasa 3a h(x,y) (bes
nocpeoHuT PyrKyuja u U v).

3a ¢ymrmjy z nedurucany ca (1) mEBapumjaHTHOCT hopMe mUpEpEHIMjaia IPeICTaB-
Jbajy jeqHaKOCTU
dz = zL.dx + z;dy = fdu.

IIpumep 2. Axo je f(u) = arctanu v u(x,y) = y/x, mada 3a dynxyujy z : (x,y) — f(u(z,y))
umamo 0a je

X

1 (y) 1 xdy — ydz Y x

1
7d = —— = d d .
1+u2 " T 1442/ 5 Y

d = /d = = . —_
z f u 1+y2/x2 $2 x2+y2 1'2_“:[/2

IIpema mowme, xopucmehu uneapujarnmmocm gopme u ceojcmea Jupepenyujanra, 006U MO
Jufepenyujan v napyujasre ussode Gynryuje z,

’ Yy / x

T, = ————, 2, = ———.
.’E2—|—y2 Yy .’E2—|—y2

Y cayuajy ¢yHruuje g nepunucase ca (2) MHBAPUjAHTHOCT (OpPME UMHE jeIHAKOCTU
dg = ¢'dx = fldu+ fldv.



2 JIudepeHnujan Opyror pena CJOeHe (YHKIUje

[IpernocTaBuMo na cBe (GyHKIUje Koje pazMaTpaMo npumanajy ckymy C?, mro obesbebyje
nocrojame audepeHnUjasa APYTOT pela U jeAHAKOCT MEMIOBUTUX IapIUjaHUX KU3BOIA

IpyTroT pena.
3a ¢ysrmujy h mepurucany ca (3) mmamo na je

d’h = Ada* + 2Bdxdy + Cdy?, (4)

rne je A= hl,, B=hj, uC = h;’g. [Ipema ToMme, 3a mupepeHmMjas APYror pena Tpeda
ONpEeNUTH MaplujaHe U3BOJE APYTOT pena ciioykeHe QyHKIuje h.
IMonazehu ox jenHarocTu
hy = futty + fovy (5)
u ysumajyhn y o63up na cy pymsmmje (z,y) — fy(u(z,y),v(z,y)) u (z,y) = fi(u(z,y),v(z,y))
Taxkobhe cioskeHe ¢yHKIMje, nobujamMo na je

re = (f)puy + fiuge + (f3)ave + fovge
o /2 / // o
_fu +fuv 2V +fvu xvx+f f fv x2

udepennmpameM j1eBe U OeCHE CTpaHe je,Z[HaI{OCTI/I (4) 10 ¥, Ha CIAWYAH HAUMH q00uja
ce
i / // / //
h:vy:f2uu+fu1;z +fvuyx+f2vv+f +f

Amnagorno, nonasehu on jennaroctu hy = flu, + f,v, nobuja ce

h,y/2:f +2fuv yvy+f +f/u//2+f/ /l

3aMeHOM MOOUjeHnX M3pa3a 3a NaplujaliHe U3BOHAe APYTror Pela y jeTHAKOCT (4) HaJa-
3uMO muepeHIujai apyror pena ciaoxkerne ¢pyuruuje h. C apyre crpaHe, akO MPUMEHOM
cBojcTaBa qudepeHyrjaia 100ujeMo nupepernujaa Ipyror pega, ogna u3 GopMe Ha IECHO]
crpanu jemmakoctu (4) mmamo na je hl, = A, hy, = B n hg2 =C.

Hpumep 3. Aro je h(z,y) = f(u(x,y),v(z,y)), 20e je

f(u,v) = uv, ’U,(.%',y) =2y, U(I’,y) :x2_y2’

mada je
f{sz, fq/):ua 52:f1/;,2: ) fgv:lv

! / 1/ " "
Uy =Y, Uy =T, Uy = Up =0, uxyzl,

" " 1
=2y, V.os=2, VUy=—2 vxy:().

x2 y

IIpema ussedenum gopmysama 3a napyujanre uzgode 0pyzoe peda HAAAZUMO O je

Uy

hl, =6xy, My, =32z —3y®, hl = —6xy.
Samenom osuzx uspasa y (4) dobujamo dudepenyujan dpyzoz peda
d?h(z,y) = 6zydz® + 6(z* — y?)dxdy — 6xydy>.

Y 080M NpuMeEPy Ce AAKO HAAG3U U EKCNAUYUMKNY 00AuK gynryuje h, na ce napyujasnu
u36800u u dufepenyujan Opyeoe peda Hanaze u 6€3 HopMysa 30 NapuujasHe uU3800€ CAONCEHE
pynryuje. Kaxo je

h(z,y) = f(u,v) = w = ay(a® - y?) = 2%y — 2y,

mo ce jedHOCMasHo Hasase JuPepenyujart uw npeoz u 0pyz0z peoa.



3 HewmnBapujarnTHOCT popMe mudepeHOUjaa APYyror pena
3a ¢yuruujy h nedpurucamy ca (3) mmamo na je

d*h = Bjadx® + 207, dedy + b dy?. (6)
Axo 6u BajKMIa MHBADPHUjAHTHOCT GopMe mudpeperuujana d>h, To 61 3HAYMIO Oa je

d*h = flhdu® + 2! dudv + fladv®. (7)

[Tokazahiemo canma na jemsaxoct (7) He BayKU y ONIITEM CILyYajy.
[onazehu on neduuunuje mudepenmmjana apyror pena (d>h = d(dh)) u jeamaxoctn

du = f,du+ fidv (8)
(uHEBapUjaHTHOCT AUdEpeHnrjata IPBOT peaa), IPUMEHOM OCOOMHA qudepeHmrjaaa TpBor
pena, mobujamo ma je
d?h = d(fdu + fldv)
= d(f,du) + d(f,)dv
= d(fy)du + fod(du) + d(f,)dv + fyd(dv)
= (fladu + fih,dv)du+ f,d*u+ (fih,du+ fladv)dv + f,d*v
= flodu® + 2fl dudv + fladv? + fl,d*u+ fld*v
[Ipema Tome, He Bazxku jemmaxoct (7). Hosa dopma 3a d?h campxum jom msa cabupka,
'd®u u f/d*v. NuBapujarTHOCT ce mobuja y caydajy ma je d?u = d?v = 0.
u v
Kao mro jemnarkoct (6) MOkeMO na 3amumemMo y OOJIUKY

) ) 2
2
d%h = <8xdx+ aydy) h,

Tako Apyry dopmy 3a d?h (y kojoj ¢urypmy mudepentmjamu du u dv) MOmeMO mIa 3a-

MUIIEMO y ODJIUKY

0 o \* _on oh
2y _ 2 2
dh(&udu+8vdv> h+8xd u+8vd v.

3anamu

1. Ompemutu dz ako je z(xz,y) = f(\/22+y?), rme je f: R —» R mupepennmjabunna
¢yHKITjA.

2. Heka cy u,v : R? - R mudepennujabunue ¢yssnuje. Kopucrehum mHBapUjaHTHOCT
(hopMe mudepeHnUjasa OJOKA3aTU Ia je

= v #0).

du — ud
dlu+v)=du+dv, d(uv)=udv+vdu, d (3> M (
v v
3. Oxpemurn mudepernujans apyror pena 3a ¢yesnujy h: (z,y) — f(2? + 9%, zy).

4. 3a ¢ysrmujy h: (x,y) — f(u(x,y),v(x,y)), roe je f(u,v) =sinu-cosv, u(z,y) = xy u
v(z,y) = 2% — y?, onpemuTy mUdepeHTHjag APYTOT pea.

5. Ussectu ¢opmyny 3a ¢popmy mupepennujaia apyror pena ¢yurmuje h : (z,y) —
f(u(z,y),v(x,y)) nonazehu on jemnaxoctu d’h = d(dh) u

dh = (fiu, + fovy)dz + (fuuy, + fivy)dy
u kopucrtehu cBojcTBa mudepeHImjaia IPBOT Pema.

6. Ilukazarum ma mudepeHuujas npyror pena 3a ¢yuruujy h : (z,y) — f(u(z,y),v(z,y))
“Ma 0COOMHY MHBAPUjAHTHOCTU (HOPME YKOIUKO Cy (YHKIUje U U U JUHEAPHE.
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7. Hurasaru na n mupepennujan tpeher pena 3a dyuruujy h: (z,y) — f(u(z,y),v(z,y))
“Ma OCOOMHY WMHBApUjaHTHOCTU (OpPME YKOJIMKO CYy (YHKIMje u U v JIMHEapHE.

8. Ucnuraru na au 3a ¢pyuruujy h: (z,y) — f(u(z,y),v(r,y)) cBu mudepennujanu Bumer
pena uMmajy ocOOMHY MHBAPUjaHTHOCTU (OPME YKOJIMKO Cy (PYHKIUje U M v JUHEeapHeE.
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