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Pomo�u funkcija jedne i funkcija dve promenǉive mogu se kompozicijom dobiti
razne slo�ene funkcije (jedne ili dve promenǉive).

Na primer, ako je u funkcija dve promenǉive, a f funkcija jedne promenǉive,
tada pri odre�enim uslovima slagaǌa domena, mo�emo definisati funkciju (dve
promenǉive) z sa

z(x, y) = f(u(x, y)). (1)

Ako su u i v funkcije jedne promenǉive, a f funkcija dve promenǉive, tada (pri
odre�enim uslovima) one odre�uju funkciju (jedne promenǉive) g definisanu sa

g(x) = f(u(x), v(x)). (2)

Tako za f(u, v) = uv + vu, u(x) = sinx i v(x) = x imamo da je g(x) = (sinx)x + xsinx. Na
taj naqin, za dobijaǌe novih funkcija jedne promenǉive mo�emo koristiti slagaǌe
funkcija u kojem uqestvuju i funkcije dve promenǉive.

U sluqaju da su u, v i f funkcije dve promenǉive, nova funkcija h definisana
sa

h(x, y) = f(u(x, y), v(x, y)) (3)

je tako�e funkcija dve promenǉive. Funkcija h je slo�ena funkcija dve promenǉive.
Poxto se izvod kompozicije funkcija jedne promenǉive dobija pomo�u izvoda

funkcija koje uqestvuju u toj kompoziciji, prirodno je oqekivati i da se izvod
funkcije g i parcijalni izvodi funkcija z i h mogu dobiti pomo�u izvoda ili
parcijalnih izvoda funkcija u i v i parcijalnih izvoda funkcije f .

Xto se tiqe diferencijabilnosti slo�ene funkcije, vide�emo da ona sledi iz
pretpostavke o diferencijabilnosti funkcija koje uqestvuju u kompoziciji. Slede�i
primer pokazuje da to nije i neophodan uslov za diferencijabilnost.

Primer 1. Neka su funkcije u : R2 → R i f : R→ R drfinisane sa

u(x, y) =


1

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
, f(u) =


1

u
, u 6= 0

0, u = 0

i neka je z(x, y) = f(u(x, y)).

Funkcija u nije diferencijabilna u taqki (0, 0) i funkcija f nije diferencijabilna
u taqki u = 0, a funkcija z jeste diferencijabilna u taqki (0, 0).
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1 Parcijalni izvodi slo�ene funkcije

Problem nala�eǌa parcijalnih izvoda funkcije z definisane sa (1) lako se svodi
na poznat sluqaj. Za fiksirano y = y0 imamo da je z funkcija jedne promenǉive koja
se dobija kompozicijom funkcije f i v, gde je v(x) = u(x, y0). Dakle, z(x, y0) = ϕ(x) =
(f ◦ v)(x). Sliqno imamo i u sluqaju da fiksiramo x = x0. Tada je z(x0, y) = ψ(y) =
(f ◦w)(y), gde je w(y) = u(x0, y). Prema pravilu za izvod kompozicije funkcija imamo
da je ϕ′(x) = f ′(v(x))v′(x) i ψ′(y) = f ′(w(y))w′(y). Kako je v′ = u′x, w

′ = u′y, ϕ
′ = z′x i

ψ′ = z′y, to znaqi da je

z′x(x, y0) = f ′(u(x, y0))u
′
x(x, y0), z′y(x0, y) = f ′(u(x0, y))w′

y(x0, y).

Poxto ove jednakosti va�e za svako x = x0 i y = y0 (za koje je definisana funkcija
z), to je

z′x(x, y) = f ′(u(x, y))u′x(x, y), z′y(x, y) = f ′(u(x, y))w′
y(x, y)

ili u kra�em i jednostavnijem zapisu (gde se za navedene funkcije podrazumevaju
odgovaraju�i argumenti),

z′x = f ′u′x, z′y = f ′u′y. (4)

Za funkciju h definisanu sa (3) u u
beniku [1] (Teorema 2.3.3) dokazano je da su
ǌeni parcijalni izvodi dati jednakostima

h′x = f ′uu
′
x + f ′vv

′
x, h′y = f ′uu

′
y + f ′vv

′
y. (5)

Iz (5) se, kao specijalan sluqaj, dobija i izvod za funkciju g definisanu sa (2)

g′ = f ′uu
′ + f ′vv

′. (6)

U dokazu Teoreme 2.3.3 (iz [1]) jednakosti (5) su dobijene pod pretpostavkom da
su funkcije u, v i f diferencijabilne. Mo�e se, naravno, postaviti pitaǌe da
li je to i neophodan (ili je samo dovoǉan) uslov za jednakosti (5). Poxto u tim
jednakostima figurixu samo parcijalni izvodi funkcija u, v i f , mo�e se pomisliti
da je dovoǉno pretpostaviti samo da oni postoje. Slede�i primer pokazuje da to
nije tako.

Primer 2. Neka je funkcija f : R2 → R definisana sa

f(u, v) =


u2v

u2 + v2
, (u, v) 6= (0, 0)

0, (u, v) = (0, 0)

i neka su funkcije u, v : R → R definisane sa u(x) = v(x) = x. Funkcije u i v su
diferencijabilne u taqki x = 0, a funkcija f u taqki (0, 0) ima parcijalne izvode prvog
reda, f ′u(0, 0) = f ′v(0, 0) = 0.

Za x 6= 0 imamo da je

g(x) = f(u(x), v(x)) =
x2 · x
x2 + x2

=
x

2
,

a za x = 0 je g(0) = f(0, 0) = 0. To znaqi da je g(x) = x/2 za svako x ∈ R, pa je g′(x) = 1/2
tako�e za svako x ∈ R.

Me�utim, za x = 0 ne va�i jednakost (6) jer se iz ǌe dobija da je g′(0) = 0.
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Primetimo da u navedenom primeru funkcija f nije diferencijabilna u taqki
(0, 0), a da slo�ena funkcija g ima izvod, ali ne va�i formula (5) za nala�eǌe
izvoda slo�ene funkcije. Dakle, bez pretpostavke diferencijabilnosti funkcije f
ne va�e formule za parcijalne izvode slo�ene funkcije. U slede�em primeru iz
istog razloga (funkcija f nije diferencijabilna) slo�ena funkcija g qak nema ni
izvod.

Primer 3. Neka je f(u, v) = 3
√
uv, u(x) = v(x) = x2 i neka je g(x) = f(u(x), v(x)). Funkcije

u i v su diferencijabilne u R, a funkcija f ima parcijalne izvode u taqki (0, 0). Kako
je g(x) = |x|, funkcija g nema izvod u taqki x = 0. Razlog je to xto funkcija f nije
diferencijabilna u taqki (0, 0).

2 Slabiji uslovi za postojaǌe parcijalnih izvoda slo�ene
funkcije

Poxto smo videli da formule za parcijalne izvode slo�ene funkcije (jednakosti
(5) i (6)) ne va�e ako funkcija f nije diferencijabilna, ostaje da se vidi da li te
formule mogu da va�e bez pretpostavke o diferencijabilnosti funkcija u i v.

Slede�a teorema govori o tome da je to mogu�e, odnosno da jednakosti (5) i (6)
va�e i pri slabijim uslovima od onih u Teoremi 2.3.3 (iz [1]. Naime, funkcije u
i v ne moraju biti diferencijabilne, ve� je dovoǉno da imaju parcijalne izvode u
posmatranoj taqki (x0, y0).

Doka�imo najpre da analogno tvr�eǌe va�i za funkciju jedne promenǉive koja
je komponovana pomo�u funkcija f , u i v, gde su u i v funkcije jedne promenǉive.

Neka su funkcije u i v definisane u okolini taqke x0 ∈ R i neka je funkcija f
definisana u okolini taqke (u0, v0), gde je u0 = u(x0) i v0 = v(x0). Tada je u nekoj
okolini U taqke x0 definisana i funkcija g : x 7→ f(u(x), v(x)).

Teorema 1. Ako je funkcija f diferencijabilna u taqki (u0, v0) i ako funkcije u i v
imaju izvode u taqki x0, tada i funkcija g ima izvod u taqki x0 i va�i jednakost

g′(x0) = f ′u(u0, v0)u
′(x0) + f ′v(u0, v0)v

′(x0). (7)

Dokaz. Za x0 ∈ U i priraxtaj ∆x takav da je x0 + ∆x ∈ U imamo odgovaraju�e
priraxtaje ∆u(x0), ∆v(x0), ∆f(u0, v0) i ∆g(x0). Kako je funkcija f diferencijabilna
u taqki (u0, v0), to je

∆g(x0) = ∆f(u0, v0) = f ′u(u0, v0)∆u(x0) + f ′v(u0, v0)∆v(x0) + α∆u(x0) + β∆v(x0),

gde su α i β beskonaqno male funkcije kada ∆u(x0)→ 0 i ∆v(x0)→ 0.

Ako obe strane ove jednakosti podelimo sa ∆x, dobijamo da je

∆g(x0)

∆x
= f ′u(u0, v0)

∆u(x0)

∆x
+ f ′v(u0, v0)

∆v(x0)

∆x
+ α

∆u(x0)

∆x
+ β

∆v(x0)

∆x
. (8)

Kada ∆x→ 0, tada
∆u(x0)

∆x
→ u′(x0),

∆v(x0)

∆x
→ v′(x0). (9)

Osim toga, za ∆x → 0 imamo da ∆u(x0) → 0 i ∆v(x0) → 0 jer su funkcije u i v
neprekidne u taqki x0 (xto sledi iz pretpostavke da ove funkcije imaju izvod u
taqki x0). To daǉe znaqi da α→ 0 i β → 0 kada ∆x→ 0.

Sada iz (8) i (9) sledi da

∆g(x0)

∆x
→ f ′u(u0, v0)u

′(x0) + f ′v(u0, v0)v
′(x0)
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kada ∆x→ 0. Prema tome, g′(x0) postoji i va�i jednakost (7). �
Ako se podrazumeva da taqki x0 funkcija u i v odgovara taqka (u0, v0) funkcije

f , onda jednostavno mo�emo re�i da u taqki x0 va�i jednakost (6).
Pretpostavka da je funkcija f diferencijabilna u taqki (u0, v0) ne mo�e da se

izostavi ili oslabi, xto pokazuju Primer 2 i Primer 3.
Iz prethodne teoreme direktno slede jednakosti za parcijalne izvode funkcije h

definisane sa (3). Neka su funkcije u i v definisane u okoloni taqke (x0, y0) i neka
je funkcija f definisana u okolini taqke (u0, v0), gde je u0 = u(x0, y0) i v0 = v(x0, y0).

Teorema 2. Ako je funkcija f diferencijabilna u taqki (u0, v0) i ako u taqki (x0, y0)
postoje parcijalni izvodi u′x, u

′
y, v

′
x i v′y, tada postoje i parcijalni izvodi funkcije h

u taqki (x0, y0) i va�e jednakosti (5).

Dokaz. Poxto parcijalni izvod h′x dobijamo za fiksirano y, to znaqi da imamo
funkciju jedne promenǉive, pa mo�emo primeniti Teoremu 1. Ako u formuli (7)
izvode u′ i v′ zamenio sa parcijalnim izvodima u′x i v′x, dobijamo da parcijalni
izvod h′x u taqki (x0, y0) postoji i da va�i

h′x(x0, y0) = f ′u(u0, v0)u
′
x(x0, y0) + f ′v(u0, v0)v

′
x(x0, y0).

Na isti naqin, fiksiraǌem promenǉive x dobijamo da postoji parcijalni izvod h′y
u taqki (x0, y0) i da va�i

h′y(x0, y0) = f ′u(u0, v0)u
′
y(x0, y0) + f ′v(u0, v0)v

′
y(x0, y0).

Prema tome, u taqki (x0, y0) va�e jednakosti (5). �

Primer 4. Neka su funkcije u, v : R2 → R definisane sa

u(x, y) =


x3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
, v(x, y) =


xy

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0),

neka je f(u, v) = uv za (u, v) ∈ R2 i neka je h(x, y) = f(u(x, y, v(x, y)).

Za ove funkcije ispuǌeni su uslovi Teoreme 2 u taqki (0, 0). Funkcija f je diferenci-
jabilna u R2, a funkcije u i v nisu diferencijabilne u taqki (0, 0), ali imaju parcijalne
izvode: u′x(0, 0) = 1, u′y(0, 0) = v′x(0, 0) = v′y(0, 0) = 0. Poxto je f ′u = v i f ′v = u, prema
jednakostima (5) dobijamo da je

h′x(0, 0) = f ′u(0, 0)u′x(0, 0) + f ′v(0, 0)v′x(0, 0) = 0 · 1 + 0 · 0 = 0,

h′y(0, 0) = f ′u(0, 0)u′y(0, 0) + f ′v(0, 0)v′y(0, 0) = 0 · 0 + 0 · 0 = 0.

Naravno, ove parcijalne izvode mo�emo dobiti i direktno iz funkcije h koja je data
sa

h(x, y) =


x4y

(x2 + y2)2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Teorema 1 i Teorema 2 daju dovoǉne uslove za postojaǌe parcijalnih izvoda
slo�ene funkcije i za formule pomo�u kojih se ti izvodi mogu izraqunati. Nave-
deni uslovi nisu i neophodni. Dakle, jednakosti (5) i (6) mogu da va�e i kada
navedeni dovoǉni uslovi nisu ispuǌeni.
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Primer 5. Neka je f(u, v) = 3
√
uv, u(x) = v(x) = x2 i neka je g(x) = f(u(x), v(x)). Funkcija

f nije diferencijabilna u taqki (0, 0), xto znaqi da nisu ispuǌeni uslovi Teoreme 1.
Me�utim, jednakosti (6) za x = 0 su taqne jer je g′(0) = 0 i f ′u(0, 0) = f ′v(0, 0) = 0.

3 Diferencijabilnost slo�ene funkcije

Iz Teoreme 1 koja se odnosi na funkciju g : x 7→ f(u(x), v(x)) sledi da je slo�ena
funkcija g i diferencijabilna u taqki x0, jer je za funkcije jedne promenǉive difer-
encijabilnost ekvivalentna postojaǌu izvoda.

Me�utim, iz Teoreme 2 ne sledi diferencijabilnost funkcije

h : (x, y) 7→ f(u(x, y), v(x, y)).

Na primer, funkcija h iz Primera 4 nije diferencijabilna u taqki (0, 0), a funkcije
u, v i f ispuǌavaju uslove Teoreme 2.

U Teoremi 1 funkcije u i v su i diferencijabilne u taqki x0. Da li je takav
uslov za funkcije u i v dovoǉan i za diferencijabilnost slo�ene funkcije h?
Odgovor daje slede�a teorema.

Teorema 3. Ako je funkcija f diferencijabilna u taqki (u0, v0) i ako su funkcije u i v
diferencijabilne u taqki (x0, y0), tada je i funkcija h diferencijabilna u taqki (x0, y0)
i u toj taqki va�e jednakosti (5).

Dokaz. Neka je funkcija h deinisana u nekoj okolini U taqke (x0, y0) i neka su
priraxtaji h i k takvi da (x0 + h, y0 + k) ∈ U . Radi jednostavnosti pisaǌa (a i qi-
taǌa), argumenti funkcija �e u daǉem dokazu biti izostavǉeni, a podrazumeva se
da je (u0, v0) (gde je u0 = u(x0, y0) i v0 = v(x0, y0)) argument funkcije f i ǌenih parci-
jalnih izvoda i priraxtaja, a (x0, y0) argument funkcija u i v i ǌihovih priraxtaja
i parcijalnih izvoda.

Iz pretpostavke diferencijabilnosti funkcija u i v u taqki (x0, y0) imamo da je
u toj taqki

∆u = u′xh+ u′yk + α1h+ β1k, ∆v = v′xh+ v′yk + α2h+ β2k, (10)

gde su α1, β1, α2 i β2 beskonaqno male funkcija kada h→ 0 i k → 0.

Iz pretpostavke diferencijabilnosti funkcije f imamo da je

∆f = f ′u∆u+ f ′v∆v + α3∆u+ β3∆v, (11)

gde su α3 i β3 beskonaqno male funkcije kada h→ 0 i k → 0 (jer tada i priraxtaji
∆u i ∆v tako�e te�e nuli).

Zamenom u (11) izraza za ∆u i ∆v iz (10) dobijamo da je

∆f = f ′u(u′xh+ u′yk + α1h+ β1k) + f ′v(v′xh+ v′yk + α2h+ β2k) + γ, (12)

gde je

γ =α3(u
′
xh+ u′yk + α1h+ β1k) + β3(v

′
xh+ v′yk + α2h+ β2k)

=(α3u
′
x + α3α1 + β3v

′
x + β3α2)h+ (α3u

′
y + α3β1 + β3v

′
y + β3β2)k

=α4h+ β4k.

Jednakost (12) mo�e da se zapixe i u obliku

∆f = (f ′uu
′
x + f ′vv

′
x)h+ (f ′uu

′
y + f ′vv

′
y)k + δ, (13)
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gde je
δ = (f ′uα1 + f ′vα2)h+ (f ′uβ1 + f ′vβ2)k + γ = αh+ βk. (14)

Iz (13) i (14) sledi da je

∆f = (f ′uu
′
x + f ′vv

′
x)h+ (f ′uu

′
y + f ′vv

′
y)k + αh+ βk,

odnosno
∆h(x0, y0) = ∆f(u0, v0) = Ah+Bk + αh+ βk, (15)

gde je A = f ′uu
′
x + f ′vv

′
x i B = f ′uu

′
y + f ′vv

′
y. Kako su α4 i β4 beskonaqno male funkcija

kada h→ 0 i k → 0, takve su i α i β, pa iz jednakosti (15) zakǉuqujemo da je funkcija
h diferencijabilna u taqki (x0, y0).

Iz jednakosti (15) tako�e sledi da su A i B parcijalni izvodi funkcije h u
taqki (x0, y0). Prema tome, dokazali smo i da va�e jednakosti (5). �

Uslovi u prethodnoj teoremi nisu neophodni da bi funkcija h bila diferenci-
jabilna, xto pokazuje slede�i primer.

Primer 6. Neka su funkcije u, v : R2 → R definisane sa

u(x, y) =


x3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
, v(x, y) =


y3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0),

neka je f(u, v) = uv za (u, v) ∈ R2 i neka je h(x, y) = f(u(x, y, v(x, y)).

Funkcije u i v nisu diferencijabilne u taqki (0, 0), a funkcija h jeste diferencija-
bilna u toj taqki.

Zadaci

1. Za funkciju z : (x, y) 7→ f(
√
x2 + y2), gde je f : R→ R diferencijabilna funkcija,

odrediti parcijalne izvode prvog reda.

2. Dokazati da za funkciju z : (x, y) 7→ xf(xy), gde je f : R → R diferencijabilna
funkcija, va�i jednakost xz′x − yz′y = z.

3. Proveriti da li za funkciju z : (x, y) 7→ xf(x2 − y2), gde je f : R → R diferenci-
jabilna funkcija, va�i jednakost

y2z′x + xyz′y = xz.

4. Dokazati da za funkciju z : (x, y) 7→ y2

3x
+f(xy), gde je f : R→ R diferencijabilna

funkcija, va�i jednakost
x2z′x − xyz′y + y2 = 0.

5. Za funnkciju h : (x, y) 7→ u3 + v3, gde je u(x, y) = ln
√
x2 + y2 i v(x, y) = arctan

x

y
,

odrediti parcijalne izvode prvog reda.

6. Za funkciju h : (x, y) 7→ ln
u

v
, gde je u(x, y) = sin

x

y
i v(x, y) =

√
x

y
, odrediti

parcijalne izvode prvog reda.
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7. Neka je funkcija f : R2 → R definisana sa

f(u, v) =


u5/3v

u2 + v2
, (u, v) 6= (0, 0)

0, (u, v) = (0, 0)

i neka su funkcije u, v : R→ R definisane sa

u(x) = x, v(x) =

x4/3 sin
1

x
, x 6= 0

0, x = 0.

Dokazati da su u i v diferencijabilne funkcije u taqki x = 0 i da postoje
parcijalni izvodi funkcije f u taqki (0, 0), a da slo�ena funkcija g definisana sa
(2) nema izvod u taqki x = 0.

8. Ako su f, g : R → R diferencijabilne funkcije i ako je z(x, y) = f(x + g(y)),
proveriti da li va�i jednakost z′xz

′′
xy = z′yz

′′
xx.

9. Dokazati da za funkciju z : (x, y) 7→ f
(y
x

)
+ xg

(y
x

)
, gde su f, g : R → R diferen-

cijabilne funkcije, va�i jednakost

x2z′′x2 + 2xyz′′xy + y2u′′y2 = 0.

10. Dokazati da za funkciju h : (x, y) 7→ f(u(x, y), v(x, y)) va�i

h′′x2 = f ′′u2u
′
x
2

+ 2f ′′uvu
′
xv

′
x + f ′′v2v

′
x
2

+ f ′uu
′′
x2 + f ′vv

′′
x2 .

11. Za funkciju h : (x, y) 7→ f(u(x, y), v(x, y)) izvesti formule za sve parcijalne
izvode drugog reda.

12. Neka je h(x, y) = f(u(x, y), v(x, y)), gde je u(x, y) = x2y i v(x, y) = 3x+ 2y. Dokazati
da je

h′′y2 = x4f ′′u2 + 4x2f ′′uv + 4f ′′v2 , h′′xy = 2x3yf ′′u2 + (3x2 + 4xy)f ′′uv + 2xf ′u + 6f ′′v2 .

13. Data je funkcija f : R2 → R za koju va�i jednakost f ′′x2(x, y) + f ′′y2(x, y) = 0.
Dokazati da za slo�enu funkciju h : (x, y) 7→ f(u(x, y), v(x, y)), gde je

u(x, y) =
x

x2 + y2
, v(x, y) =

y

x2 + y2
,

tako�e va�i analogna jednakost.
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