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Funkcija f : D → R, gde je D ⊂ R2, je diferencijabilna u unutraxǌoj taqki
(x, y) ∈ D ako je

∆f(x, y) = f ′x(x, y)∆x+ f ′y(x, y)∆y + o
(√

∆x2 + ∆y2
)

kada ∆x→ 0 i ∆y → 0.
Ako (radi jednostavnijeg zapisa) priraxtaje ∆x i ∆y oznaqimo sa h i k, uslov

diferencijabilnosti funkcije f u taqki (a, b) �e biti

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) + f ′x(a, b)h+ f ′y(a, b)k + o(
√
h2 + k2) (1)

kada (h, k)→ (0, 0).

1 Ekvivalentan uslov diferencijabilnosti

Uslov (1) je ekvivalentan uslovu

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) + f ′x(a, b)h+ f ′y(a, b)k + α(h, k)h+ β(h, k)k, (2)

gde su α i β beskonaqno male funkcije kada (h, k)→ (0, 0).

Teorema 1. Funkcija f : D → R2, gde je D ⊂ R2, je diferencijabilna u unutraxǌoj
taqki (a, b) skupa D ako i samo ako u taqki (a, b) va�i uslov (2).

Dokaz. [Dovo	nost] Dokaz da iz uslova (2) sledi uslov (1) dat je u u
beniku [1]
(Teorema 2.3.1).

[Neophodnost] Doka�imo da va�i i obratno, da iz uslova (1) sledi uslov (2). Ako
je γ(h, k) = o(

√
h2 + k2) kada h→ 0 i k → 0, onda je

lim
(h,k)→(0,0)

γ(h, k)√
h2 + k2

= 0,

odnosno γ(h, k)/
√
h2 + k2 je beskonaqno mala kada h→ 0 i k → 0. Dakle,

γ(h, k)√
h2 + k2

= δ(h, k),
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pri qemu δ(h, k)→ 0 kada (h, k)→ (0, 0). To daǉe znaqi da je

γ(h, k) = δ(h, k)
√
h2 + k2 =

δ(h, k)h2 + δ(h, k)k2√
h2 + k2

=
δ(h, k)h√
h2 + k2

h+
δ(h, k)k√
h2 + k2

k.

Kako je δ beskonaqno mala funkcija kada h → 0 i k → 0 i kako su h/
√
h2 + k2 i

k/
√
h2 + k2 ograniqene funkcije, to je

γ(h, k) = α(h, k)h+ β(h, k)k,

gde su α i β beskonaqno male funkcije kada h→ 0 i k → 0, date sa

α(h, k) =
δ(h, k)h√
h2 + k2

, β(h, k) =
δ(h, k)h√
h2 + k2

.

Prema tome, dokazali smo da va�i uslov (1). �

2 Neophodni uslovi diferencijabilnosti

Iz same definicije diferencijabilnosti funkcije u nekoj taqki sledi da funkcija u
toj taqki ima parcijalne izvode prvog reda. Drugim reqima, postojaǌe parcijalnih
izvoda f ′x i f ′y u taqki (a, b) je neophodan uslov diferencijabilnosti funkcije f u
taqki (a, b).

Neophodan uslov diferencijabilnosti funkcije u nekoj taqki je i neprekidnost
funkcije u toj taqki. Ovo tvr�eǌe je dato u u
beniku [1] (Teorema 2.3.2), pri qemu se
u dokazu polazi od uslova (2) koji je (na osnovu tvr�eǌe iz Teoreme 1) ekvivalentan
uslovu (1). Neprekidnost se lako dobija i direktno iz uslova (1) jer desna strana
u toj jednakosti te�i ka f(a, b) kada h→ 0 i k → 0.

Prema tome, svaka funkcija koja u taqki (a, b) ne ispuǌava bar jedan od ova dva
neophodna uslova nije diferencijabilna u taqki (a, b).

Primer 1. Funkcija (x, y) 7→ |x|+ |y| nema parcijalne izvode u taqki (0, 0), pa nije ni
diferencijabilna u taqki (0, 0) (mada je neprekidna u (0, 0)).

U slede�em primeru nije ispuǌen drugi neophodan uslov.

Primer 2. Funkcija (x, y) 7→


xy

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
nije neprekidna u taqki (0, 0),

pa nije u toj taqki ni diferencijabilna (mada ima parcijalne izvode u (0, 0)).

Me�utim, ni oba ova uslova zajedno nisu dovoǉna za diferencijabilnost. Primer
neprekidne funkcije koja ima parcijalne izvode u taqki (0, 0), a nije u toj taqki
diferencijabilna, dat je u [1] (Primer 2.3.6). U pitaǌu je funkcija f : (x, y) 7→ 3

√
xy.

Primetimo da za ovu funkciju ne postoji f ′x u taqkama y-ose (osim taqke (0, 0)) i ne
postoji f ′y u taqkama x-ose (osim taqke (0, 0). Osim toga, parcijalni izvodi f ′x i f ′y
nisu neprekidni u taqki (0, 0) (na oblasti definisanosti).

Evo jox jednog sliqnog primera.
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Primer 3. Funkcija f : (x, y) 7→
√
|xy| je neprekidna u R2, ima parcijalne izvode u

taqki (0, 0), a nije diferencijabilna u toj taqki. Zaista, kako je f(0, 0) = f ′x(0, 0) =
f ′y(0, 0) = 0, funkcja je diferencijabilna u taqki (0, 0) ako je f(h, k) = o(

√
h2 + k2) kada

h→ 0 i k → 0. Iz jednakosti

f(h, k)√
h2 + k2

=

√
|ρ cosϕ · ρ sinϕ|√

ρ2 cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϕ
=
√
| cosϕ sinϕ|

vidimo da nije f(h, k) = o(
√
h2 + k2) kada h → 0 i k → 0. Prema tome, funkcija f nije

diferencijabilna u taqki (0, 0).

Primetimo da i u ovom primeru parcijalni izvodi f ′x i f ′y nisu definisani u nekoj
celoj okolini taqke (0, 0) i da nisu ni neprekidni u toj taqki (na skupu definisanosti).
Za proveru da li je f(h, k) = o(

√
h2 + k2) kada h→ 0 i k → 0, umesto korix�eǌa polarnih

koordinata, mogli smo i da uoqimo da je f(h, h)/
√
h2 + h2 = 1/

√
2.

Funkcija ne mora da bude diferencijabilna u taqki (a, b) qak i u sluqaju da je
neprekidna i da ima parcijalne izvode ne samo u taqki (a, b), ve� i u nekoj ǌenoj
okolini.

Primer 4. Funkcija (x, y) 7→


x2y

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
je neprekidna u taqki (0, 0) i

ima parcijalne izvode u R2,

f ′x(x, y) 7→


2xy3

(x2 + y2)2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

, f ′x(x, y) 7→


x4 − x2y2

(x2 + y2)2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0),

a nije diferencijabilna u taqki (0, 0).

3 Jaki dovoǉni uslovi za diferencijabilnost

Slede�a teorema daje dovoǉne uslove za diferencijablnost funkcije f u taqki (a, b).

Teorema 2. Ako su parcijalni izvodi prvog reda funkcije f definisani u nekoj okolini
U taqke (a, b) i ako su neprekidni u taqki (a, b), tada je funkcija f diferencijabilna u
taqki (a, b).

Dokaz. Za priraxtaje h i k za koje va�i (a+ h, b+ k) ∈ U imamo da je

∆f(a, b) = f(a+ h, b+ k)− f(a, b+ k) + f(a, b+ k)− f(a, b). (3)

Ako su ϕ : [a, a+ h]→ R i ψ : [b, b+ k]→ R funkcije definisane sa ϕ(x) = f(x, b+ k) i
ψ(y) = f(a, y), tada one ispuǌavaju uslove za primenu Lagran�ove teoreme. To znaqi
da postoji taqke ξ ∈ (a, a+ h) i θ ∈ (b, b+ k) (videti sl.1) za koje va�i

ϕ(a+ h)− ϕ(a) = ϕ′(ξ)h, ψ(b+ k)− ψ(b) = ψ′(θ)k.

S obzirom na definiciju funkcija ϕ i ψ, to daǉe znaqi da je

f(a+ h, b+ k)− f(a, b+ k) = f ′x(ξ, b+ k)h, f(a, b+ k)− f(a, b) = f ′y(a, θ)k. (4)
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Sl. 1: Taqke iz dokaza Teoreme 2

Iz (3) i (4) sledi da je

∆f(a, b) = f ′x(ξ, b+ k)h+ f ′y(a, θ)k. (5)

Na osnovu pretpostavke o neprekidnosti funkcija f ′x i f ′y u taqki (a, b) imamo da je1

f ′x(ξ, b+ k) = f ′x(a, b) + α(h, k), f ′y(a, θ) = f ′y(a, b) + β(k), (6)

gde su α i β beskonaqno male funkcije kada h→ 0 i k → 0. Iz (5) i (6) sledi da je

f(a+ h, b+ k)− f(a, b+ k) = f ′x(a, b)h+ αh, (7)

f(a, b+ k)− f(a, b) = f ′y(a, b)k + βk. (8)

Zamenom ovih izraza u (3) dobija se da je

∆f(a, b) = f ′x(a, b)h+ f ′y(a, b)k + α(h, k)h+ β(k)k.

Iz ove jednakosti (prema Teoremi 1) zakǉuqujemo da je funkcija f diferencijabilna
u taqki (a, b). �

Prema ovoj teoremi, za funkcije koje u okolini taqke (a, b) imaju definisane
parcijalne izvode prvog reda, mo�emo umesto jednakosti iz definicije diferenci-
jabilnosti, proveravati da li su ti parcijalni izvodi neprekidni u taqki (a, b). U
sluqaju da jesu, zakǉuqujemo da je funkcija diferencijabilna u taqki (a, b).

Ukoliko je funkcija iz klase C1(D) (skup funkcija koje su neprekidno diferen-
cijabilne2 na skupu D), onda je ona i diferencijabilna na D.

Primer 5. Funkcija f : (x, y) 7→ ln(x2 + y2) definisana je za svako (x, y) 6= (0, 0). Kako su
parcijalni izvodi

f ′x(x, y) =
2x

x2 + y2
, f ′y(x, y) =

2y

x2 + y2

neprekidni u oblasti definisanosti, prema Teoremi 2 i funkcija f je diferencijabilna
u oblasti definisanosti.

1Ovde se koristi tvr�eǌe: Funkcija f : R2 → R ima graniqnu vrednost A u taqki (a, b) ako i samo
ako je f(x, y) = A+ α(x, y), gde je α beskonaqno mala funkcija kada (x, y) → (a, b).

2Funkcija je u datoj taqki neprekidno diferencijabilna ako u toj taqki ima neprekidne parcijalne
izvode prvog reda.
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U slede�em primeru funkcija pripada klasi C1(R2).

Primer 6. Za funkciju f : R2 → R definisanu sa

f(x, y) =


y4

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

imamo da je

f ′x(x, y) = − 2xy4

(x2 + y2)2
, f ′y(x, y) = 2y3

2x2 + y2

(x2 + y2)2

za (x, y) 6= (0, 0) i f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0.

Funkcije f ′x i f ′y su neprekidne u taqkama (x, y) 6= (0, 0) (kao koliqnici neprekidnih
funkcija), pa ostaje jox da se proveri neprekidnost parcijalnih izvoda u taqki (0, 0).
Za x = ρ cosϕ i y = ρ sinϕ dobijamo da je

|f ′x(x, y)| = 2ρ| cosϕ sin4 ϕ| ≤ 2ρ, |f ′y(x, y)| = 2ρ| sin3 ϕ(2 cos2 ϕ+ sin2 ϕ| ≤ 6ρ.

Iz ovih nejednakosti vidimo da je

lim
(x,y)→(0,0)

f ′x(x, y) = f ′x(0, 0), lim
(x,y)→(0,0)

f ′x(x, y) = f ′y(0, 0).

Prema tome, funkcije f ′x i f ′y su neprekidne i u taqki (0, 0), xto znaqi da f ∈ C1(R2).
Prema prethodnoj teoremi funkcija f je diferencijabilna u svakoj taqki (x, y) ∈ R2.

Uslov iz Teoreme 2 nije i neophodan za diferencijabilnost. Postoje funkcije
koje su u datoj taqki diferencijabilne, a ne ispuǌavaju uslove Teoreme 2. Jedan
takav primer je dat u u
beniku [1] (Primer 2.3.7).

U dokazu Teoreme 2 korix�ena je neprekidnost funkcije f ′x u taqki (a, b) (funkcija
f ′x je definisana u nekoj okolini taqke (a, b)) i neprekidnost funkcije f ′y u taqki (a, b)
na skupu3

Y = {(a, y) | y ∈ (b− ε, b+ ε)} (9)

za neko ε > 0. Dakle, za funkciju f ′y mo�e se pretpostaviti i da postoji samo na
skupu Y . U svakom sluqaju uslov neprekidnosti za f ′y mo�e u Teoremi 2 da se zameni
uslovom neprekidnosti u taqki (a, b) na skupu Y .

Teorema 3. Neka funkcija f ima definisan parcijalni izvod f ′x u okolini taqke (a, b) i
definisan parcijalni izvod f ′y na skupu Y . Ako je funkcija f ′x neprekidna u taqki (a, b),
a funkcija f ′y neprekidna u toj istoj taqki na skupu Y , onda je f diferencijabilna u
taqki (a, b).

Ako x i y zamene uloge, dobijamo simetriqne uslove. Analogno definiciji skupa
Y iz (9) uvodimo i skup

X = {(x, b) | x ∈ (a− ε, a+ ε)} (10)

za neko ε > 0.

Teorema 4. Neka funkcija f ima definisan parcijalni izvod f ′y u okolini taqke (a, b) i
definisan parcijalni izvod f ′x na skupu X. Ako je funkcija f ′y neprekidna u taqki (a, b),
a funkcija f ′x neprekidna u toj istoj taqki na skupu X, onda je f diferencijabilna u
taqki (a, b).

3Za definiciju pojma funkcija je neprekidna u taqki na skupu videti u
benik [1] (Definicija 1.4.22).
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Me�utim, u Teoremi 2 uslov neprekidnosti funkcije f ′x ne mo�e da se zameni
uslovom neprekidnosti u taqki (a, b) na skupu definisanosti te funkcije (osim ako
skup definisanosti za f ′x nije neka cela okolina taqke (a, b)).

Primer 7. Neka je funkcija f : R2 → R data sa f(x, y) =

{
0, xy 6= 0

1, xy = 0.
Parcijalni

izvod f ′x je definisan za sve taqke van y-ose, a parcijalni izvod f ′y ispuǌava uslov
Teoreme 3. Funkcija f ′x je neprekidna u taqki (0, 0) na skupu definisanosti, ali ipak
nije diferencijabilna u taqki (0, 0).

4 Slabiji dovoǉni uslovi za diferencijabilnost

Uslovi iz Teoreme 2, pa qak i iz Teoreme 3 i Teoreme 4, mogu se oslabiti, odnosno
mogu se dati slabiji uslovi koji su dovoǉni za diferencijabilnost funkcije.

U u
beniku [1] (Teorema 2.3.3) je dokazano slede�e tvr�eǌe.

Teorema 5. Ako funkcija f ima definisane parcijalne izvode u taqki (a, b) i ako je
bar jedan od ǌih definisan i u okolini taqke (a, b) i neprekidan u toj taqki, onda je
funkcija f diferencijabilna u taqki (a, b).

Dakle, dovoǉan uslov za diferencijabilnost funkcije dve promenǉive mo�e da
obezbedi jedan od parcijalnih izvoda prvog reda. Na primer, ako za parcijalni
izvod f ′y izostavimo bilo kakvu pretpostavku o neprekidnosti, dobijamo slede�e
tvr�eǌe.

Teorema 6. Neka funkcija f ima definisan parcijalni izvod f ′x u nekoj okolini taqke
(a, b) i neka je parcijalni izvod f ′y definisan u taqki (a, b). Ako je funkcija f ′x neprekidna
u taqki (a, b), tada je funkcija f diferencijabilna u taqki (a, b).

Dokaz ove teoreme se dobija tako xto se u dokazu Teoreme 2, umesto primene La-
gran�ove teoreme za funkciju ψ, jednakost (8) dobija direktno na osnovu definicije
parcijalnog izvoda f ′y(a, b). Kako je f(a, b+ k)− f(a, b) = ∆yf(a, b) i kako ∆yf(a, b)/k →
f ′y(a, b) kada k → 0, to je

f(a, b+ k)− f(a, b)

k
= f ′y(a, b) + β(k).

Iz ove jednakosti (bez bilo kakve pretpostavke o neprekidnosti za f ′y) ponovo dobi-
jamo jednakost (8). Sve ostalo je isto kao u dokazu Teoreme 2.

Slede�i primer daje funkciju na koju ne mo�e da se primeni Teorema 2 (ni
Teorema 3, ni Teorema 4), a mo�e da se primeni Teorema 5.

Primer 8. Funkcija f : R2 → R definsana je sa

f(x, y) =

x2 sin
1

x
, x 6= 0

0, x = 0.

Za svako (x, y) ∈ R2 je f ′y(x, y) = 0, pa je funkcija f ′y neprekidna u taqki (0, 0). Za
parcijalni izvod f ′x imamo da je

f ′x =

2x sin
1

x
− cos

1

x
, x 6= 0

0, x = 0.
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Lako se vidi da u svim taqkama (0, y) za y ∈ R funkcija f ′x ima prekid, xto znaqi da
ne mogu da se primene teoreme koje sadr�e jake dovoǉne uslove.

Me�utim, ispuǌeni su uslovi za primenu Teoreme 5 (postoji f ′x(0, 0)), pa zakǉuqujemo
da je funkcija f diferencijabilna u taqki (0, 0).

Pitaǌe 1. Da li i jednakost (7) mo�e da se dobije tako xto se po�e od jednakosti

∆xf(a, b+ k) = f(a+ h, b+ k)− f(a, b+ k), lim
h→0

∆xf(a, b+ k)

h
= f ′x(a, b+ k)

(bez primene Lagran�ove teoreme)?

Teorema 6 mo�e da se koristi i za funkcije koje u datoj taqki imaju oba parci-
jalna izvoda neprekidna. Prednost je u tome xto ne mora da se proverava neprekid-
nost oba parcijalna izvoda, ve� samo jednog.

Primer 9. Neka je funkcija f : R2 → R definisana sa

f(x, y) =


xy3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Za datu funkciju je f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0. U [2] (zad. 2.8) je na osnovu definicije
utvr�eno da je funkcija f diferencijabilna u taqki (0, 0). Ako se koristi prethodna
teorema, dovoǉno je proveriti neprekidnost parcijalnog izvoda f ′x u taqki (0, 0). Za
(x, y) 6= (0, 0) diferenciraǌem datog izraza po x nalazimo da je

f ′x(x, y) =
y5 − y3x2

(x2 + y2)2
= ρ(sin5 ϕ− cos2 ϕ sin3 ϕ) = ρF (ϕ).

Kako je |F | ≤ 2, to je
lim

(x,y)→(0,0)
f ′x(x, y) = 0 = f ′x(0, 0).

Prema tome, funkcija f ′x je neprekidna u taqki (0, 0), pa prema Teoremi 6 sledi da je
funkcija f diferencijabilna u taqki (0, 0).

Zanimǉivo je da qak ni ovi dovoǉni uslovi nisu neophodni za diferencijablnost,
xto pokazuje slede�i primer.

Primer 10. Neka je f(x, y) = 3
√
x2y2. Kako je

|∆f(0, 0)| = 3
√
h2k2 =

3

√
ρ4 cos2 ϕ sin2 ϕ ≤ ρ4/3,

to je ∆f(0, 0) = o(
√
h2 + k2) kada ρ→ 0, pa je funkcija f diferencijabilna u taqki (0, 0).

S druge strane, iz jednakosti

f(h, y)− f(0, y) = 3
√
h2y2, f(x, k)− f(x, 0) =

3
√
x2k2

sledi da f ′x(0, y) za y 6= 0 i f ′y(x, 0) za x 6= 0 ne postoje.
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Dakle, funkcija mo�e da bude diferencijabilna qak i bez uslova koji figurixu
u Teoremi 5 i Teoremi 6. To znaqi da se mogu formulisati i neki drugi dovoǉni
uslovi, razliqiti od navedenih. Ako uslovi iz ove dve teoreme nisu ispuǌeni, a ne-
mamo drugih dovoǉnih uslova, ne ostaje nixta drugo nego da se diferencijabilnost
ispita na osnovu definicije.

Primer 11. U zadatku 2.10 iz [2] je f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0, a f ′x(0, y) = −1 i f ′y(x, 0) = 1.
Prema tome, funkcija f ′x nije neprekidna u taqki (0, 0) na skupu Y i funkcija f ′y(x, 0)
nije neprekidna u taqki (0, 0) na skupu X. To znaqi da nisu ispuǌeni uslovi nijedne od
navedenih teorema koje daju dovoǉne uslove za diferencijabilnost. Naravno, iz toga
ne mo�emo nixta zakǉuqiti po pitaǌu diferencijabilnosti, a u [2] je na osnovu
definicije utvr�eno da funkcija f nije diferencijabilna u taqki (0, 0).

Odnos neprekidnosti, egzistencije parcijalnih izvoda i datih dovoǉnih uslova
diferencijabilnosti je prikazan na slici 2.

Sl. 2: Uslovi za diferencijabilnost funkcije dve promenǉive

Zadaci

Proverom jakog dovoǉnog uslova diferencijabilnosti (proverom neprekidnosti par-
cijalnih izvoda) dokazati da je data funkcija diferencijabilna na R2.

1. f(x, y) =


x3y2

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

2. f(x, y) =


x2y2

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

3. f(x, y) =


x3y − xy3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

4. f(x, y) =

(x2 + y2)3 cos
1

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).
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5. Odrediti sve vrednosti realnog parametra λ za koje funkcija f data sa

f(x, y) =


xλy2

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

pripada klasi C1(R2).

U slede�im zadacima za datu funkciju odrediti sve taqke u kojima ona ima
parcijalne izvode i sve taqke u kojima je diferencijabilna.

6. f(x, y) =

{
1, xy 6= 0

0, xy = 0.

7. f(x, y) =


0, xy 6= 0

x, y = 0

y, x = 0.

8. f(x, y) = |x|+ |y| − |x+ y|.

9. Da li postoji funkcija f : R → R koja nije diferencijabilna u taqki (0, 0) i za
koju funkcija fn za svako n ∈ N tako�e nije diferencijabilna u taqki (0, 0)?

10. Da li postoji funkcija f : R→ R takva da f nije, a f2 jeste diferencijabilna
u taqki (0, 0)?

11. Neka je S skup svih funkcija f : R2 → R koje su diferencijabilne u taqki (0, 0)
i neka su + i · operacije sabiraǌa funkcija i mno�eǌa funkcije realnim brojem.
Da li je (S,+, ·) vektorski prostor?

12. Dokazati da je funkcija f : R2 → R diferencijabilna u taqki (a, b) ako i samo
ako postoje realni brojevi A, B i C takvi da je

lim
(h,k)→(0,0)

|f(a+ h, b+ k)−A−Bh− Ck|
|h|+ |k|

= 0.
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