
DIFERENCIJABILNOST FUNKCIJE DVE
PROMENǈIVE

Rexeni primeri i zadaci za ve�bu

Dragan �ori�

U narednim zadacima se uglavnom ispituje diferencijabilnost date funkcije u
taqki (0, 0). Prema definiciji diferencijabilnosti treba proveriti da li je

∆f(0, 0) = f ′x(0, 0)∆x + f ′y(0, 0)∆y + o
(√

∆x2 + ∆y2
)

kada ∆x→ 0 i ∆y → 0.
Ako je f(0, 0) = f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0, to znaqi da treba proveriti da li je

∆f(0, 0) = o
(√

∆x2 + ∆y2
)

kada ∆x→ 0 i ∆y → 0, odnosno da li je

lim
(∆x,∆y)→(0,0)

f(∆x,∆y)√
∆x2 + ∆y2

= 0.

Posledǌi uslov mo�emo i jednostavnije zapisati ako priraxtaje nezavisnih pro-
menǉivih oznaqimo sa x i y

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)√
x2 + y2

= 0.

Neophodan uslov diferencijabilnosti funkcije u nekoj taqki je neprekidnost
funkcije u toj taqki. Prema tome, ako funkcija nije neprekidna u datoj taqki, onda
ona nije ni diferencijabilna u toj taqki.

Rexeni primeri

1. Dokazati da je funkcija

f(x, y) =

{
e−1/(x2+y2), (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

diferencijabilna u svim taqkama ravni R× R.

Zadatak je rexen u [1] i u [7].

U slede�im zadacima dokazati da je data funkcija f : R × R → R diferencija-
bilna u taqki (0, 0), iako parcijalni izvodi u toj taqki imaju prekid.

2. f(x, y) =

(x2 + y2) sin
1

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).
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Zadatak je rexen u [7].

3. f(x, y) =

(x + y)2 sin
1√

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [7].

4. f(x, y) =



x2 sin
1

x
+ y2 sin

1

y
, xy 6= 0

x2 sin
1

x
, x 6= 0, y = 0

y2 sin
1

y
, y 6= 0, x = 0

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [7].

U slede�im zadacima dokazati da data funkcija f : R×R→ R u taqki (0, 0) nije
diferencijabilna, iako ima parcijalne izvode.

5. f(x, y) =
√
|xy|.

Zadatak je rexen u [7].

6. f(x, y) = 3
√
xy.

Zadatak je rexen u [1] i u [7].

7. f(x, y) =


x3y

x6 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [7].

8. f(x, y) =


x2y

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [7].

9. f(x, y) =


xy√

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [7].

Ispitati da li je data funkcija f diferencijabilna u taqki (0, 0).

10. f(x, y) =


y3 − x3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [2].

11. f(x, y) =


xy3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).
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Zadatak je rexen u [2].

12. f(x, y) =

1− xy√
x2 + y2

, (x, y) 6= (0, 0)

1, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [2].

13. f(x, y) =


x4y − xy2

x4 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [2].

14. f(x, y) = |x|+ |y| − |x + y|.

Zadatak je rexen u [2].

15. f(x, y) =


y3√

x2 + y2
sin

1

x2 + y2
+

x2y√
x2 + y2

cos
1

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [2].

16. f : (x, y) 7→

xy
x2 − y2

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [2].

17. f(x, y) =


x2y − xy4

x2 + y4
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [2].

18. f(x, y) =


x2 − y2

x2 + y2
x, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [2].

19. f(x, y) =


xy√

x2 + y2
sin

xy

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [2].

20. f(x, y) =


xy2√
x2 + y2

sin
3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [6].

21. f(x, y) =


y3 − 5xy√
x4 + y4

, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).
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Zadatak je rexen u [3].

22. f(x, y) =


y3 cosx + x3 cos y√

x4 + y4
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [3].

23. f(x, y) =


x3 + x2y√
x4 + y4

, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [3].

24. f(x, y) =

e
4y3

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [3].

25. f(x, y) =


xy2

x6 + y2
sin
√
x2 + y2, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [3].

26. f(x, y) =


x4y

x4 + y4
sin
√
x2 + y2, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [3].

27. f(x, y) =


x2y

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [3].

28. f(x, y) =


y3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Zadatak je rexen u [3].

Zadaci za samostalan rad

Odrediti sve taqke u kojima je data funkcija diferencijabilna.

29. f(x, y) = x|y|+ y|x|.

30. f(x, y) = |x2 − y2|.

31. f(x, y) = |x|+ |y| − ||x| − |y||.

32. f(x, y) = max{|x|a, |y|a}, a > 0.

33. f(x, y) =
1

1 + |xy|
.
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Ispitati da li je data funkcija f : R2 → R diferencijabilna u taqki (0, 0).

34. f(x, y) =
√

x2 + y2.

35. f(x, y) = 3
√
x3 + y3.

36. f(x, y) = 4
√
x4 + y4.

37. f(x, y) = 5
√
x5 + y5.

38. f(x, y) = 3
√
x3 + y4.

39. f(x, y) = ( 3
√
x + 3
√
y)3.

40. f(x, y) = cos 3
√
xy.

41. f(x, y) = y + cos 3
√

x2 + y2.

42. f(x, y) = arcsin(xy + 3
√

x3 + y3).

43. f(x, y) = arctan(xy + y + 3
√
x2y).

44. f(x, y) = ln(3 + 3
√

x2|y|).

45. f(x, y) = |y|sinx.

46. f(x, y) = y3/5 arcsin
√
|x|.

47. f(x, y) =


x2 − y2

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

48. f(x, y) =


xy√

x2 + y2
cos

xy

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

49. f(x, y) =


x3 + y3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

50. f(x, y) =


x5 + y5

x4 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

51. f(x, y) =


x7 + y7

x6 + y6
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

52. f(x, y) =


y3 − x3

x2 + 2y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

53. f(x, y) =


(x− y2)3

x2 + y4
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).
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54. f(x, y) =

x sin
y

|x|
, x 6= 0

0, x = 0.

55. f(x, y) =

 3
√
xy cos

1

x
, x 6= 0

0, x = 0.

56. f(x, y) =

x2 sin
1

x
+ y2, x 6= 0

y2, x = 0.

57. f(x, y) =

(x2 + y2) cos
1

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

58. f(x, y) =

(x + y)
√

(x2 + y2) sin
1√

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

59. f(x, y) =


x3y2

(x6 + y6)2/3
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

60. f(x, y) =


x3y2√
x6 + y6

, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

61. f(x, y) =


(x2y)4/3√
x4 + y4

, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

62. f(x, y) =


(x2y)4/3

(x4 + y4)3/4
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

63. f(x, y) =


|x3y|1/2√

x2 + xy + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

64. f(x, y) =


(x2y3)3/5

x2 − xy + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

65. f(x, y) =


(x2y3)3/5√
x2 − xy + y2

, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

66. f(x, y) =


√

1 + xy − exy/2

(x2 + y2)3/2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).
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67. f(x, y) =


(x3y + y5)1/3

|x|+ |y|
+ 2y, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

68. f(x, y) =


1

(x2 + y2)5/2

[
ln

1 + xy

1− xy
− 2xy

]
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

69. Dokazati da funkcija f : R2 → R definisana sa f(x, y) = 3
√
xy nije diferencija-

bilna u taqkama (x, 0) i (0, y) za svako x, y ∈ R.

70. Ispitati da li je funkcija f : R2 → R definisana sa

f(x, y) =


ey sinx2y

x
, x 6= 0

0, x = 0

diferencijabilna u taqkama (0, y).

71. Ispitati da li je funkcija f : R2 → R definisana sa

f(x, y) =

{
x arctan

y

x
, x 6= 0

0, x = 0

diferencijabilna u taqkama (0, y).

U slede�im zadacima odrediti sve vrednosti parametra a za koje je data funkcija
diferencijabilna u taqki (0, 0).

72. f(x, y) = |xy|a.

73. f(x, y) =

{
|x + y|3a + |y|4−a, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

74. f(x, y) =


|x|a|y|5−2a

|x|+ |y|
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

75. f(x, y) =


|x|3a + y7−a

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

76. f(x, y) =


|xy|a

1− ln(x2 + y2)
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).
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