CKYIIOBU ¥ R?

Pemenn nmpuMmepu u 3amanu 3a BeXOY

Ilparan bHopuh

1 Hopma u merpura y R? 1
2 TeoMerpujcka MHTepmperanuja ckymoBa y R> 5
3 OTBOpeHM U 3aTBOPEHU CKymoBH y R? 8
4 Huszosu y R? 15

Enemerntn ckyma R? cy ypebeme nBojke peamnmx 6pojeBa. Asre6apcka CTPYKTypa
(R%2,R, +,), rme je + omepamuja cabupama ypeheHux mBOjKM, a - Omepaluja MHOKEHA
ypebene nBojke peannum GpojeMm (cramapom), je sekmopcku npocmop (Bumeru [2], cTp.61)
Han nosseM R. OBaj BekTopcku npocrop hemo (panu jemHocraBHOCTH) Takobhe o3HaUaBaTU
ca R? (kao m cam ckym). Bekropcku mpocTtop R? je nBomumenswonm, a jemny 6a3y Tor
npoctopa umute Bekropu (1,0) u (0,1).

1 Hopwma u merpukra y R?

YBobemem HOpMe 3a BekTope m3 R? (ypebeme mapose), BexTopcku mpocTop R? mocraje
HopMmuparu npocmop. Kako je cBakum HOpMUPAHU IPOCTOP UCTOBPEMEHO W METPUYKHU IIPOC-
Top (Merpura onpebyje pacrojame mamebhy Tauaka unu eneMmeHara mpocropa), TO 3HAYMN
na y mpoctopy R? mory ma ce yBemy okosnmHe Tadaka (BeKTopa) M ma ce meGUHUIIY
TPAHUYHU TIPOIECH.

Ako ce HOpMa neduwrmme momohy crammapmHOr (E€YKIMICKOT) CKaJapHOT TpOm3Bomal
(sumeTu [2], cTp.68), mobuja ce ma je nopma® mwmm dyxcuna Berropa T = (T1,T2), y O3HAIM
||z|]| (mose u |z|, kao mTo je y R) mara ca

2 2

Y ToM cayuajy mempuxa je maTta ca

d(z,y) = ||z — yll = V(21 — 1) + (22 — 12)?

3a = (x1,22) u y = (y1,¥Y2). 3a METPUKY MO/Ke Ha Ce KOPUCTU U TEPMUH PaAcmojame.

Mpocrop R? ca ckaJapHUM IPOU3BOIOM je YHUMAPHU NPOCTOP.

*Hopma y BerTopckoM mpoctopy X mma ciemeha csojctra: [|0]| = 0, ||z|| > 0 3a cBako © € X u = # 0,
[|IAz|| = |\ - ||z|| 3a cBako z € X u ||z +y|| < ||z|| + ||y|| 32 cBaro z,y € X. Cryn X ca nepuHICAHOM HOPMOM
je mopmupan npocmop.



Cryn R? ca 0BaKBOM HOPMOM U METPUKOM j€ eykaudcky npocmop, a MEeTPHUKA, je eyKIII-
CKa U1 O3HavaBa ce u ca ds.

JlBe MeTpuke mi u my y R? cy exeusanenmme axo IOCTOje TO3UTUBHU GpojeBu o u 3,
TaKBH Ia 3a cBe T,y € R? u o # y Baxu

a - ml(x7y) < mQ(xv y) < ﬁ ’ ml(l’,y)-
Pemenu npumepu

1.1. IoxrasaTtu ga ¢ymrmuja do : R> — R 3amcra umymaBa ycloBe 3a METPHUKY:

1. da(z,y) = 0 aro u camo ako je z = y;
2. do(z,y) = dao(y, ) 3a cBako x,y € R? (cumerpuja);

3. da(z,y) < do(x,2) + da(2,9) 3a cBako z,y,z € R? (mejemmakroct Tpoyria).

Pewewe. VI3 npasa 3a ¢pyurnujy da,
da(2,y) = /(21 — y1)% + (22 — y2)?

mupekTHO cienu 1. u 2. Tpeba jom mokasaTu na Ba)KU Heje THAKOCT TPOYTIa, OMHOCHO 13

je

V(@ —y1)2 + (22 —12)? < V(w1 — 21)2 + (22 — 22)2 + V(21 — 1)2 + (22 — 12)2.
Axo je
T1—2=a, T2—2=a2, 2 —Y =0bi, 22—1ys="0by,

MpPEeTXOMHA HEejeTHAKOCT je
¢W1+mﬁ+w@+hﬁ%§¢ﬁ+a&+¢@+ﬁ§

IlomTo cy obe cTpame oBe HejeTHAKOCTU HEHETaTUBHE, KBaIpUpPAaImeEM ce nobuja eKBUBa-

JIEHTHA HejeTHAKOCT

a1by + asby < \/a%+a%-\/b%+b%.

OBa HejemHAKOCT je TauyHa jep Cienu 13 HejeTHAKOCTU

|a1b1+a2b2] < \/a%jtag- \/b%—l-b%
4

KOja je eKBUBAaJIEHTHA MO3HaTO] KomujeBoj Heje mHAKOCTH
(a1b1 + agbs)?® < (af + a3) (b7 + b3).
1.2. Jlokasatu ma je cBaka MeTpuka d KOja UCIyHaBa yCJIOBE U3 IMPETXOMHOT 3a0aTKa
HeHeraTUBHA (QYHKIOU]a.
Pewemwe. VI3 ycioBa wnejednarxocm mpyzaa U CumMempuja UMaMo Oa je
d(z,z) < d(z,y) +d(y, ) = 2d(z,y)

3a cBako 2,y € R?. Kaxo je d(x,z) =0, To 3maun ma je d(z,y) > 0 3a cBako x,y € R2.

3Eyxmuacku mpoctop R? je mempuuku npocmop u HOPMUPAH NPOCTOP.

‘KommjeBa HejemHAKOCT ce JIaKO IOKa3yje jep je eKBUBaJIeHTHa TadHoj Hejemmakoct (aibz — agbi)? > 0.
Amnasorna nejenparoct Baxku 'y R" (Buzmeru [2], cTp.69), a Moike na ce Hokaske pasMaTpPameM AUCKPUMUHAHTE
moroaHo u3abpaHor KBagpaTHOr TpuHoMma. Ha mpumep, y HameM ciayudajy (3a n = 2) 3a

@) = (a1t +b1)? + (azt + b2)? = (a3 + a3)t* + (2a1b1 + 2abo)t + b7 + b3

nmvamo gma je f(t) > 0, ma u3 mejemmaxoctu D < 0 (D je muckpumMuuanTa tpuaoma f(t)) ciemu Komwujesa
HejeTHAKOCT.



3a,z;an;1z1 3a caMoCTaJIaH pan

1.3. Jlokasatu na je ckyn R? exBuBasentan ckymy R.

1.4. Vicuuratu na au je pyHrumjom x — max{|z1l|, |z2|}, roe je x = (z1,22), nepunucana
HOpPMa Yy BEKTOPCKOM mpocTopy R2.

1.5. Vicnuratu na nu je pymrmujom x — min{|xi],|z2|}, rme je © = (x1,22), nepunucana
HOpMa y BEKTOPCKOM MpocTOpy RZ.

1.6. JlokasaTu ma y CiIydajy eykImacKe HOPMe 3a CBako T,y € R? Bawmu
lle + gl + |z = yI* = 2[|2[[* + 2[[y|[*.

1.7. Heka je pymrmajom x +— ||z|| nepumrucana mexa mopma y R?. Wcmmraru na au je
dynrmmja d : R? — R medunucana ca d(z,y) = ||z — y|| merpura y R2.

1.8. Jlokasaru ma 3a cBako T,y,a € R? u 3a 6umo kojy merpury d y R? Bame jemmaxoctu
d(—z,—y) = d(z,y), d(z+a,y+a)=d(z,y).
1.9. JlokasaTu ma 3a cBako Z,¥, z,u € R? u 3a 6uino kojy mMerpuky d y R? Basu
d(z,u) < d(z,y)+d(y, z) + d(z,u)
(mejenHarocT yeTBOpOYTIIA).

1.10. Heka cy x1,%9,...2, 6mIo koje Tauke u Heka je d 6miIo Koja Merpura y RZ.
Iloxkazat; ma 3a n > 2 Baku

d(zy,z,) < d(x1,22) + d(z2,23) + - - + d(@p—1,2p)
(mejemHarkocT MHOrOyriIa).

1.11. ®ymrmumja d : R? — R ne¢umucana je ca d(z,y) = |v1 — 1], rae je x = (v1,22) m
y = (y1,v2). Ha nu je d merpura y R2?

1.12. [oxkazaru ma ¢pyHKIZja d : R? >R maTa ca
di(z,y) = |z1 — y1| + 22 — y2l,

roe je x = (v1,22) u y = (y1,92) medunmme pacrojame y R? (mosmaTo je xao Menzemn
MEMPUKQ).

1.13. ®ymrnuja d : R? — R nedpurucana je ca
d(@,y) = |v1 — y1| + 2|2 — y2l,
roe je © = (v1,22) uy = (y1,2). Ha mu je d merpura y R??
1.14. Ioxazatu na GpyHKROUja deo : R? S5 R maTa ca
doo (2, y) = max{lz1 — y1], |22 — y2l},

rue je x = (v1,72) u y = (y1,y2) medunume pactojame y R? (mosmato je kao Yebuweameaa
mempura®).

®OBa MeTpHEKa je jom HO3HATA ¥ KAo YHUPOPMHA MemPuKa U O3HAYABA Ce U ca dy



1.15. Ucnuraru na au ¢ysEIUHja d ! R? - R mara ca
d(xz,y) = max{alx; — y1|,blxa — 2|}, a,b>0
rue je v = (v1,22) u y = (y1,y2) medunmmre pacrojame y R2.
1.16. Ia au je dynrmuja d = ads, rue je a > 0, merpusa y R??
1.17. la au je dyurnuja d = d3 merpura y R2?

1.18. Heka cy mj u mo mBe MeTpure y R2. Ucnuraru na au cy mi + ma, 2mq + 3mo,
max{my,ma}, min{my, ma}, my - ma, m? +m3, \/m?+m3, /mj+ m3 rakobe merpure y
ckymy R2.

1.19. JlokaszaTu na ¢ysKmUja d) : RZ >R maTa ca
1
dp(x,y) = (o1 =P+ |oa = yafP) /7,
rae je © = (x1,22) uy = (y1,y2) u rme je 1 < p < 00, medunume pacrojame y R2.

1.20. Jlokxasatu ma dpysxmmja d: R? — R nara ca

1, x#y,
d(z,y) = {0 vy

3a 1,y € R? medunume pacrojame y R? (mosmaTo je xao duckpemma mempuxa).

1.21. lloxazaTtu na ¢pysrnuja d : R? >R maTa ca

d(z, ) da(z,y), x, yi(0,0) cy KommHeapHe Tauke,
T,y) =
da(z,0) + da(0,y), y mpoTuBHOM,

3a z,y € R? medpunume pacrojame y R? (mosmaro je xao I'puka mempuka Wi mempura
8a30ywHe AUHUE ).

1.22. Iokazatu ma y R? Bamu doo(7,7y) < da(z,y) < di(2,y) < 2doo(z,y).
1.23. Jlokasaru ma cy merpuke di, dy u ds y R? MeBycobro exBuBamenTHe.
1.24. Vicouraru na au cy cBe MeTpuke dy, 3a 1 < p < 00 MehycoGHO eKBUBaJICHTHE.
1.25. Heka je d merpuka y R? u meka je dymrmuja d; : R> — R nara ca
di(z,y) = In(1 + d(z,y))
3a x,y € R?. Jlokasatu ma je d; rakobe merpura y R2.
1.26. Heka je d merpuka y R? u meka je dymrmuja p: R? — R gara ca

d(z,y)
p(:r,y) = 1—|—d(m,y)

3a z,y € R?. Jlokasaru ga je p rakobe merpuxa y R2.

1.27. Jloka3aru na 3a cBaky MeTpuky y R’ u cBako x,v,z € R? Bammu
|d(z, z) — d(y, 2)| < d(=,y).
1.28. Ilokazaru ma 3a cBaky MeTpuky y R? u cBako z,y,u,v € R? Bamn

|d(z,u) — d(y, )| < d(z,y) + d(u, v).



2 TeomeTpujcka MHTepmpeTamuja cKymoBa y R2

Axo enementy (z,y) m3 R? mpuapysxumo Tauky ca koopaumHatama r u y y pasuu 10y,
ouna he ckymy m3 R? omrosapary ckym Tavaka y paBHH. Basku m ob6parHO, m3abpaHn
Ckynm Tauaka y paBuH oxpebyje ckym y R%2. Y ToM cMMCIy, MOXEMO 3a HATH CKYI 13
R? kopucTuTH U BeroBy zeomempujcky ummepnpemayujy (omrosapajyhm ckym Ttauaka y
paBHU).

JemHocTaBHM ImprMepH CKylOBa Tadaka y PaBHU cy aunuje 1 ¢ueype. Ha mpumep,
HenperunHe GpyHrnuje © = p(t) my = (t) 3a t € [t1,t2] mepunrumy wenpexuony xpusy. Ako
cy @ u v auHeapHe ¢pyHKUUje, r = at+LF uy =yt+9, 3a t € R nobujamo npasy aunujy uiu
npasy. 3a mare tauke Mi(x1,y1) u Ma(xe,y2) npaBa Koja caAp:xku Te Tauke eGUHUCAHA
je ca

r=x1+t(xa—21), y=y1+t(y2—vy1), teR
Taury M; mobujamo 3a t = 0, a Taury My 3a t = 1. 3a T € [0,1] umamo dyxc M;Ms.
KpuBa koja je cacTtaBibeHa OO KOHAYHOT Opoja OYKU je UAOMBDENA AUNUIG.

Ckyn Tauaka medpuHUCAHUX ca T = cost m y = sint 3a t € [t1,t9] je kpyacna aunuja. 3a
t € [0,27] To je kpymcnuya, 3a t € [0,7] To je 20pma noaykpymcnuya, a 3a t € [m,2w| TO je
domwa noaykpyacnuya. Ca x = xg+rcost u y =yo+rsint 3a t € [0,27] nara je KpyskHUNA C
nearpoM y tauku My(xo,yo) 1 moaynpeunuroMm nyskune r. Vcrta kpyskHULA je medpuHECAHA

U je THAUYMHOM

(x —x0)* + (y — yo)* = r?

” mpenacTaBsba CKyn cBux tadaka M (z,y) Koje cy Ha pacrojamy r on tauke My(xg,yo)-

Cxyn cBux tauaka M (z,y) 3a koje Basku (v —x0)? + (y —y0)? < r? je sameopen kpye nim
camo kpyz) koju hemo osmauasatu ca K[My,r]. Ako je crpora mejenuaroct, To he Gurtn
omeopen kpye Koju hiemo oszmauasatu ca K (My,r).

Y cnyuajy eykauncke MeTpuke Tauke (1, 1) n3 R? MokeMoO fa HOMCTOBETHMO Ca TauKaMa
M(z,y) w3 zOy paBEm. Y TOM CMHUCIy 3a CKymoBe u3 R?, umje reomerpujcke MHTep-
nperanuje y xOy paBHU IpPenCTaB/bajy MNO3HATE JUHUjE U QUIypPe, MOKEMO Na IPEYy3MeMO
Ha3uBe TUX guaUja u ¢urypa. MeDhyrum, ucre Te mojMoBe MOkKEMO A KOPUCTUMO U Yy
Cllyuajy HeKe Mpyre MeTPUKe.

Axo je d 6uio xoja Merpuka y R?, omeopen kpyz WIN 0Meopena Kyzaa C IEHTPOM y
raukn a € R? u momynpeunukoMm 7 > 0 je ckym

B(a,r) = {x €¢ R* : d(x,a) <r}
(o3maka B je ox enruecke peun ball). 3ameopen xpye unu zameopena kyzaa je CKyI
Bla,r] = {x € R? : d(x,a) <r}.

Axo je d eyrnmmacka merpuka, ckynosuma B(a,r) u Bla,r] y paBan xOy omrosapajy
kpyrosu K(A,r) u K[A,r], c uearpoMm y tauku A(a). 3a HEKe Apyre MeTPUKE F€OMETPU]jCKE
uETepIpeTamje kyrau u3 R? He Mopajy GUTH KpyTOBH.

Ha cinuas HauwH yBOMMMO Ha3uBe M 3a pasHe apyre ckymose u3 R?. Tako je ckym
[a1,b1] X [a2, b2] sameopenu npasoyzaonuk, a cryn (a1,b2) X (ag, b2) je omeopenu npasoyzaornur
unu omeopenu unmepeas y R2. IpaBoyraonuk moxe na 6yme u 6eckonauan. Ha mpumep,
[0,4+00) X [0,1] je beckonanwan npasoyeaoruxk.

Pacmojame usmeby mauxe v € R? u nenpasmnoe ckyna A C R? mato je ca

d(xz,A) = inf{d(z,a) : a € A},
a pacmojame usamehy nenpasnuz cxynoea A, B C R? je

d(A, B) = inf{d(a,b) : a € A, b € B}.



Pemenu npumepnu

2.1. Ompemuru reoMmerpujcky purypy y paBam mnepurucany ca r >0,y > 0u z+y < a,
rue je a > 0.

Pewemwe. latu ckyn Ttauaka je mpecek ckymoBa A, B u C, roe je

A={(z,y) : 220}, B={(z,y) : y=20}, C={(z,y) : y<-z+a}.

Crkyn A je mpurasan Ha ci.l, meBo. Ha wmcroj cnumu cy u ckyn B (y cpemuun) un ckyn C
(mecuo). HbuxoB mpecek je mpura3aH Ha CJI.2, JIEBO.

(BN

|

Cu. 1: Crynosu A, Bu C

2.2. Heka je A C R? Kpyr c HeHTPOM y Tauk; C(2,3) u monyupeunuroMm ny:xune 5. Tauke
ckyna A ommcaru Hejemnakoctuma tuna a < r < b u p(x) <y < P(x).

Ca. 2: Purypa u3 3an.2.1 (neBo) u rpapunu GpyHrnuja ¢ u 1 u3 3an.2.2 (gecHo)

Peweme. Jennaunna kpyskuune (rpanune ckyna A)
(x—22+(@y—-32%=25

MOKe Ila Ce HaIWIle U Yy OOJIUKY

y =3+ V21 +4x — 22,

Py YeMy je Topmba IOoJNyKpY:RHUNA onpebhena 3makoMm miyc, a qoma 3HAKOM MUHYyC. Tauke
IpevYHuKa Koju je mapadsenas z-ocu cy (—3,3) u (7,3).

IIpema Tome, 3a —3 < x < 7 umamo ga je ¢(z) <y < (z), rme je

o(r) =3 - V21 +4x — 22, Y(x) =34+ V21 +4z — 22



3a,qaun 3a caMoCTaJIaH pan

Y cunemehum 3amammMa maTu CKym MPEACTABUTUA T€OMETPU)jCKU.

2.3. {(ZL‘,y : |.%'| < 17 |y| < 1}
2.4. {(r,y) © al + Iyl < 1.
2.5. {(z,y) : |z| +2ly| < 3}.

2.7. { . sin® a4 sin® 1y = 0}.

: sinmx - sinmy = 0}.

)
(2,y)
(2,y)

2.6. {(z,y) : (@*+y* - 1)(9 -2 —y*) > 0}.
(z,y)
2.8. {(z,y)
)

2.9. {(z,y) : 2> —6x4+y> -8y <0, z? — 2z +y* + 4y — 35 < 0}.

2.10. {(z,y) : 0<y <1, y<z<, y}.

2.11. {(z,y) : 0<y <2, y<z<V2+y—1y2}.

2.12. Ckyn Tayaka KOje orpaHumyaBa uyeTBopoyrao onpeben mpaBama r = 3, x = 5,
3rx—2y+4 =0wu 6xr—4y+2 = 0 onucarn Hejenmarkoctuma Tuna ¢ < r < bu ¢(x) <y < (x).
+ 3,

2.13. Ckyn Tauaka KOje orpaHmyaBa udeTBopoyrao onpeben mpaBama ¥
(z

y=—-2x+1uy=—2x+ 5 onucaru HejenuarocTuma tuna a¢ < r < bu ¢ )S §1/)()

2.14. Haectu mpumep Merpuke y R? 3a Kojy mocToje OBe jeqHAKe KyTJle Ca KCTUM
IEHTPOM U PA3IUYUTUM IOIYIPEYHUIIIMA.

2.15. Jla nu nocroju monckym on R? koju ca eyRIMICKOM METPUKOM YMHI METPUAYKHI IIPOC-
TOp M y KOjeM IIOCTOje HBe jemHaKe KyIJyle ca WCTUM IeHTPOM ¥ Pa3IWYUTUM MOJyIped-
HUnuMa 7

2.16. Jlokaszatu ma je y cayuajy muckperHe merpuke B(a,r) = {a} 3a cBaro r € (0,1] n
Bl(a,r) = R? 3a cBako r > 1.

Ca. 3: Jemumruune xyrie y di u dz/; MeTpunu

2.17. Iorasatu ma je y ciydajy MeTpuke d; jeIUHUYHU OTBOPEH OUCK AT Ca
B(0,1) = {(z,y) € R? : |z +[y[ <1}
(Bumetu ciu.3, n1€eBO).

2.18. Iloka3zaTu na je ciaydvajy MeTpUKe d3/2 JeIMHUYHN OTBOPEH NUNCK AT Ca

B(O,l):{(x,y) €R2 . |$|3/2+|y‘3/2<1}



(BumeTm ci.3, mecHO).
2.19. JloraszaTu ma je cayuajy MeTpuke d3 jeIMHUYHN OTBOPEH OUCK HAaT Ca
B(0,1) = {(z,y) € R® = |2’ + [y’ <1}
(Bumetu ciu.4, meBo).
2.20. Jlokasatu ma je ciayuajy MeTpPUKe do, jJeOUHUYHU OTBODEH MUCK NAT Ca
B(0,1) = {(z,y) € R” : max{Jz[, |y|} < 1}

(Bumetu ciu.4, mecHo).

Ca. 4: Jenunuune kyrie y ds u doo MeTpuUnu
2.21. [lokasartu ma ¢yHKIUja d : R2 — R nara ca
d(z,y) = max{|z1 — 2|, [y1 — y2|, |21 + y2 — 2 — 1]},

rme je ¢ = (z1,22) u y = (y1,%2), Aedurume Merpury y R? u ompemuTu Ckyn Tadaka y
PaBHU KOjU IPEACTaBiba M€OMETPUjCKYy MHTepuperanujy orBopenor mucka B(0,1).

2.22. Jlokasatu ma je ca ||z|| = |x1| + |22|/2, 32 © = (71, 72), mepunmcana mopma y R? u
OZpeIUTHU CKyN TadyaKa y PaBHU KOjU IPEICTaB/ba F€OMETPUjCKYy WHTEPIPETaNujy MACKA
B[0,1] y omrocy Ha MeTpury oxpebeny oBoM HOpMOM.

2.23. HasecTtu mpumep Hempasuux ckymoBa A, B C R? u merpure d 3a koje Baxu
d(A,B) #0, dy(A,B)=0.
2.24. Jlokasaru ga 3a HempasHe monckynose A, B € R? paxn
d(A,B) =inf{d(x,B) : © € A} =inf{d(y,A) : y € B}.

2.25. JlokasaTu ga 3a cBaku Hempasas ckyn A C R? u cBako z,y € R? Bamnu

|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).

3 OTBOpeHU U 3aTBOPEHU CKymoBH y R’

Eyxmuncku (Merpuukn) mpoctop R?, kao um 6mio koju merpuusu mpoctop (R? d), mosxe
ce majbe YONIITUTH IO TOMOJIOMKOT MPOCTOPa yBohemeM mojMa OTBOPEHOT CKyTIA.

Hexa je ¢ > 0. 3a a € R? xyraa B(a,¢) je e-oxoauna mauxe a u oznauasa ce u ca Us(a).
Tauxra a ckyna A C R? je ynympawma mauxa ckyna A ako IOCTOjU £-OKOJIMHA TAuKe @ KOja



nesa mpunana ckyny A. Ywympawmocm niu unmepuop ckyna A je CKyn CBUX yHYTPAIIHUX
rauaka ckyna A u o3mauasa ce ca A° unu ca int(A). Cnomawmocm nau excmepuop CKyma
A C R? je ymyrpammoct ckyma A° um osmauasa ce ca ext(A). Hempasam ckym A C R?
je omeopen ako je CBaka HWeroBa Tauyka yHYTpallllba, a IPa3aH CKYI je Takohe OTBOpEH.
damuiuja cBUX OTBOpeHMX CKymoBa y R? je monosowxa cmpyxmypa nma mononozuja® ua
R?. Cxym A C R? je 3ameopen ako je meroB KOMILIEMEHT OTBODEH CKym. OKoauMa mawke
a € R? je cBaKM OTBOPEH CKYI KOju CaIp:ku Tauky a. Ha IpuMep, OTBOPEH CKYII je OKOJIMHA
CBaKe CBOje TaukKe.

Tauka a € R? je epanuuna mawke ckyma A ako CBaKa €-OKOJIMHA TadKe ( CAIPIKI
u Tauke ckyna A u Tauke koje He mpunanajy ckymy A. CKyn CBUX IDAaHUUYHUX Tadaka
cryna A je zpanuya unm pyb cryna A u o3mauasa ce ca 0(A) uau ca bd(A) nau ca fr(A).
I'parnna kyrau B(a,¢) (nmm e-orkonuse U (a)) u Bla,T] je KpyKHAIA C LUEHTPOM y TadKH
U IOJyIpPEeYHUKOM £. ['paHuna u oTBOpeHOr mpaBoyraoHuka (aj,bi) X (ag,by) m 3aTBOpEeHOr
npaBoyraoHuka [ai, bi] X [ag, bs] je cryn

{al} X [ag,bg] U {bl} X [ag,bz] U {CLQ} X [al,bl] U {bQ} X [al,bl].

YHYTpammocT, CIobalmbocT U Tpanuna ckyna A C R? umme jemmy maprurnujy ckyma
R2. YHYyTpam®BOCT U CHOJBAIIKOCT CKyIa A Cy OTBODEHU CKYIIOBHU, a IPAHMIIA je 3aTBOPEH
CKYII.

Tauka a je mauwka nazomunasama ckyna A C R? ako ce y cBakoj OKOJMHH Tadke a
HaJla3u jom jemHa Tauka ckyna A, pasaumuura onm a. CKym CBUX Tauyaka HATOMUJIABAA
ckynma A je useodnu ckyn ckyna A u osmauaBa ce ca A’ mmm ca A, Cryn A’ takobe
1IMa CBOje Tauke HATOMMJIABAaKa, & CKYIl CBUX THX Tadaka o3HadasaMo ca A’ wmm ca A®).
Ananoruo ce medunmme ckyn A xao ckyn cBux rauaka marommnaBama ckyma A1),

Taura a je adrepenmma mawka cxyna A C R? ako y cBakoj OKONUHU Tadke @ HOCTOjU
Gap jemma taura ckyma A. Ckyn cBux anxepeHTHUX Tavaka ckyma A je adzepenuuja cxyna

" ckyna A u osmauasa ce ca A mmm ca cl(A) i ca [A].

A unu sameopeme

Cryn A C R? je caspwen wmmu neppexman axo je A = A'. Cparm caBpmeH CKyn je
3aTBopen. Tauka koja mpumana ckyny A C R?, a Huje Tauka HArOMMIABAHA TOT CKYIa je
uzonosana mauka cxyna A.

Oxoauna ckyna A C R? je cBaku orBopen ckym koju canpxu ckyn A. Crym R? je
OKOJIHA CBAKOT CKyma u3 R2.

Cryn A je ceyda zyem y R? ako je cl(A) = R%. 3a A, B € R?, ckyn A je ceyda eycm y
cxyny B axo je B C cl(A). Cryn A € R? je nuzde 2ycm axo je int(cl(A)) = 0.

Ako 3a cBake nmBe Tauke ckyma A C R? mysx koja ux cmaja mesa mpumaia TOM CKyIY,
KasKeMO Ia je CKYyI KoWeekcaM. JemHOUNaH CKym UM mpa3aH CKyI Cy Takobhe KOHBEKCHU
ckymoBu. IIpecek CBUX KOHBEKCHUX CKymoBa B 3a koje Baxku A C B je xongekcHu omomady
cxyna A.

Ako cBake mBe Tauke ckyma A C R? Mory ma ce cmoje M3/I0MJbeHOM JIMHU]OM KOja Iesa
IpUnanga TOM CKYIy, KaKEMO Ia je TO AUHEAPHO NOBE3AM CKYN WU NYMHO NOBE3GH CKYMN.
CKyn Koju ce cacToju Ol jeIdHe Tauyke je Takohe JMHeapHO IMOBE3aH.

Cryn A C R? je obaracm y R? ako je oTBOpeH 1 IuHeapHO mOBe3aH ckyll. Ha mpumep,
CBaKM OTBOPEH KOHBEKCAH CKym je obmact. CmenujajaHo, OTBOPEH KPYTr W OTBOPEH MHTEP-
BaJ (mpaBoyraosuk) cy obmactu y R?. 3arBopeme obmacTu je sameopena obaacm.

Y mpuMepuma u 3amanuMa KOju ciIele HoApa3yMeBa ce 1a je MeTpuka y R? eyKIuacka,
OCUM aKO HUje ToceOHO HArJIaIIeHo 13 je pev O HeKoj npyroj merpunu. HapaBuo, 3a cBako
TBpbheme KOje ce ONHOCHU Ha €YKINUACKY METPUKY MOKE Ce HOCTABUTHU MUTAE Na JIN BaKA

5Cryn R? ca 0OBOM TOIOJOT¥jOM UMHE MONOAOUKY NPOCTOP.
"Kopucre ce joIn u IojMOBH 3ameapame ckyna A u sameapay crkyna A



U Yy €KBUBAJIEHTHO] METPULIM WM Yy GMUIO KOjOj METPULM, OAHOCHO [a JIM IOCTOjU METPUKA
y KOjoj maTo TBpheme He BasKu.

Pemenu nmpumepu

11
3.1. Heka je A = {(,2
n'n

CKyTI.

) |n e N}. IlokaszaTtu na A HUje HU OTBOPEH, HU 3aTBOPEH
Peweme. Tlomto je int(A) =0 u cl(A) = fr(A) = AU{(0,0)}, To je int(A) # A # cl(A),
ITO 3HAYU Oa CKyn A HUje HU OTBOpPEH, HU 3aTBOPEH.

3.2. Jloka3aTu na je OTBOPEHU IPABOYTAOHUK OTBOPEH CKYI y OOHOCY Ha METPUKY d.

Pewemne. ,HOKaBal’_leMO Ja je CBaKa TaUYKa OTBOPEHOI' IPABOYTI'aOHVUKa YHYyTpDallkba. Axo

je (z,y) Tauka orBopeHor npasoyraounuka Il = (ay,b1) X (ag,bs), To 3HaUM na je a; < x < by
u ag < y < bg. [Momro mocroju & > 0 TakBO ma je

ap<zr—0<zx<z+I<b, a<y—0<y+d<by,

nvamo 0-orosuHy (y cMmuciay Mmerpuke dj) Tauke (x,y) Koja Ieja NPUNaLa OTBOPEHOM
npasoyraonury 1l (cu.5, meBo).

IIpema Tome, Tauka (x,y) je yHyTpammba Tadka NpaBoyraoHuka 1l.
N

/’/ TN
/ A7 \\
b /’ ",t\_-‘ ! )
z r r My
gd | f ’ /)=
Y ‘ v |
y-d*

b,

Ca. 5: OTBOpeHU CKyIOBU
3.3. Ilokasatu; ma je OTBOPEH KPYI OTBOPEH CKYII.

Tana je

Pewemwe. Ioraxumo na je cBaka tauka M orBopenor kpyra K(My,r) yEyTpammsma.
Axo je 0 < p <r —d(Mp, M) n ako je M 6uno xoja Taura xpyra K(Mi,p) (cua.5, mecuo),

d(Mo,M) < d(Mo,Ml) + d(Ml,M) = d(Mo,Ml) +p < d(Mo,Ml) +7r— d(Mo,Ml) =7

K(M(),T).

To 3naun ma p-okonuna (y cMuciIy MeTpuke dz) Tauke M mesa nmpumana OTBOPEHOM KPYTY

IIpema Tome, Tauka M) je yHyTpamma Tauka orBopeHor kpyra K(My,r).

3.4. Jlokasaru ma je ckym A € R? 3aTBOpeH ako U caMO aKO CAIP:KU CBE CBOje TaduKe
HAaroMUWJIABaHA.
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Pewemwe. IlpernocraBumo na je A 3aTBopen ckyn u nma je (z,y) € A°. Kaxro je A€
OTBODEH CKYII, IOCTOj/ OKOJIMHA Tauke (I,y) Koja mesa mpunana ckymy A°, mTo 3Haum na
(x,y) Huje Tauka HaromumiaaBama ckyma A. IIpema ToMe, cBe Tauke HArOMUIABama CKyIa
A cy y crymy A.

IIpermocraBuMo cama obparTHO, Ja CKyn A caip:Ku CBe CBOje Tauyke HArOMUJIABA:A
u na je (z,y) € A°. Tlomro (z,y) Huje Tauka HaroMmiaBama ckyma A, mocToju meHa
OKOJIVHA KOja HEMA 3ajeTHUUKUX TadaKa Ca CKyIoM A, OIHOCHO Koja IeJia MPUNana CKYILy
Ac. Tlpema ToMme, ckym A° je oTBOpEH, a ckyn A je 3aTBopeH.

3.5. 3a ckyn A = {(x, y) : z? + y2 < 1} OIpeMUTHN YHYTPAIIHKHOCT, 3aTBOPEHE€ U CKYII CBUX
Tavyaka HaroMmJIaBama.

Pewemwe. Ckyn A je OTBOpEH KpyT, IITO 3HAUU 14 je TO OTBOPEH CKyl (BUIETHU 3aaTak
3.3). IIpema Towme, int(A) = A. Ckyn cBuX Tayaka HArOMWUJIABamba j€ 3aTBOPEH KPYT
K[(0,0),1], a To je takobhe u 3aTBOpeme ckyna A (jep ckyn A HeMa M30/I0BaHMX Tadaka).

3a,qan;n 3a caMoCTaJIaH pan

3.6. Iloxazatu na je ckyn A € R? orBopen ako u camo ako je int(A) = A.

3.7. Ilokasaru ma je ckyn tadaka (r,y) € R? 3a xoje Bawum 2 > 0, y >0m o +y < 1
orBOpeH ckyn y RZ.

3.8. Ioxaszatu na je ckyn {(z,y) € R? : xy < 1} orBopen ckym y RZ.
3.9. Heka cy U u V orBopenu ckynosu y R. Iokasaru ma je U x V orBopen ckyn y R2.
3.10. Jlokazaru ma je U x R orBopen ckyn y R? axo je U orBopen ckym y R.

3.11. Jlokasaru ma Cy MeTpuke m; U Mg y R’ eKBUBaJleHTHE aKO U CAMO aKO CBaKa
OKOJIMHA IPOM3BOJbHE Tauke ¥ € R? y MeTpurm m; Camp:u HEKy OKOJUHY Tadke T y
MeTPpUIU My U 00paTHO.

3.12. Jlokasaru ma y R? eykmumcka u DUCKPeTHA METPUKA HICY eKBUBAJEHTHE.
3.13. Jlokazaru ga cy y R? eyrnuacka u MeHXeTH MeTPUKA €KBUBAJCHTHE.

2
3.14. Jloraszartu ma cy y R® eyrnuncka u YebumeBireBa METPUKA €KBUBAJIEHTHE.

3.15. Hera cy m; u my exBuBasentHe MeTpuke y R? u Heka je ckyn A C R? oTBOpeH crym
y OJHOCY Ha MeTpuKy mi. lokasaTu ma je ckym A OTBOPEH CKyN M y ONHOCY HA METPUKY
mo.

3.16. Iloka3aTu ma je OTBOPEHU IPABOYTAOHUK OTBOPEH CKYII.

3.17. Iloka3aTu na je Ipecek KOHAYHO MHOI'O OTBOPeHMX cKymoBa y R? rakobe orBopen
CKYII.

3.18. HaBecTu mpuMep OTBOpPEHUX CKYyIIOBa Y R2 YUjUu MPECeK HUje OTBOPEH CKYII.
3.19. JlorasaTu na je CBaAKO OTBOPEH KPYyT ¥ R? VHIja OTBOPEHUX MPABOYTAOHUKA.
3.20. Jlokasaru ma je CBaKM OTBOPEH IPAaBOYraoHWK y R? yHUja OTBODEHUX KPyrOBa.

3.21. JlokazaTu na je YHYTPAIIKHOCT CKyIla YHIUja CBUX OTBOPEHUX IOACKYIIOBA TOT CKYIIA.
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3.22. Ilokasaru ma merpuke di, do u do, y R? remepumy mcre aMmiamje OTBOPEHHUX

CI‘CyIIOBa8 .

3.23. Heka je A C R? menpasan orBopeH ckyn pasmuunt o R? u meka je a € A. Ilokazaru
na mehy oTBOpeHUM KpyroBuMa C MEHTPOM y TAUKU 4, KOju mpunanajy ckymy A, mocroju
nHajBehin kpyr (ca HajBehiuMm mosynpedHuKOM).

3.24. Jlokasatu ma je ckyn Tauaka (z,y) € R? 3a koje Bamu y > x2 3arBopen ckyn y R2.
3.25. Ilorazatu na je cl(A) sarBopen ckym 3a cBaku ckym A C R2.

3.26. Ilokasatu ma je fr(A) 3arBopen ckym 3a cBaku ckyn A C R?.

3.27. Ilokazatu ga je A’ 3aTBOpeH ckym 3a caku ckym A C R?.

3.28. Jlokasatu ma je ckynm A C R? caBpmerH ako M caMO akO je 3aTBOPEH M HeMa
M30JI0BAHUX TadaKa.

3.29. Ila au je ckyn Q? 3arBopen crkym y R2?
3.30. HaBecTu mpumep 3aTBOpeHHX CkymoBa y R? umja yHuja HUje 3aTBOpDEH CKyTI.

3.31. Hera cy m; um my exkBuBajeHTHe MeTpuke y R’ u Heka je ckyn A C R? 3arBopen
CKyIl ¥ OOHOCY Ha MeTpuky mi. JlokaszaTu ma je Ckym A 3aTBOpeH CKyI M y OTHOCY Ha
METPUKY M2.

3.32. Jloka3aru Oa y CBaKOj OKOJIMHM Tauke HaroMmiaaBama ckyna A C R? nma 6eckonauno
MHOTO Tavaka u3 A.

3.33. Ilokazaru ga je ckyn A C R? 3aTBOpeH ako U caMoO aKO CaIp:KK CBE CBOje IPaHUUHE
TauykKe.

3.34. Iloxasatu ma 3a caku ckym A C R? saswm cl(A) = AU A'.

1
3.35. Onpemutu A’ ako je A = {(:cl,xg) ER? : z9= sin}.
x1

3.36. Jla n1u cBaka IpaHMYHA TAauYKa HEKOT CKkyma m3 R? Mopa ma Gyme u merosa Tadka
HaroMumiaaBama?

3.37. Jla 1u cBaka OKOJIMHA TDAaHMYHE Tauke HEKOI CKyIa m3 R2 Mopa Ja CaIp:Ku U HEKy
TAUYKy YHYTPAIIHOCTU U HEKY TAUKY CIOJhANIEBOCTU TOT CKyma !

3.38. Ompemuru rpasuny ckyma {(z,y) € [0,1]? : z,y € Q}.

3.39. Ompemuru fr(A) u int(A) axo je A= {(z,y) : 2> +y* <4, v € Q}.
3.40. Ogpenuru cBe Tauke HaromuiaaBama ckyna {(1/m,1/n) : m,n € N}.
3.41. Ompemuru ckyn A" aro je A= {(z,y) : v €Q, y £ Q}.

3.42. Ompemuru ckyn A ako je A" = {(m,n) : m,n € N}.

3.43. Ompemaru cryn A'\ A axo je A = {(x,y) : 22 +y? <49, y > 22 +1}.

3.44. Jloka3zaTu na je CKyI KOju HeMa Tadyaka HAarOMUJIaBaibha 3aTBOPEH.

8To 3mauu ma oBe MeTpuke oxpebyjy jemay umcry Tomosormjy mpocropa R2.
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3.45. Ilokasatu ma 3a cBaru ckyn A € R? samu fr(A) = (int(A) Uext(A)).
3.46. Ilokasatu ma 3a caku ckyn A € R? samu fr(A) = cl(A) N cl(A°).
3.47. Iokasatu ma je fr(A) saTBopen ckym 3a cBaku ckyn A m3 R2.
3.48. Iloxasatu ma 3a caku 3arBopen ckynm A C R? sasmu fr(fr(A)) = fr(A).
3.49. IlokasaTu na 3a cBaku ckym A C R? Basxn
fr(fr(fr(A)) = fr(fr(A)) C fr(A).
3.50. Ila s 3a caru ckynm A C R? saswm int(cl(A)) = A?
3.51. Ila s 3a caru ckynm A C R? saswm cl(int(A)) = A?
3.52. Jla mau nocroju ckyn A C R? uuje cy cBe Tauke m3onoBase u 3a Koju Baxku A’ # ()7
3.53. Jla au noctoju Henpebpojus ckyn A C R? umje cy cBe Tauke m3omoBane?

3.54. Hexka je A orBopen, a B 3arBopen ckyn y R?. Ilokasaru ma je A\ B orBopeH, a
B\ A 3arBOpeH ckym.

3.55. Hexka je a C R? u mera je d meka merpura y R?. Jlokazatu mna z € cl(A) ako u camo
ako je d(z,A) =0.

3.56. Jlokasatu ga je ckyn A C R? 3arBopen ako u camo ako 3a cBako = ¢ A Baxwm

d(z,A) > 0.

3.57. Hera 3a mero ¢ > 0 Basu d(z,y) > € 3a cako z,y € A C R?. Jlokasatu ma ckym A
HEMa Tavyaka HATOMUJIABAA.

Y cnemehuMm 3amanmma 3a matu ckyn A ompemuru yryrpammoct (int(A)), ckyn cBux
tauyaka Haromuiaasama (A') u satsopeme (cl(A)) cryna A.

3.58. A= {(x,:z:Q) :z€Q}.

3.59. A— {(@,3) : m,nEN}.

n -m

3.60. Jlokaszatu ma je 3aTBOpEHmE CKyIa IIPECEK CBUX 3aTBOPEHUX CKYNOBa KOJU CaOPKe
Taj CKyT.

3.61. Hasectu mpuMep Hempassor ckyma y R? umja je yHyTpammmocT mpas3aH CKYIL.
3.62. OmpemuTu ynyTpammocT ckyma Q x Q.
3.63. Jla iu mocToju HenpeGpojus ckyn y R? umja je yHyTpammocT mpasaH CKym?

3.64. Hexra je A = {(w,y) |22 <y < m} IHoxrazatu na je ckyn A OTBOpEH U oapemuTu
HEeroBy T'DaHUILY.

3.65. Yrepmuru na au je R?\ {(2,0) : € R} oTBOpen miu 3aTBOpEeH CKyTL.
3.66. Hexka je

1 1
A:{<m+p,n+q) | m,n € Z, p,qu\{l}}.

ITokazatu na A HUje HU OTBOPEH, HU 3aTBOPEH CKYII.
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3.67. Kyrna B(a,7r) je payuonaana xyeaa axo je r € Q u aro je a € Q%. IlokazaTtu na je
cBaku orBopeH ckyn A C R? yuuja mpe6pojuBo MHOrO panuOHAJIHUX KyTJIM.

3.68. JlokasaTu na je cBaka haMmiMja OTBOPEHWUX ¥ JUC]YHKTHUX CKymoBa y R? mpe6po-
juBa.

3.69. JlokasaTu ma 3a CBake OBe pasjinuuTe Tadyke a u b m3 R? mocroje mucjyHKTHI
orBOpenu ckymoBu A u B, TakBu na je a € Au b€ B.

3.70. Heka je P ¢amMuianja cBUX HeIpa3HUX MOJCKyToBa um3 R? u Heka je
d(A, B) = inf{ds(z,y) | a € A, b€ B}.
Vcnouraru na au je (P,d) MeTpuykn mpocTop.
3.71. Ila s 3a cBaky taury v € R? u ceaku crynm A C R? pasnm d(z, A) = d(z,cl(A))?
3.72. Ila o 3a caky Taury v € R? u ceakm cryn A C R? pawu d(z, A) = d(z,int(A))?

3.73. Jla nu 3a cBaka gBa ckyma A, B C R? Bau

d(A, B) = d(A, cl(A)) = d(cl(A), B) = d(cl(A),cl(B)) ?

3.74. Vspauynaru pacrojame usmeby ckyna {(z,0) : z € R} u cryna {(z,€*) : = € R}.
3.75. Uspauynaru d(A, B) ako je
A={(z1,22) : ;2 =27}, B={(w1,22) : x9 =11 —2}.
3.76. Uspauynaru d(X,Y) ako je
X ={(x1,22) : :L‘%—|—4:13%:4}, Y = {(x1,22) ; $1+2\/§l‘2 =}
3.77. Ila mu 3a caka mBa ckyma A, B C R? sasmu d(A, B) = d(int(A),int(B))?

3.78. Heka je A ckym u3s R? u mera je ¢ € RY. Ilokasaru ma je ckym U,caO-(a) jemna
OKOJIMHA CKyTa A.

3.79. Ilokasaru na je ckym Q x Q cByma ryct y R% kao m y ckymy I x I (I je ckym
“panuoHasHux 6pojesa).

3.80. Jlokasaru ga je ckyn I x I cByma ryct y ckymy R?, kao u y ckyny Q x Q.

3.81. Jlokasaru ma je ckyn AU B murge rycr ako cy ckymosu A, B € R? surzme rycru.
3.82. Jlokasaru ma je 7Z x 7 uurge ryct ckyn y R2.

3.83. HasecTu mpuMep HUTe IyCTHX CKYIOBa Ymja yHHUja je CByJa IyCT ckym y RZ.

3.84. Jlokazaru na je yHuja JUHEAPHO IOBE3aHUX CKYNOBa, KOjU NMAjy 3ajeTHUYKY TaUKY,
takobhe IUHEAPHO MOBE3aH CKYII.

3.85. Ilokasaru ma je ckym {(z1,22) € R? : 1 < 2% + 23 < 4} obnact y R%
3.86. Ila mu je cxym {(v1,72) € R? : 22 + 22 # 1} obmact y R??

3.87. Ha mu je cxym {(z1,72) €ER? : 4 <a? + 23 <9, -2 <y < 2} obmact y R??

14



3.88. Jlokasaru ga je yHmja mBe obmactu y R? ca mempasuuM mpecexoM Takobe oGmact.

3.89. Heka cy Ay, As,..., A, obnactu y R? u mera je A4; N A; # 0 3ai# j. Iorasaru na
je Up_; Ay obmact y R2.

3.90. [la nu mocrToju obsacT umje 3aTBOpPEE HUje JUHEApPHO MOBe3aH CKYI !

3.91. Jlorkasatu ma je mpecek KOHBEKCHUX CKyIOBa Takohe KOHBEKCAH CKYII.

3.92. OmpenuTy KOHBEKCAH OMOTaUY CKyIla OI TPU HEKOJWHEapHE TAUKe y PaBHU.

3.93. OnpemuTy KOHBEKCaH oMOTau cKyma {(r1,72) € R? : 2?7 = z3}.

3.94. Jloka3aTu Ja je KOHBEKCHU OMOTAad OTBOPEHOr ckyma y R? takobe oTBOpeH CKyTI.

3.95. Jla nu mocroju 3aTBOpeH CKyn y R? umja KOHBEKCHM OMOTad HHUje 3aTBOPEH CKYI?

4 Husosu y R?

Husz (a,) tauaka y R? komBeprupa ka tauky a € R? ako ce y CBAKO] OKOJMHU TadKe
n
Hajla3e CKOPO CBU WIAHOBM HU3a (CBU OCMM KOHAYHO MHOIO IPBUX 4iaHoBa). Jlpyrum
peunma, HU3 (a,) KOHBEPIUpPa Ka 4 ako 3a cBaky okouuHy U(a) Tauke a MOCTOjU MHIEKC
no € N Takas na je a, € U(a) 3a cBako n > ny.
3a koHBepreHTaH HuU3 (a,) nume ce lim a, = a nan camo lima, = a (mompasymesa ce
n—oo

na n — o0). Moske, rakobe, na ce nume u a, — @ Kaga n — 00 WK a, — a (N — 00).

Hus (a,) y R? je Kowujee nu3 ako 3a cBako € > () HOCTOju MHIEKC Ny, TAKAB 13 33 CBAKO
m,n > ng Baswu d(am,,a,) < e. Y eyraumackom mpoctopy R?, kao u y cayuajy HmszoBa y R,
BajKM Ia je HU3 KOHBEPreHTaH ako U caMmo ako je Komwuje. MebyruMm, y ommreM ciydajy
TO He Mopa Ja Basu. Y cBakoM MerpuukoM npoctopy (M, d), roe je M C R? xouBeprenTan
Hu3 jecre Komujes, anu o6paTHo He Mopa ma Basku. AKO je y MerpuukoM npoctopy (M, d)
cBaku Komujes Hu3 KoHBeprenraH, kaske ca na je (M, d) xwomnaeman mempuuru npocmop.
Hakne, eyrmuncku npoctop R? je kommieran”’ MeTpUYEM IPOCTOP.

Y mpumepuMa u 3amanuMa KOju cilefie IOoApa3yMeBa ce ma je Merpuka y R? eykmmmacka,
Mana Heka TBphema Baske u y ciydajy 6mio xoje Merpuke y R?. Yrommko ce tBpheme
OHOCHU HAa HEKY APYTY METPUKY, TO he 6uTym mocebGHO HATIIAIIEHO.

Pemenu npumepnu

4.1. Iorazaru na au3s (a,) u3 R? koHBeprupa ka Tadku ¢ € R ako u caMo ako d(an,a) — 0
Kamga n — o0.

Pewewe. Hera je ¢, = d(an,a). Tepbhewe cinenn u3 nepununuje rpaHnyHe BpeTHOCTH
mu3a (a,) (y R?), rparmune spemroctn mm3a (¢,) (y R) u ummenune na a, € U-(a) axo u
caMo ako ¢, € U:(0).

4.2. Jloka3aTu ma je rpaEMdHA BpemHOCT Hum3a y R? jemuEcTBeHa.

Pewewe. Hera je (a,) HU3 y R2. Ako a, — a 1 a, — b Kama n — 00, Taua U3 Hejen-
HAKOCTU

d(a,b) < d(a,an)+ d(an,b)

caemu na je d(a,b) = 0. IIpema cBojcTBy MeTpuke, TO 3HauUU na je a = b.

9KoMmreran HOpMUPAH BEKTOPCKHU IPOCTOP je Bamnazros npocmop.
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4.3. Jloxazaru ma je ckym A € R? 3aTBOpeH ako U caMO akO 3a CBAKM KOHBEPTEHTAH HIU3

ravaka (a,) ckynma A Baxwu lim a, € A.
n—oo

Pewewe. Hera je A 3aTBOpeH CKyn u Heka je HuU3 Tavyaka (a,) cCkyma A KOHBepreHTaH.

Ako je a = lim a,, Tana 3a cBako € > 0 y okonunu O.(a) uma GECKOHAYHO MHOTO TadvaKa
n—oo

ckyna A. To smauu ma je a € cl(A). Karo je A = cl(A) (jep je A 3aTBOpeH ckym, TO je
a € A.

Jloxkasgxumo Ja BaKM 1 O6pa.THO TpreH)e. HpeTHOCTaBI/IMO Ja 3a CBaKM KOHBEPIre€HTaH

HU3 Tavaka (a,) ckyma A Baxwm lim a, € A. Axo je a € cl(A), rana y oxomuan O.(a)
n—oo

nocToju Tauka a1 ckyna A, pasnuuura on a. Vzabepumo cana £1 tako na je £1 = d(a, a1)/2.
Tana y okomuuu O, (a) mocroju Tauka ay ckyma A, pasnuuura oxn o (HapaBHO, OHA je
pasmuuura u ox a1). Cama 3a ey = d(a,az)/2 nmocroju Tauka az pasznuuura ox a (U Of
a; u ox az). Hacrasmajyhu oBaj mocrymak mo6ujaMo HU3 pa3iIMyYUTUX Tadaka ckyma A
KOjU KOHBeprupa ka a. Kako rpaHMuYHa BpemHOCT MO MPETIOCTABIM NpUnana ckymy A, To
3Haun ma ckyn A canp:ku cse Taure u3 cl(A). IIpema Tome, ckyn A je 3aTBOpEH.

/pyzu doxaz 3a npeu deo mephemwa (Heonzodan ycaoe). Hera je A 3aTBOpeH CKym, HEka
je ap € A umuera je a = lim a,. Tpeba moraszatu na a € A. Ako IpeTIOCTaBUMO CYIPOTHO
n—oo

(ma a € A°), taga mocroju okosuna U(a) takBa na je U C A° (jep je A oTBOpeH CKym) u
y TOj OKOJIMHU Cy CKODPO CBU 4JaHOBU Hu3a (a,) (jep je a rpaHMuYHa BpeJHOCT TOT HU3A).
MebyTtum, To HEje Moryhe jep ckopo cBu unaHoBU HuU3a (a,) npunanajy ckymy A. Ipema
TOMe, MOoJIa3Ha MPEeTIOCTaKka Huje No6Gpo, mTo 3Hauu na a € A.

4.4. Heka cy (z,) u (y,) IBa KOHBEpPTeHTHa HU3a U HEeKa je d O6mio Koja MeTpura y RZ.
ITokazatu na je

lim d(zy,y,) = d( lim z,, lim y,).
n—oo n—oo n—o0

Pewemwe. Axko je x = lim z, u y = lim y,, Tana je
n=oo n=co
d(n, yn) < d(2p, ) +d(2,y) + d(Y, yn)-

To 3maum ma 3a cBako ¢ > () Baxu

d(Tp,yn) < d(z,y) + 2¢
3a HOBOJBHO Besuko n. CINYHO ce MOKa3yje na BaxKu U

d(z,y) < d(xpn,yn) + 2¢.
W3 oBe mBe HejemHakocTU ciaenu Oa je

|d(Xn, yn) — d(z,y)| < 2e

3a nOBOJHO Benuko n. Ilpema tome, d(xy,yn) — d(z,y) Kama n — oco.

Hanomena. Axo xopuctumo HejemHarocTu u3 3an.1.28, mmamo ma je

|d(xn, yn) — d(z,y)| < d(xn,z) + d(Yn,y) — 0

3a 1 — OQ.
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3a,qaun 3a caMoCTaJIaH pan

4.5. Axo je (a,) xomBeprenran Hu3 u d 6mio Koja MeTpuka y R?, mokazatu na je

lim d(an,b) = d( lim a,b)

n—oo n—oo
3a cBako b € R2.

4.6. Hexra je a = (x,y) u a, = (z,,yn) 32 € N. Ilokazaru na Hus (a,) KOHEPTUPA Ka 4 aKO

u camo axo'® mm3 () kKomBeprupa ka r u HU3 (Y,) KOHBEPrHUpa Ka Y.

4.7. Heka je (a,) su3 y R? koju komBeprupa ka Tauku a. JlOKa3aTu ma CBAKU HEroB
moIHU3 Takohe KOHBeprupa Ka TAYKU .

4.8. Jloxazaru ma je cBaku KoHBeprentad Hu3 y R? Komujes.
4.9. Jloxazaru ma je cBaku Kommjes mu3 y R? orpanuues.
4.10. Ioxrasaru na je R? ca mucCKpeTHOM METPUKOM KOMILIETAH METPUUKK IPOCTOP.

4.11. Joxrasaru ma je R? ca merpurom d, 3a cBako p € (1,+00) KOMIIETAaH METPUYKN
TPOCTOP.

4.12. Hexa je (r,) Kommujes ru3 y R? koju uma kouBeprenTan momaus (y,). lokasaru ma
je m Hu3 (T,) KOHEPreHTaH U Ja KOHBEPIrUpa WUCTOj TAYKU KOjOj KOHBEPrupa MOomHu3 (Y ).

4.13. JlokazaTu ma je cBaxu Komwujes mu3 y R? xomseprenram'l.

4.14. Heka je (,) KOHBEpPTeHTAH HU3 PA3IMUYNTUX Tadaka u3 R’ u Heka je X CKym
BpenuocTu Tor Hu3a. llokazaTtu ma je

lim f(z,)= lim z,,
n—oo n—oo

rae je f: X — X unjeruuja.

4.15. Hexa cy (a,) u (b,) mBa Kommjesa musa y R? (ca merpurom d) u mHeka je x, =
d(ay,by). Horaszarn na je Hu3 (T,) KOHBEPTreHTAH.

4.16. Heka je A 3aTBOpeH CKyn y MeTpuukoM mpocropy R? y omgocy Ha Heky MeTpury d
u Heka je v € R?. Jlokasatu na je © € A ako u camo axko je d(z, A) = 0.

4.17. IokasaTu ma je a Tauka HaroMmiIaBama ckyma A C R? ako m caMo ako moOCTOju HI3
pa3iMUNTAX Tadaka d, € A KOju KOHBeprupa Ka a.

4.18. Iloxazaru ma je a anxepenTtHa Tauka A C R? ako m caMo ako HOCTOjU HU3 Tadaka
an € A KOju KOHBeprupa kKa d.

4.19. Hexa je a rpammuna taura ckyma A C R? koja Huje m3oimoBaHA Tauka TOr CKyTIA.
ITokazatu ma mocToju Hu3 MehycoOHO pasnmumTux Tadaka CKymna A KOju KOHBeprupa Ka
TAYKU .

°0po 3naun ga je KoHBepreHnuja Husa y R? eKBUBAJICHTHA KOHBEPreHHUIAjU HI30Ba H-eFOBUX KOODIVHATA,
MTO HE MOpa Ja BA)KU y HEKOM JIPYTOM METPUYKOM IPOCTOPY.

1 OBo He Bakn y cBaKOM MeTpuuKoM mpoctopy. Ha mpumep, y MerpuukoM mpocropy Q HE3 Koju KOHBeprupa
ka /2 je Komwujes, ann muje komBeprenran y Q. IIpocropu y kojuma oBo TBpheme Bamm cy xomnaemmu
npocmopu. U3 tBphema cremu ma je R? koMmIeTan MeTPUYRN HPOCTOP.
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4.20. Hexra cy m; u mo exBuBaJeHTHe MeTpuke y R? u Heka je Tauka a € R? rpamuuma
BpenHocT HU3a (a,) y Merpunu mi. IJloka3aTu na je a rpaHWYHA BPEIHOCT TOT HU3A U Yy
METPULIU M2.

4.21. Hara je ¢ymrmaja f : R? — R?, TakBa ma 3a HeKy MeTpuky d u 3a CBako r,y € R?

Ba}I{I/I12

rae je 0 < ¢ < 1. Ilokazatu na jenmaumna z = f(r) uMma jenurcTBeHO pememe!® y R2.
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2Pyukmuja f ca OBUM CBOJCTBOM je KOMMPAKUUjo HA METPUUKOM IPOCTOPY (RQ, d).
BPememe x 0Be jenHAUMHE j€ MENOKPEMHA MAKG dynryuje f, a amanormo tBpheme Baxku u y GHIO KOM
KOMIIJIETHOM METPUYKOM IPOCTOPY.
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