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6 LAPLASOVA TRANSFORMACIJA

6.1 Definicija i osnovna svojstva

Laplasova slika

384. Neka je f(t) = n za n ≤ t < n+1 (n = 0, 1, . . .) i neka je g(t) = t2 za
t ≥ 0. Dokazati da za funkcije f i g postoje Laplasove slike.

Rexe�e: Funkcije f i g pripadaju klasi E(1), pa su Laplasove slike za �ih

definisane za svako s za koje je Re(s) > 1.

385. Dokazati da funkcija f : t 7→ et
2
nema Laplasovu sliku.

Rexe�e: Kako je
∫ ∞

0

e−stf(t)dt =

∫ ∞

0

e−stet
2

dt =

∫ ∞

0

et
2−stdt

i kako, za svako s,

et
2−st →∞ (t→∞),

to Laplasova slika funkcije f ne postoji.

386. Ispitati da li f : t 7→ 1
t
ima Laplasovu transformaciju.

Rexe�e: Neka je I =
∫∞
0

e−stf(t)dt. Poxto je e−stf(t) ∼ 1

t
(t → 0), to je in-

tegral I divergentan za svako s. Prema tome, funkcija f nema Laplasovu trans-

formaciju.

387. Dokazati da za funkciju f : t 7→ sin
1
t
postoji Laplasova trans-

formacija.

Rexe�e: Neka je I =
∫∞
0

e−stf(t)dt. Kako je
∫ ∞

0

e−st|f(t)|dt =
∫ ∞

0

e−st
∣

∣

∣

∣

sin
1

t

∣

∣

∣

∣

dt ≤
∫ ∞

0

e−stdt

i kako posled�i integral konvergira za Re(s) > 0, to va�i i za integral I. Prema

tome, za funkciju f postoji Laplasova slika, a samim tim i transformacija.

388. Ispitati da li f : t 7→ 1√
t
ima Laplasovu transformaciju.
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142 6 Laplasova transformacija

Rexe�e: Neka je I(s) =
∫∞
0

e−st
dt√
t
. Kako je

I(1) =

∫ ∞

0

e−t√
t
dt = 2

∫ ∞

0

e−t
2

dt

i kako je e−t
2

<
1

1 + t2
, integral I(1) konvergira. Prema tome, I(s) konvergira

za svako s za koje je Re(s) > 1, xto znaqi da za funkciju f postoji Laplasova

transformacija.

Napomena: Funkcija f nije eksponencijalnog rasta jer f(t)→∞ kad t→ 0+.

389. Neka je F Laplasova slika funkcije f koja pripada klasi E(a)
za a > 0. Dokazati da je lim

Re(s)→+∞
F (s) = 0.

Rexe�e: Kako je f ∈ E(a), to je |f(t)| ≤ Meat, pa je

|F (s)| ≤
∫ ∞

0

|e−stf(t)|dt ≤ M

∫ ∞

0

|e−(Re(s)+iIm(s))t|eatdt ≤ M

∫ ∞

0

e(a−Re(s))t.

Prema tome,

|F (s)| ≤ M

Re(s)− a
→ 0 (Re(s)→ +∞).

390. Odrediti L[f ] ako je f(t) =

∫ ∞

0

e−tx
2

dx.

Rexe�e: Na osnovu definicije Laplasove slike je

F (s) =

∫ ∞

0

(

e−st
∫ ∞

0

e−tx
2

dx

)

dt =

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

e−t(s+x
2)dt

)

dx =

∫ ∞

0

dx

s + x2
,

gde je F = L[f ]. Dakle, F (s) =
π

2
√
s
.

Slika sliqnog originala. Linearnost.

391. Koriste�i Laplasovu sliku za funkciju f : t 7→ et odrediti
Laplasove slike za funkcije g : t 7→ eat (a ∈ R) i h : t 7→ at

(a ∈ R+).

Rexe�e: Funkcije f i g su sliqne. Ako je F = L[f ] i G = L[g], onda na osnovu

teoreme o slici sliqnog originala je, za Re(s) > a,

G(s) =
1

a
F
( s

a

)

=
1

a
· 1

s/a− 1
=

1

s− a
.

Ako je H = L[h], onda iz jednakosti h(t) = f(t ln a) sledi da je H(s) =
1

s− ln a
za

Re(s) > ln a.

392. Odrediti Laplasove slike za funkcije f : t 7→ sh at i g : t 7→
ch at.
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Rexe�e: Neka je F = L[f ] i G = L[g]. Kako je

sh at =
1

2
eat − 1

2
e−at, ch at =

1

2
eat +

1

2
e−at,

to je na osnovu svojstva linearnosti, za Re(s) > |a|,

F (s) =
1

2

(

1

s− a
− 1

s + a

)

=
a

s2 − a2
,

G(s) =
1

2

(

1

s− a
+

1

s + a

)

=
s

s2 − a2
.

393. Koriste�i Laplasove slike za funkcije sin i cos odrediti Lap-
lasove slike za funkcije f : t 7→ sinat i g : t 7→ cos at.

Rexe�e: Neka je S = L[sin], C = L[cos], F = L[f ] i G = L[g]. Kako su funkcije

sin i f , odnosno cos i g sliqne, to je

F (s) =
1

a
S
( s

a

)

=
1

a
· 1

s2/a2 + 1
=

a

s2 + a2
, G(s) =

1

a
C
( s

a

)

=
1

a
· s/a

s2/a2 + 1
=

s

s2 + a2
.

394. Odrediti Laplasovu sliku F funkcije f : t 7→ sinat · cos bt.

Rexe�e: Kako je

sin at · cos bt = 1

2
sin(a + b)t +

1

2
sin(a− b)t,

to je na osnovu prethodnog zadatka i svojstva linearnosti

F (s) =
1

2
· a + b

s2 + (a + b)2
+

1

2
· a− b
s2 + (a− b)2

=
1

2
· (a + b)(s2 + (a− b)2) + (a− b)(s2 + (a + b)2)

(s2 + (a + b)2)(s2 + (a− b)2)

=
a(s2 + a2 − b2)

(s2 + (a + b)2)(s2 + (a− b)2)

.

395. Odrediti L[f ] ako je f(t) = cos3 t.

Rexe�e: Iz jednakosti cos t =
eit + e−it

2
sledi da je

cos3 t =
1

8

(

e3ti + 3eti + 3e−ti + e−3ti
)

=
1

4
cos 3t +

3

4
cos t.

Prema tome,

L[f ](s) =
1

4
· s

s2 + 9
+

3

4
· s

s2 + 1
=

s(s2 + 7)

(s2 + 1)(s2 + 9)
.

Napomena: Mo�e i

cos3 t =
1

2
(1 + cos 2t) cos t =

1

4
(3 cos t + cos 3t) .
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396. Odrediti L[f ] ako je f(t) = sin4 t.

Rexe�e: Ako je g(t) = cos2 2t, onda je L[g](s) =
1

2

(

1

s
+

1

s2 + 16

)

, pa iz jed-

nakosti

sin4 t =

(

1− cos 2t
2

)2

=
1

4

(

1 + cos2 2t− 2 cos 2t
)

sledi da je

L[f ](s) =
1

4

(

3

2
· 1
s
− 2s

s2 + 4
+

1

2
· s

s2 + 16

)

=
24

s(s2 + 4)(s2 + 16)
.

Slika pomerenog originala. Pomera�e slike

397. Odrediti L[f ] ako je f(t) =

{

0, t < 1

e1−t, t ≥ 1
.

Rexe�e: Ako je u odskoqna funkcija, g(t) = e−t, G = L[g] i F = L[f ], onda je

f(t) = u(t− 1)e−(t−1), F (s) = e−sG(s) =
e−s

s + 1
.

Drugo rexe�e: Po definiciji Laplasove slike je

F (s) =

∫ ∞

1

e−ste1−tdt = e

∫ ∞

1

e−(s+1)tdt = − e

s + 1
e−(s+1)t







∞

1
=

e−s

s + 1
.

398. Odrediti L[f ] ako je f(t) =

{

0, t < 0 ili t ≥ b
1, 0 ≤ t < a
2, a ≤ t < b

.

Rexe�e: Ako je u odskoqna funkcija, onda je

f(t) = u(t)− u(t− a) + 2(u(t− a)− u(t− b))
= u(t) + u(t− a)− 2u(t− b),

pa je

L[f ](s) =
1

s
+
e−as

s
− 2e−bs

s
=

1

s

(

1 + e−as − 2e−bs
)

.

Drugo rexe�e: Po definiciji je

F (s) =

∫ a

0

e−stdt + 2

∫ b

a

e−stdt = −1

s
e−st







a

0
−2

s
e−st







b

a
=

1

s
+

1

s
e−as − 2

s
e−bs.

399. Odrediti L[f ] ako je f(t) =

{

0, t < 0 ili t ≥ 2a
1, 0 ≤ t < a
−1, a ≤ t < 2a

.

Rexe�e: Ako je u odskoqna funkcija, onda je

f(t) = u(t)− 2u(t− a) + u(t− 2a),

pa je L[f ](s) =
1

s

(

1− e−as
)2
.
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Drugo rexe�e: Po definiciji je

F (s) =

∫ a

0

e−stdt−
∫ 2a

a

e−stdt = −1

s
e−st







a

0
+
1

s
e−st







2a

a
=

1

s

(

1 + e−2as − 2e−as
)

.

400. Odrediti L[f ] ako je f(t) = 0 za t < 0 ili t ≥ n (n ∈ N) i f(t) = k
za k − 1 ≤ t < k (k = 1, 2, . . . , n).

Rexe�e: Ako je u odskoqna funkcija, onda je

f(t) = u(t) + u(t− 1) + · · · + u(t− (n− 1))− nu(t− n),

pa je

F (s) =
1

s

(

1 + e−s + e−2s + · · · + e−(n−1)s
)

− n

s
e−ns =

1

s

(

1− e−ns

1− e−s
− ne−ns

)

.

401. Odrediti L[f ] ako je f(t) =

{

0, t < 0 ili t ≥ 2
t, 0 < t ≤ 1

2− t, 1 < t ≤ 2
.

Rexe�e: Ako je u odskoqna funkcija, onda je

f(t) = t (u(t)− u(t− 1)) + (2− t) (u(t− 1)− u(t− 2))

= tu(t)− 2(t− 1)u(t− 1) + (t− 2)u(t− 2),

pa je

L[f ](s) =
1

s2
− 2e−s

s2
+
e−2s

s2
=

(1− e−s)2

s2
.

402. Odrediti L[f ] ako je f(t) = e−t cos2 t.

Rexe�e: Ako je g(t) = cos2 t, onda je L[f ](s) = G(s+1). Kako je g(t) =
1 + cos 2t

2
,

to je

G(s) =
1

2

(

1

s
+

s

s2 + 4

)

=
s2 + 2

s(s2 + 4)
, F (s) =

s2 + 2s + 3

(s + 1)(s2 + 2s + 5)
.

403. Odrediti L[g] ako je g(t) = f(t)ch at (a ∈ R) i F = L[f ].

Rexe�e: Kako je g(t) =
1

2
f(t)eat +

1

2
f(t)e−at, to je

L[g](s) =
1

2
F (s− a) + 1

2
F (s + a) =

1

2
(F (s− a) + F (s + a)) .

404. Odrediti L[f ] ako je f(t) = sh3t.

Rexe�e: Ako je g(t) = sh2t i G = L[g], onda je G(s) =
2

s(s2 − 4)
, jer je sh2t =

ch 2t− 1

2
. Kako je

sh3t = sh t · sh2t = 1

2

(

et − e−t
)

sh2t =
1

2
etsh2t− 1

2
e−tsh2t,
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to je

L[f ](s) =
1

2
(G(s− 1)− G(s + 1))

=
1

2

(

2

(s− 1)((s− 1)2 − 4)
− 2

(s + 1)((s + 1)2 − 4)

)

=
1

(s− 1)(s + 1)(s− 3)
− 1

(s + 1)(s− 1)(s + 3)

=
6

(s2 − 1)(s2 − 9)
.

Drugo rexe�e: Iz jednakosti sh3t =
1

4
(sh 3t− 3sh t) sledi da je

L[f ](s) =
1

4

(

3

s2 − 9
− 3

s2 − 1

)

=
6

(s2 − 1)(s2 − 9)
.

Izvod slike. Izvod originala.

405. Odrediti L[f ] ako je f(t) = t2 sinat (a ∈ R).

Rexe�e: Ako je L[f ] = F , onda je

F (s) = (−1)2
(

a

s2 + a2

)′′

= 2a · 3s2 − a2

(s2 + a2)3
.

406. Odrediti L[f ] ako je f(t) = t2sh(at) (a ∈ R).

Rexe�e: Ako je L[f ] = F , onda je

F (s) = (−1)2
(

a

s2 − a2

)′′

= 2a · 3s2 + a2

(s2 − a2)3
.

407. Odrediti L[f ] ako je f(t) = t2ch(at) (a ∈ R).

Rexe�e: Ako je L[f ] = F , onda je

F (s) = (−1)2
(

s

s2 − a2

)′′

= 2s · s
2 + 3a2

(s2 − a2)3
.

408. Odrediti L[f ] ako je f(t) = tneat.

Rexe�e: Ako je h(t) = eat i L[h] = H, onda je

L[f ](s) = (−1)nH(n)(s) = (−1)n
(

1

s− a

)(n)

=
n!

(s− a)n+1
.

Drugo rexe�e: Ako je g(t) = tn, onda je L[g](s) =
n!

sn+1
, pa je

L[f ](s) = L[g](s− a) = n!

(s− a)n+1
.
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409. Odrediti L[f ] ako je f(t) = tnch(at), gde je a ∈ R i n ∈ N .

Rexe�e: Kako je f(t) =
1

2
tneat +

1

2
tne−at, to je na osnovu prethodnog zadatka

L[f ](s) =
1

2

n!

(s− a)n+1
+

1

2

n!

(s + 1)n+1
=
n!

2
· (s + a)n+1 + (s− a)n+1

(s2 − a2)n+1
.

410. Odrediti L[f ′] ako je f(t) = e−at cos t (a ∈ R).

Rexe�e: Kako je L[f ](s) =
s + a

(s + a)2 + 1
i f(0) = 1, to je

L[f ′](s) = sL[f ](s)− f(0) = s(s + a)

(s + a)2 + 1
− 1.

Napomena: Naravno, mo�e i f ′(t) = −e−at(a cos t + sin t), a zatim primeniti

Laplasovu transformaciju.

411. Odrediti L[f ] ako je f(t) =
dn

dtn

(

tn

et

)

.

Rexe�e: Ako je g(t) = tne−t, onda je g(0) = g′(0) = · · · = g(n−1)(0) = 0, pa je

L[f ](s) = L[g(n)](s) = snL[g](s) = sn
n!

(s + 1)n+1
.

412. Neka je funkcija f takva da f ′ pripada klasi E(a) (a > 0) i neka
je F = L[f ]. Dokazati da je

(1) f(0) = lim
Re(s)→+∞

sF (s), (2) lim
t→∞

f(t) = lim
s→0

sF (s).

Rexe�e: Iz jednakosti L[f ′](s) = sF (s)− f(0) i definicije Laplasove slike

sledi da je
∫ ∞

0

f ′(t)e−stdt = sF (s)− f(0). (∗)

Kako L[f ′](s) → 0 kad Re(s) → ∞ (videti zadatak 389.) iz jednakosti (∗), za

Re(s) → ∞, dobijamo da sF (s) − f(0) → 0 odakle sledi (1), a za s → 0 dobijamo

da je
∫ ∞

0

f ′(t)dt = lim
s→0

sF (s)− f(0)

odakle sledi da je lim
t→∞

f(t)− f(0) = sF (s)− f(0), odnosno (2).

Integral slike. Integral originala.

413. Odrediti L[f ] ako je f(t) =
cos at− cos bt

t
, gde je a ∈ R i b ∈ R.

Rexe�e: Ako je g(t) = cos at− cos bt, G = L[g] i F = L[f ], onda je

F (s) =

∫ ∞

s

G(z)dz =

∫ ∞

s

(

z

z2 + a2
− z

z2 + b2

)

dz =
1

2
ln
s2 + b2

s2 + a2
.
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414. Odrediti L[f ] ako je f(t) =
sh(at)
t

, gde je a ∈ R.

Rexe�e: Ako je g(t) = sh(at), G = L[g] i F = L[f ], onda je

F (s) =

∫ ∞

s

G(z)dz =

∫ ∞

s

a

z2 − a2
dz =

1

2

∫ ∞

s

(

1

z − a
− 1

z + a

)

dz =
1

2
ln
s + a

s− a
.

415. Odrediti L[f ] ako je f(t) =
e−at

t
· sin bt, gde je a ∈ R i b ∈ R.

Rexe�e: Ako je g(t) =
sin bt

t
i G = L[g], onda je

G(s) =

∫ ∞

s

b

z2 + b2
dz =

π

2
− arctan s

b
= arccot

s

b
,

pa je

L[f ](s) = G(s + a) = arccot
s + a

b
.

416. Odrediti L[f ] ako je f(t) =
1− cos at
tebt

, gde je a ∈ R i b ∈ R.

Rexe�e: Ako je g(t) =
1− cos at

t
i G = L[g], onda je

G(s) =

∫ ∞

s

(

1

z
− z

z2 + a2

)

dz = ln
z√

z2 + a2







∞

s
= ln

√
s2 + a2

s
,

pa je

L[f ](s) = G(s + b) = ln

√
(s + b)2 + a2

s + b
.

417. Odrediti L[f ] ako je f(t) =
sin2 t
t2

.

Rexe�e: Ako je g(t) = sin2 t, h(t) = g(t)/t, G = L[g], H = L[h] i F = L[f ], onda

je

H(s) =

∫ ∞

s

G(z)dz =
1

2
ln

z√
z2 + 4







∞

s
= −1

2
ln

s√
s2 + 4

=
1

4
ln
s2 + 4

s2
,

F (s) =

∫ ∞

s

H(z)dz =
1

4

∫ ∞

s

ln
z2 + 4

z2
dz =

1

4

(

z ln
z2 + 4

z







∞

s
+8

∫ ∞

s

dz

z2 + 4

)

.

Prema tome,

F (s) = −1

4
s ln

s2 + 4

s2
+
π

2
− arctan s

2
.

418. Odrediti L[f ] ako je f(t) =

∫ t

0

xne−axdx, gde je n ∈ N i a ∈ R.

Rexe�e: Ako je g(t) = tne−at, G = L[g] i F = L[f ], onda je

F (s) =
G(s)

s
=

n!

s(s + a)n+1
.
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419. Odrediti L[f ] ako je f(t) =

∫ t

0

g(x)
x

dx i G = L[g].

Rexe�e: Ako je h(t) =
g(t)

t
i H = L[h], onda je

F (s) =
H(s)

s
=

1

s

∫ ∞

s

G(z)dz.

420. Odrediti L[f ] ako je f(t) =

∫ t

0

sinx
x

dx.

Rexe�e: Ako je S = L[sin], onda na osnovu prethodnog zadatka sledi da je

L[f ](s) =
1

s

∫ ∞

s

S(z)dz =
1

s

∫ ∞

s

dz

z2 + 1
=

1

s

(π

2
− arctan s

)

.

Laplasova slika periodiqne funkcije

421. Ako je original f periodiqna funkcija s periodom T i F = L[f ],
dokazati da je

F (s) =
1

1− e−Ts

∫ T

0

e−tsf(t)dt.

Rexe�e: Smenom t = x + T dobijamo da je
∫ ∞

T

e−stf(t)dt = e−sT
∫ ∞

0

e−sxf(x + T )dx = e−sT
∫ ∞

0

e−sxf(x) = e−sTF (s).

Prema tome,

F (s) =

∫ T

0

e−stf(t)dt +

∫ ∞

T

e−stf(t)dt =

∫ T

0

e−stf(t)dt + e−sTF (s),

odakle sledi data jednakost.

422. Odrediti L[f ] ako je f(t) =
sin t
| sin t|

.

Rexe�e: Ako je g(t) =

{

0, t < 0 ili t ≥ 2π

1, 0 < t < π

−1, π < t < 2π

i ako je F = L[f ] i G = L[g],

onda je

F (s) =
G(s)

1− e−2πs

jer je funkcija f periodiqna sa periodom 2π. Kako je G(s) =
1

s
(1− e−πs)2 (videti

zadatak 399.), to je

F (s) =
1

s
·
(

1− e−πs
)2

1− e−2πs
=

1

s
· 1− e

−πs

1 + e−πs
=

1

s
· tanhπs

2
.
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423. Odrediti L[sin+] i L[sin−] ako su funkcije sin+ i sin− defin-
isane sa

sin+ t =max{sin t, 0}, sin− t =max{− sin t, 0}

Rexe�e: Neka je

g(t) =
{

sin t 0 ≤ t ≤ π

0 t < 0 ili t > π
, G = L[g], S+ = L[sin+], S− = L[sin−].

Kako je sin+ periodiqna funkcija sa periodom 2π i kako je

G(s) =

∫ π

0

e−st sin tdt = − e−st

s2 + 1
(s sin t + cos t)







π

0
=

1 + e−sπ

s2 + 1
,

to je

S+(s) =
G(s)

1− e−2πs
=

1

s2 + 1
· 1 + e−πs

1− e−2πs
=

1

(s2 + 1)(1− eπs)
Iz jednakosti

sin− t = u(t− π) sin+(t− π),

sledi da je

S−(s) = e−πsS+(s) =
e−πs

(s2 + 1)(1− e−πs).

424. Odrediti L[f ] ako je f(t) = | sin t|.

Rexe�e: Funkcija f je periodiqna sa periodom π. Ako su g i G definisane

kao u prethodnom zadatku i ako je F = L[f ], onda je

F (s) =
G(s)

1− e−πs
=

1

s2 + 1
· 1 + e−πs

1− e−πs
=

1

s2 + 1
· cothπs

2
.

Drugo rexe�e: Prema oznakama iz prethodnog zadatka je

F (s) = S+(s) + S−(s) =
1

s2 + 1
· 1 + e−πs

1− e−πs
.

425. Odrediti L[f ] ako je f periodiqna funkcija sa periodom T = 2,

pri qemu je f(t) =
{

t, 0 < t ≤ 1
2− t, 1 < t ≤ 2

.

Rexe�e: Ako je F = L[f ], onda je

F (s) =
1

1− e−2s

∫ 2

0

e−stf(t)dt =
1

1− e−2s

(∫ 1

0

te−tsdt +

∫ 2

1

(2− t)e−tsdt
)

.

Kako je
∫ 1

0

te−tsdt = −1

s
e−s − 1

s2
e−s +

1

s2
,

∫ 2

1

(2− t)e−tsdt = 1

s
e−s +

1

s2
e−2s − 1

s2
e−s,

to je

F (s) =
1

1− e−2s

(

1

s2
e−2s − 2

s2
e−s +

1

s2

)

=
1

s2
(1− e−s)2

1− e−2s
=

1

s2
tanh s.
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Konvolucija (Mno�e�e slika)

426. Odrediti L[f ] ako je f(t) =

∫ t

0

(t− x)exdx.

Rexe�e: Ako je g(t) = t i h(t) = et, onda je f = g ∗ h, pa je L[f ](s) =
1

s2
· 1

s− 1
.

Napomena: Mo�e i

f(t) = (t− x)ex






t

0
+

∫ t

0

exdx = et − t− 1,

odakle sledi L[f ](s) =
1

s− 1
− 1

s2
− 1

s
=

1

s2(s− 1)
, ali je jednostavnije pomo�u

svojstva Laplasove slike konvolucije.

427. Odrediti L[f ] ako je f(t) =

∫ t

0

u(t− x) sinxdx, gde je u odskoqna

funkcija.

Rexe�e: Kako je f = u ∗ sin, to je L[f ](s) =
1

s
· 1

s2 + 1
.

Napomena: Kako je t− x ≥ 0 za 0 ≤ x ≤ t, to je f(t) =

∫ t

0

sin xdx = 1− cos t, pa
se lako nalazi L[f ] i bez svojstva konvolucije.

428. Odrediti L[f ] ako je f(t) =

∫ t

0

cos(t− x) cosxdx.

Rexe�e: Kako je f(t) = (cos ∗ cos)(t), to je

L[f ](s) =
s

s2 + 1
· s

s2 + 1
=

s2

(s2 + 1)2
.

Napomena: Bez svojstva konvolucije je znatno du�e rexava�e jer je

f(t) =
1

2

∫ t

0

(cos t + cos(t− 2x))dx =
1

2
(t cos t + sin t).

429. Odrediti L[f ] ako je f(t) =

∫ t

0

e−x(t− x) sinxdx.

Rexe�e: Ako je g(t) = e−t sin t i h(t) = t onda je f = g ∗ h, pa je

L[f ](s) =
1

(s + 1)2 + 1
· 1
s2

=
1

s2(s2 + 2s + 2)
.

430. Odrediti L[f ] ako je f(t) =

∫ t

0

et−x cos(t− x)sh xdx.

Rexe�e: Ako je g(t) = et cos t, onda je f = g ∗ sh, pa je

L[f ](s) =
s− 1

(s− 1)2 + 1
· 1

s21
.
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6.2 Inverzna transformacija

431. Odrediti L−1[F ] ako je F (s) =
e−2s

s(s2 + 1)2
.

Rexe�e: Ako je G(s) =
1

s(s2 + 1)2
i L−1[G] = g, onda je F (s) = e−2sG(s), pa je

f(t) = g(t− 2)u(t− 2), gde je u jediniqna odskoqna funkcija. Kako je

G(s) =
1

s
− s

s2 + 1
− s

(s2 + 1)2
,

to je g(t) = 1− cos t− 1

2
t sin t, odnosno

f(t) =

(

1− cos(t− 2)− 1

2
(t− 2) sin(t− 2)u

)

u(t− 2).

432. Odrediti L−1[X] ako je X(s) =
1

s3 − 8
.

Rexe�e: Kako je

X(s) =
1

12
· 1

s− 2
− 1

12
· s + 4

s2 + 2s + 4

=
1

12
· 1

s− 2
− 1

12
· (s + 1) + 3

(s + 1)2 + (
√
3)2

=
1

12
· 1

s− 2
− 1

12
· s + 1

(s + 1)2 + (
√
3)2
−
√
3

12
·

√
3

(s + 1)2 + (
√
3)2

,

to je

L−1[X](t) =
1

12
e2t − 1

12
e−t
(

cos
√
3t +
√
3 sin

√
3t
)

.

433. Odrediti L−1[X] ako je X(s) =
s2 + 1
s3 − 1

.

Rexe�e: Kako je

X(s) =
2

3
· 1

s− 1
+

1

3
· s− 1

s2 + s + 1

=
2

3
· 1

s− 1
+

1

3
·

s +
1

2
− 3

2
(

s +
1

2

)2

+
3

4

,

to je

L−1[X](t) =
2

3
et +

1

3
e−t/2 cos

√
3

2
t− 1√

3
e−t/2 sin

√
3

2
t.

434. Odrediti L−1[F ] ako je F (s) =
s2 + 2

s3 + 3s2 + 5s+ 3
.
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Rexe�e: Ako je

G(s) =
s2 − 2s + 3

s(s2 + 2)
=

3

2

1

s
− 1

2

s

s2 + 2
− 2

s2 + 2
,

onda iz jednakosti

F (s) =
(s + 1)2 − 2(s + 1) + 3

(s + 1) ((s + 1)2 + 2)

sledi da je

L−1[F ](t) = e−tL−1[G](t) = e−t
(

3

2
− 1

2
cos
√
2t−

√
2 sin

√
2t

)

.

435. Odrediti L−1[F ] ako je F (s) =
s+ 2

(s2 + 4s+ 13)2
.

Rexe�e: Kako je

F (s) =
1

2
· 2s + 4

(s2 + 4s + 13)2
= −1

2

(

1

s2 + 4s + 13

)′

= −1

6

(

3

(s + 2)2 + 32

)′

,

to je L−1[F ](t) =
1

6
te−2t sin 3t.

436. Odrediti L−1[F ] ako je F (s) =
s2

(s3 + 1)2
.

Rexe�e: Ako je

G(s) =
1

s3 + 1
=

1/3

s + 1
− 1

3

s− 2

s2 − s + 1
=

1

3

1

s + 1
− 1

3

s− 1

2
− 3

2
(

s− 1

2

)2

+
3

4

,

onda iz jednakosti F (s) = −1

3
G′(s) sledi da je

L−1[F ](t) =
1

9
t

(

e−t − et/2 cos
√
3

2
t− 3

2
et/2 sin

√
3

2
t

)

.

437. Odrediti L−1[F ] ako je F (s) =
2s− 3

(s− 1)(s2 + 4s+ 5)
.

Rexe�e: Kako je

F (s) =
1

10
· 1

s− 1
− 1

10
· s

s2 + 4s + 5
+

7

2
· 1

s2 + 4s + 5

=
1

10
· 1

s− 1
− 1

10
· s + 2

(s + 2)2 + 1
+

37

10
· 1

(s + 2)2 + 1
,

to je

L−1[F ](t) =
1

10
et − 1

10
e−2t cos t +

37

10
e−2t sin t.
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438. Ako je F (s) =
A(s)

B(s)
, gde su A i B polinomi stepena m i n (m <

n) i ako su kompleksni brojevi s1, s2, . . . , sn jednostruki koreni
polinoma B, dokazati da je

L−1[F ](t) =
n
∑

k=i

A(sk)

B′(sk)
eskt.

Rexe�e: Neka je F (s) =

n
∑

k=1

ck

s− sk
. Tada je

ck = lim
s→sk

(s− sk)
A(s)

B(s)
= A(sk) lim

s→sk

s− sk
B(s)− B(sk)

=
A(sk)

B′(sk)
,

pa je

L−1[F ](t) =

n
∑

k=1

cke
skt =

n
∑

k=1

A(sk)

B′(sk)
eskt,

xto je i trebalo dokazati.

439. Odrediti L−1[F ] ako je F (s) =
s+ 1

s(s− 1)(s− 2)(s− 3)
.

Rexe�e: Neka je A(s) = s + 1 i B(s) = s(s− 1)(s− 2)(s− 3). Tada je

B′(s) = 4s3 − 18s2 + 22s− 6

A(0)

B′(0)
= −1

6
,

A(1)

B′(1)
= 1,

A(2)

B′(2)
= −3

2
,

A(3)

B′(3)
=

2

3
,

pa je (prema prethodnom zadatku)

L−1[F ](t) = −1

6
+ et − 3

2
e2t +

2

3
e3t.

Napomena: Ako je G(s) = estF (s), onda je (bez poziva�a na prethodni zadatak)

L−1[F ](t) = res
s=0

G(s) + res
s=1

G(s) + res
s=2

G(s) + res
s=3

G(s)

= − 1

6
+ et − 3

2
e2t +

2

3
e3t.

440. Odrediti L−1[F ] ako je F (s) =
s2

(s2 + a2)2
.

Rexe�e: Neka je f(t) = L−1[F ](t), g(t) = cos at i G = L[g]. Tada je F (s) =

G(s) · G(s), pa je

f(t) = (g ∗ g)(t) =
∫ t

0

cos a(t− u) cos audu

=
1

2

∫ t

0

(cos at + cos(2au− at)du

=
1

2

(

t cos at +
1

a
sin at

)

.
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441. Odrediti L−1[F ] ako je F (s) =
1

s3(s− 1)
.

Rexe�e: Neka je f(t) = L−1[F ](t), g(t) = t2, h(t) = et, G = L[g] i H = L[h].

Tada je F (s) = G(s) ·H(s)/2, pa je

f(t) =
1

2
(g ∗ h)(t) = 1

2

∫ t

0

(t− x)2exdx

=
1

2
ex(t− x)2







t

0
+

∫ t

0

(t− x)exdx

= − t2

2
− t + et − 1.

Napomena: Ako je E(s) = estF (s), onda je

f(t) = res
s=0

E(s) + res
s=1

E(s).

Naravno, f mo�e da se dobije i iz jednakosti

F (s) =
A

s3
+
B

s2
+
C

s
+

D

s− 1
.

442. Odrediti L−1[F ] ako je F (s) =
1

(s2 + 1)3
.

Rexe�e: Neka je f = L−1[F ] i g = L−1[G], gde je G(s) =
1

(s2 + 1)2
. Tada je

g(t) = (sin ∗ sin)(t) =
∫ t

0

sin(t− u) sin udu

=
1

2

∫ t

0

cos(t− 2u)du− 1

2

∫ t

0

cos tdu

=
1

2
sin t− 1

2
t cos t

f(t) = (sin ∗g)(t) = 1

2

∫ t

0

sin(t− u)(sin u− u cos u)du

=
1

4
(sin t− t cos t)− 1

2

∫ t

0

sin(t− u)u cos udu

=
3

8
sin t− 3

8
t cos t− 1

8
t2 sin t.

443. Odrediti L−1[F ] ako je F (s) =
s2

(s2 + 1)3
.

Rexe�e: Neka je f = L−1[F ] i g = L−1[G], gde je G(s) =
s2

(s2 + 1)2
. Tada je

g(t) = (cos ∗ cos)(t) =
∫ t

0

cos(t− u) cos udu

=
1

2

∫ t

0

cos(t− 2u)du +
1

2

∫ t

0

cos tdu

=
1

2
sin t +

1

2
t cos t
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f(t) = (sin ∗g)(t) = 1

2

∫ t

0

sin(t− u)(sin u + u cos u)du

=
1

4
t2 sin t− 1

8
t cos t +

1

8
sin t

444. Odrediti L−1[F ] ako je F (s) =
s

s4 − 1
.

Rexe�e: Poxto je F (s) =
s

s2 − 1
· 1

s2 + 1
, to je

L−1[F ](t) = (ch ∗ sin)(t) =
∫ t

0

ch(t− u) sin udu

= − 1

2
(sh(t− u) sin u + ch(t− u) cos u)







t

0

=
1

2
(cht− cos t).

Drugo rexe�e: Ako je B(s) = s4 − 1, tada je C(s) = B′(s) = 4s3, pa je

L−1[F ](t) =
1

C(1)
et − 1

C(−1)
e−t +

i

C(i)
eit − i

C(−i)
e−it.

445. Odrediti L−1[F ] ako je F (s) =
1

s2(s2 + a2)
.

Rexe�e: Ako je G(s) =
1

s(s2 + a2)
, onda je

L−1[G](t) =
1

a

∫ t

0

sin axdx =
1

a2
(1− cos at),

pa je

L−1[F ](t) =
1

a2

∫ t

0

(1− cos ax)dx =
1

a2

(

t− 1

a
sin at

)

.

Drugo rexe�e: Rezultat sledi iz jednakosti

F (s) =
1

a2

(

1

s2
− 1

s2 + a2

)

.

Tre�e rexe�e: Ako je G(s) = F (s) · est, onda je

L−1[F ](t) = res
s=0

G(s) + res
s=ai

G(s) + res
s=−ai

G(s)

= lim
s→0

(

est

s2 + a2

)′

+ lim
s→ai

est

s2(s + ai)
+ lim
s→−ai

est

s2(s− ai)

=
t

a2
− 1

a3

(

eati − eati

2i

)

=
t

a2
− 1

a3
sin at.
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6.3 Primena

Integral kao Laplasova slika

446. Izraqunati

∫ ∞

0

te−at cos tdt (a ∈ R+).

Rexe�e: Neka je f(t) = t cos t i neka je F = L[f ]. Tada je F (s) = − d

ds
F [cos](s),

a po definiciji je F (s) =

∫ ∞

0

te−st cos tdt. Prema tome,

∫ ∞

0

te−st cos tdt = −
(

s

s2 + 1

)′

=
s2 − 1

(s2 + 1)2

za Re s > 0. Za s = a dobijamo da je
∫ ∞

0

te−at cos tdt =
a2 − 1

(a2 + 1)2
.

447. Izraqunati

∫ ∞

0

eat − ebt

t
dt (a, b ∈ R).

Rexe�e: Neka je g(t) = eat − ebt, f(t) = g(t)/t, G = L[g] i F = L[f ]. Kako je

F (s) =

∫ ∞

s

G(z)dz =

∫ ∞

s

(

1

z − a
− 1

z − b

)

dz = ln
s− b
s− a

,

a po definiciji je F (s) =

∫ ∞

0

e−stf(t)dt, iz jednakosti

∫ ∞

0

e−stf(t)dt = ln
s− b
s− a

za s→ 0 dobijamo da je

∫ ∞

0

f(t)dt = ln
b

a
.

Diferencijalne jednaqine - partikularno rexe�e

448. Odrediti partikularno rexe�e jednaqine

y′′(t)− 2y′(t)− 3y(t) = 3t+ e2t

koje zadovo	ava uslove y(0) = −1 i y′(0) = 1.

Rexe�e: Neka je L[y] = Y . Tada je

L[y′](s) = sY (s)− y(0) = sY + 1

L[y′′](s) = sL[y′]− y′(0) = s(sY + 1)− 1 = s2Y + s− 1.
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Iz date jednaqine dobijamo da je

Y (s) =
−s4 + 5s3 − 5s2 + 3s− 6

s2(s + 1)(s− 2)(s− 3)

= − 1

s2
+

2

3

1

s
− 5

3

1

s + 1
− 1

3

1

s− 2
+

1

3

1

s− 3
,

pa je

y(t) = L−1[Y ](t) = −t + 2

3
− 5

3
e−t − 1

3
e2t +

1

3
e2t.

449. Odrediti partikularno rexe�e jednaqine

y′′(t)− 4y′(t) + 5y(t) = 5t+ 1

koje zadovo	ava uslove y(0) = 2 i y′(0) = 2.

Rexe�e: Neka je L[y] = Y . Tada je

L[y′](s) = sY (s)− y(0) = sY − 2

L[y′′](s) = s2Y (s)− sy(0)− y′(0) = s2Y − 2s− 2.

Iz date jednaqine dobijamo da je

Y (s) =
2s3 − 6s2 + s + 5

s2(s2 − 4s + 5)
=

1

s2
+

1

s
+

s− 3

s2 − 4s + 5
,

pa je

y(t) = L−1[Y ](t) = t + 1 + e2t cos t− e2t sin t.

450. Odrediti partikularno rexe�e jednaqine

y′′(t) + 4y′(t) + 4y(t) = 5 sin t

koje zadovo	ava uslove y(0) = −1 i y′(0) = 1.

Rexe�e: Neka je L[y] = Y . Tada je

L[y′](s) = sY (s)− y(0) = sY + 1,

L[y′′](s) = s2Y (s)− sy(0)− y′(0) = s2Y + s− 1.

Iz date jednaqine dobijamo da je

Y (s) =
−s2 − s + 1

(s + 2)(s2 + 1)
= −1

5
· 1

s + 2
− 4

5
· s

s2 + 1
+

3

5
· 1

s2 + 1
,

pa je

y(t) = −1

5
e−2t − 4

5
cos t +

3

5
sin t.

451. Odrediti partikularno rexe�e jednaqine

y′′(t)− 2y′(t) + 2y(t) = 3e2t

koje zadovo	ava uslove y(0) = 1 i y′(0) = −1.

Rexe�e: Neka je L[y] = Y . Tada je

L[y′](s) = sY − 1, L[y′′](s) = s2Y − s + 1,
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pa iz date jednaqine dobijamo da je

Y (s) =
s2 − 5s + 9

(s− 2)(s2 − 2s + 2)
=

3

2
· 1

s− 2
− 1

2
· s− 1

(s− 1)2 + 1
− 7

2
· 1

(s− 1)2 + 1
.

Prema tome, tra�eno rexe�e je

y(t) =
3

2
e2t − 1

2
et ((cos t + 7 sin t) .

452. Odrediti partikularno rexe�e jednaqine

y′′′ + y′′ = sinx

koje zadovo	ava uslove y(0) = y′(0) = 1 i y′′(0) = 0.

Rexe�e: Ako je L[y] = Y , onda je

L[y′′](s) = s2Y (s)− s− 1, L[y′′′](s) = s3Y (s)− s2 − s,

pa iz date jednaqine sledi da je

(s3 + s2)Y (s) = (s + 1)2 +
1

s2 + 1
,

odnosno

Y (s) =
2

s2
+

1

2
· 1

s + 1
+

1

2
· s

s2 + 1
− 1

2
· 1

s2 + 1
.

Prema tome,

y(x) = 2x +
1

2
e−x +

1

2
cos x− 1

2
sin x.

453. Odrediti partikularno rexe�e jednaqine

y′′(t) + a2y(t) = b sinat, (a ∈ R, b ∈ R+)

koje zadovo	ava uslove y(0) = 0 i y′(0) = 0.

Rexe�e: Ako je L[y] = Y , onda iz date jednaqine dobijamo da je

Y (s) =
ab

(s− ia)2(s + ia)2
,

pa je
y(t) = res

s=ia
estY (s) + res

s=−ia
estY (s)

= ab lim
s→ai

(

est

(s + ia)2

)′

+ ab lim
s→−ai

(

est

(s− ia)2

)′

=
b

2a2
(sin at− at cos at).

454. Odrediti partikularno rexe�e jednaqine

y′′(t) + 4y(t) = sin 2t

koje zadovo	ava uslove y(0) = 0 i y′(0) = 1.

Rexe�e: Ako je L[y] = Y , onda iz date jednaqine dobijamo da je

Y (s) =
1

s2 + 4
+

2

(s2 + 4)2
=

s2 + 6

(s2 + 4)2
,
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pa je
y(t) = 2Re res

s=2i
estY (s)

= 2Re lim
s→2i

(

est
s2 + 6

(s + 2i)2

)′

= 2Re

(

− 5

16
ie2it − 1

8
te2it

)

=
5

8
sin 2t− 1

4
t cos 2t.

455. Odrediti partikularno rexe�e jednaqine

y′′(t)− 5y′(t) + 6y(t) = 2 cos t

koje zadovo	ava uslove y(0) = 3 i y′(0) = 4.

Rexe�e: Ako je L[y] = Y , onda je

L[y′] = sY − 3, L[y′′] = s2Y − 3s− 4.

Iz date jednaqine dobijamo da je

Y (s) =
3s2 − 11s2 + 5s− 11

(s− 2)(s− 3)(s− i)(s + i)
=
P (s)

Q(s)
,

pa je

y(t) =
P (2)

Q′(2)
e2t +

P (3)

Q′(3)
e3t + 2Re

(

P (i)

Q′(i)
eit
)

.

Kako je P (2) = −21, P (3) = −14, P (i) = 2i, Q′(2) = −5, Q′(3) = 10 i Q′(i) = 10i+10,

to je

y(t) =
21

5
e2t − 7

5
e3t +

1

5
e3t +

1

5
cos t− 1

5
sin t.

Drugo rexe�e: Rezultat sledi iz jednakosti

Y (s) =
21

5
· 1

s− 2
− 7

5
· 1

s− 3
+

1

5
· s

s2 + 1
− 1

5
· 1

s2 + 1
.

456. Odrediti partikularno rexe�e jednaqine

y′′(t)− 3y′(t) + 2y(t) = 4t+ 12e−t

koje zadovo	ava uslove y(0) = 0 i y′(0) = A (A ∈ R).

Rexe�e: Ako je L[y] = Y , onda je L[y′] = sY i L[y′′] = s2Y − A, pa iz date

jednaqine dobijamo da je

Y (s)(s2 − 3s + 2) = A +
4

s2
+

12

s + 1
,

odnosno

Y (s) =
A

(s− 1)(s− 2)
+

4

s2(s− 1)(s− 2)
+

12

(s− 1)(s + 1)(s− 2)
.

Kako je

L−1
[

1

(s− 1)(s− 2)

]

= L−1

[

− 1

s− 1
+

1

s− 2

]

= −et + e2t,



6 Laplasova transformacija 161

L−1
[

1

s2(s− 1)(s− 2)

]

=
1

4
L−1

[

2

s2
+

3

s
− 4

s− 1
+

1

s− 2

]

=
1

2
t +

3

4
− et + 1

4
e2t,

L−1
[

1

(s− 1)(s + 1)(s− 2)

]

= L−1
[

−1

2

1

s− 1
+

1

6

1

s + 1
+

1

3

1

s− 2

]

= − 1

2
et +

1

6
e−tt +

1

3
e2t,

to je

y(t) = Cet − (C + 5)e2t + 2t + 3 + 2e−t,

gde je C = −A− 10.

457. Odrediti partikularno rexe�e jednaqine

yiv(t) + 2y′′(t) + y(t) = sin t

koje zadovo	ava uslove y(0) = y′(0) = y′′(0) = y′′′(0) = 0.

Rexe�e: Ako je L[y] = Y , onda je

L[y′] = sY, L[y′′] = s2Y, L[y′′′] = s3Y, L[y′′′′] = s4Y,

pa iz date jednaqine dobijamo da je

(s4 + 2s2 + 1)Y (s) =
1

s2 + 1
,

odnosno Y (s) =
1

(s2 + 1)3
. Prema zadatku 442. je

y(t) =
3

8
sin t− 3

8
t cos t− 1

8
t2 sin t.

458. Rexiti Koxijev problem

y′′(t) + 4y(t) = f(t), y(0) = 0, y′(0) = 1,

gde je f(t) = 1 za 0 < t < 1 i f(t) = 0 za t ≥ 1.

Rexe�e: Kako je f(t) = u(t)− u(t− 1), gde je u jediniqna odskoqna funkcija,

iz date jednaqine dobijamo da je

Y (s) =
1

s2 + 4
+

1− e−s

s(s2 + 4)
=

1

2

2

s2 + 4
+

1

4

(

1

s
− s

s2 + 4

)

− e−s

4

(

1

s
− s

s2 + 4

)

.

Prema tome,

y(t) =
1

2
sin 2t +

1

4
(1− cos 2t)− 1

4
(1− 2 cos 2(t− 1))u(t− 1).

459. Rexiti Koxijev problem

y′′(t) + 4y(t) = f(t), y(0) = 0, y′(0) = 1,

gde je f(t) = 2t za 0 < t < 1 i f(t) = 0 za t ≥ 1.
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Rexe�e: Kako je

f(t) = 2t(u(t)− u(t− 1)) = 2tu(t)− 2(t− 1)u(t− 1)− 2u(t− 1),

to je L[f ](s) =
2

s2
− 2e−s

s2
− 2e−s

s
, pa iz date jednaqine dobijamo

Y (s) =
1

2

(

1

s2
− 1

s2 + 4

)

+

(

s

s2 + 4
+

1

s2 + 4
− 1

s
− 1

s2

)

e−s.

Prema tome,

y(t) =
1

2
t− 1

4
sin 2t +

(

cos 2(t− 1) +
1

2
sin 2(t− 1)− t

)

u(t− 1).

460. Rexiti Koxijev problem

y′′(t) + 2y′(t) + y(t) = f(t), y(0) = 1, y′(0) = −1,

gde je f(t) = 0 za t < 1 i f(t) = e1−t za t ≥ 1.

Rexe�e: Kako je f(t) = u(t − 1)e−(t−1), to je L[f ](s) =
e−s

s + 1
(videti zadatak

397.). Ako je Y = L[y], onda iz date jednaqine dobijamo

s2Y − s + 1 + 2sY − 2 + Y =
e−s

s + 1
,

odnosno Y (s) =
1

s + 1
+

e−s

(s + 1)3
, pa je

y(t) = L−1[Y ](t) = e−t +
(t− 1)2

2
e−(t−1)u(t− 1).

461. Rexiti Koxijev problem

y′′(t) + 1 = f(t), y(0) = 1, y′(0) = 0,

gde je f(t) =
| sin t|
sin t

za t ∈ (0, 2π) i f(t) = 0 za t ≥ 2π.

Rexe�e: Kako je

L[f ](s) =

∫ π

0

e−stdt−
∫ 2π

π

e−stdt =
1

s
− 2

s
e−πs +

1

s
e−2πs,

iz date jednaqine dobijamo da je

Y (s) =
1

s
− 2

s3
e−πs +

1

s3
e−2πs,

gde je Y = L[y]. Prema tome,

y(t) = L−1[Y ](t) = 1− (t− π)2u(t− π) + 1

2
(t− 2π)2u(t− 2π).

462. Rexiti Koxijev problem

y′′(t) + 3y′(t) + 2y(t) = f(t), y(0) = 0, y′(0) = 1,

gde je f(t) =

{

1 0 ≤ t < 1

0 t ≥ 1
.
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Rexe�e: Neka je L[y] = Y . Kako je f(t) = u(t) − u(t − 1), iz date jednaqine

dobijamo da je

Y (s) =
1

s2 + 3s + 2

(

1 +
1

s
− e−s

s

)

=
1 + s

s(s2 + 3s + 2)
− e−s

s(s2 + 3s + 2)

=
1

2

(

1

s
− 1

s + 2

)

− 1

2

(

1

s
+

1

s + 2
− 2

s + 1

)

e−s.

Prema tome,

y(t) =
1

2

(

1− e−2t
)

− 1

2

(

1 + e−2(t−1)
)

u(t− 1) + e−(t−1)u(t− 1).

Diferencijalne jednaqine - opxte rexe�e

463. Rexiti jednaqinu
y′′(t) + y(t) = cos t.

Rexe�e: Ako je Y = L[y], y(0) = A i y′(0) = B, onda iz date jednaqine

dobijamo da je

Y (s) =
sA + B

s2 + 1
+

s

(s2 + 1)2
= A · s

s2 + 1
+ B · 1

s2 + 1
+

s

(s2 + 1)2
.

Kako je L[g](s) =
2s

(s2 + 1)2
za g(t) = t sin t, to je opxte rexe�e date jednaqne

y(t) = A cos t + B sin t +
1

2
t sin t.

464. Odrediti opxte rexe�e jednaqine

y′′(t)− 3y′(t) + 2y(t) = 4e2t.

Rexe�e: Ako je L[y] = Y , y(0) = A i y′(0) = B, onda je

L[y′](s) = sY (s)− A, L[y′′](s) = s2Y − sA− B,

pa iz date jednaqine dobijamo da je

Y (s)(s2 − 3s + 2)− As− B + 3A =
4

s− 2
,

odnosno

Y (s) =
4

(s− 2)2(s− 1)
+
As + B − 3A

(s− 2)(s− 1)

=
4

(s− 2)2
+
B − 4− A
s− 2

+
4− B + 2A

s− 1

=
4

(s− 2)2
+

C1

s− 2
+

C2

s− 1
,
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gde je C1 = B − 4− A i C2 = 4− B + 2A. Prema tome,

y(t) = L−1[Y ](t) = 4te2t + C1e
2t + C2e

t.

Drugo rexe�e: Neka je Y (s) =
P (s)

(s− 2)2(s− 1)
, gde je

P (s) = As2 + (B − 5A)s + 6A− 2B + 4.

Tada je

y(t) = res
s=2

estY (s) + res
s=1

estY (s)

= lim
s→2

(

estP (s)

s− 1

)′

+ lim
s→1

estP (s)

(s− 2)2

= te2tP (2) + e2t(P ′(2)− P (2)) + etP (1)

= 4te2t + (B − A− 4)e2t + (2A− B + 4)et

= 4te2t + C1e
2t + C2e

t.

465. Odrediti opxte rexe�e jednaqine

yiv(x) + y′′′(x) = cosx.

Rexe�e: Ako je L[y] = Y , y(0) = A, y′(0) = B, y′′(0) = C i y′′′(0) = D, onda je

L[y′′′](s) = s3Y (s)− s2A− sB − C, L[yiv](s) = s4Y (s)− s3A− s2B − sC −D,

pa iz date jednaqine dobijamo da je

s3(s + 1)Y (s) = As2(s + 1) + Bs(s + 1) + C(s + 1) +
1

s2 + 1
,

odnosno

Y (s) =
A

s
+
B

s2
+
C

s3
+

1

s2(s + 1)(s2 + 1)
+

D

s3(s + 1)
.

Kako je

s

s2(s + 1)(s2 + 1)
=
E1

s2
+
E2

s
+

E3

s + 1
+

1

2
· s

s2 + 1
− 1

2
· 1

s2 + 1
,

D

s3(s + 1)
=
D1

s3
+
D2

s2
+
D3

s
+

D4

s + 1
,

to je

Y (s) =
C1

s3
+
C2

s2
+
C3

s
+

C4

s + 1
+

1

2
· s

s2 + 1
− 1

2
· 1

s2 + 1
,

gde je C1 = C + D, C2 = B + D2 + E1, C3 = A + D3 + E2 i C4 = D4 + E3. Prema

tome,

y(x) = C1x
2 + C2x + C3 + C4e

−x +
1

2
(cos x− sin x).

466. Rexiti jednaqinu y′′′(t)− y′′(t) = tet.

Rexe�e: Neka je y(0) = A, y′(0) = B i y′′(0) = C. Ako je L[y] = Y , onda je

L[y′′](s) = s2Y − sA− B, L[y′′′](s) = s3Y − s2A− sB − C,
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pa iz date jednaqine dobijamo da je

Y (s) =
1

s2(s− 1)3
+

A

s− 1
+

B − A
s(s− 1)

+
C − B
s2(s− 1)

. (∗)

Iz L−1
[

1

s− 1

]

= et sledi da je L−1
[

1

s(s− 1)

]

=

∫ t

0

exdx = et − 1 i

L−1
[

1

s2(s− 1)

]

=

∫ t

0

(ex − 1)dx = et − t− 1.

Sliqno, iz L−1
[

1

(s− 1)3

]

=
1

2
t2et sledi da je

L−1
[

1

s(s− 1)3

]

=
1

2

∫ t

0

x2exdx =
1

2
t2et − tet + et − 1,

L−1
[

1

s2(s− 1)3

]

=

∫ t

0

(

1

2
x2ex − xex + ex − 1

)

dx

=
1

2
t2et − 2tet + 3et − t− 3.

Iz ovih jednakosti i (∗) inverzom Laplasovom transformacijom dobijamo da je

y(t) = Cet +Dt + E +

(

t2

2
− 2t + 3

)

et,

gde je D = B − C − 1 i E = A− C − 3.

467. Odrediti opxte rexe�e jednaqine

y′′(t) + 4y′(t) + 4y(t) = e−2t(cos t+ 2 sin t).

Rexe�e: Ako je L[y] = Y , y(0) = A i y′(0) = B, onda je

L[y′](s) = sY (s)− A, L[y′′](s) = s2Y − sA− B,

pa iz date jednaqine dobijamo da je

Y (s)(s2 + 4s + 4)− As− 4A− B =
s + 4

(s + 2)2 + 1
,

odnosno

Y (s) = U(s) + V (s),

gde je

U(s) =
As + 4A + B

(s + 2)2
, V (s) =

s + 4

(s + 2)2 ((s + 2)2 + 1)
.

Kako je

U(s) =
A

s + 2
+

2A + B

(s + 2)2
, V (s) =

1

s + 2
+

2

(s + 2)2
− s + 4

s2 + 4s + 5
,

to je

Y (s) =
C1

s + 2
+

C2

(s + 2)2
− s + 2

(s + 2)2 + 1
− 2

(s + 2)2 + 1
,
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gde je C1 = A + 1 i C2 = 2A + B + 2. Prema tome,

y(t) = L−1[Y ](t)

= C1e
−2t + C2te

−2t − e−2t(cos t + 2 sin t).

Drugo rexe�e: Imamo da je y(t) = u(t) + v(t), gde je

u(t) = L−1[U ](t), v(t) = e−2tL−1[W ](t), W (s) =
s + 2

s2(s2 + 1)
.

Kako je

res
s=−2

estU(s) = lim
s→−2

(

est(As + 4A + B)
)′

= (2A + B)te−2t + Ae−2t,

res
s=0

estW (s) = lim
s→0

(

est(s + 2)

s2 + 1

)′

= 2t + 1,

res
z=i

estW (s) + res
s=−i

estW (s) =

(

i− 1

2

)

eit −
(

i +
1

2

)

e−it

= i
(

eit − e−it
)

− 1

2

(

eit + e−it
)

= − 2 sin t− cos t,

to je
y(t) = (2A + B + A) te−2t + (A + 1)e−2t − e−2t (2 sin t + cos t)

= C2te
−2t + C1e

−2t − e−2t(2 sin t + cos t).

Napomena: Moglo je i

res
z=i

estW (s) + res
s=−i

estW (s) = 2Re

(

res
z−i

estW (s)

)

= − cos t− 2 sin t.

Sistemi diferencijalnih jednaqina - Koxijev problem

468. Odrediti partikularno rexe�e sistema diferencijalnih jed-
naqina

x′(t) = x(t)− y(t) + 8t, y′(t) = 5x(t)− y(t)

koje zadovo	ava uslove x(0) = 3 i y(0) = 1.

Rexe�e: Ako je L[x] = X i L[y] = Y , onda je L[x′](s) = sX−3 i L[y′](s) = sY −1,
pa iz datog sistema dobijamo sistem

(s− 1)X(s) + Y (s) = 3 +
8

s2
, 5X − (s + 1)Y (s) = −1.

Rexava�em ovog sistema nalazimo da je

X(s) =
3s + 2 + 8/s + 8/s2

s2 + 4
=

2

s2
+

2

s
+

s

s2 + 4
,

Y (s) =
s3 + 14s2 + 40

s2(s2 + 4)
=

10

s2
+

s

s2 + 4
+

4

s2 + 4
,
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pa je tra�eno partikularno rexe�e

x(t) = 2t + 2 + cos 2t, y(t) = 10t + cos 2t + 2 sin 2t.

469. Odrediti partikularno rexe�e sistema diferencijalnih jed-
naqina

x′(t) = 3x(t)− 2y(t) + e3t, y′(t) = 2x(t)− y(t)

koje zadovo	ava uslove x(0) = 2 i y(0) = 1.

Rexe�e: Ako je L[x] = X i L[y] = Y , onda iz datog sistema dobijamo sistem

(s− 3)X(s) + 2Y (s) =
2s− 5

s− 3
, −2X + (s + 1)Y (s) = 1.

Rexava�em ovog sistema nalazimo da je

X(s) =
2s2 − 5s + 1

(s− 1)2(s− 3)
, Y (s) =

s2 − 2s− 1

(s− 1)2(s− 3)
.

pa je

x(t) = res
s=1

estX(s) + res
s=3

estX(s) = lim
s→1

(

est
2s2 − 5s + 1

s− 3

)′

+ lim
s→3

est
2s2 − 5s + 1

(s− 1)2
,

y(t) = res
s=1

estY (s) + res
s=3

estY (s) = lim
s→1

(

est
s2 − 2s + 1

s− 3

)′

+ lim
s→3

est
s2 − 2s + 1

(s− 1)2
.

Prema tome,

x(t) = tet + et + e3t, y(t) = tet +
1

2
et +

1

2
e3t.

Drugo rexe�e: Kako je

X(s) =
1

(s− 1)2
+

1

s− 1
+

1

s− 3
, Y (s) =

1

(s− 1)2
+

1

2

1

s− 1
+

1

2

1

s− 3
,

inverznom Laplasovom transformacijom dobijamo x(t) i y(t).

470. Odrediti partikularno rexe�e sistema diferencijalnih jed-
naqina

x′(t)− y(t) = et, y′(t) + x(t) = sin t

koje zadovo	ava uslove x(0) = 1 i y(0) = 0.

Rexe�e: Ako je L[x] = X i L[y] = Y , onda iz datog sistema dobijamo sistem

sX(s)− Y (s) =
1

s− 1
+ 1, X + sY (s) =

1

s2 + 1
.

Rexava�em ovog sistema nalazimo da je

X(s) =
s

(s− 1)(s2 + 1)
+

s

s2 + 1
+

1

(s2 + 1)2
,

Y (s) = − 1

(s− 1)(s2 + 1)
− 1

s2 + 1
+

s

(s2 + 1)2
,

odnosno

X(s) =
1

2

(

1

s− 1
+

1

s2 + 1
+

s

s2 + 1
+

2

(s2 + 1)2

)

,
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Y (s) =
1

2

(

− 1

s− 1
− 1

s2 + 1
+

s

s2 + 1
+

2s

(s2 + 1)2

)

,

pa je tra�eno partikularno rexe�e

x(t) =
1

2

(

et + 2 sin t + cos t− t cos t
)

, y(t) =
1

2

(

−et − sin t + cos t + t sin t
)

.

471. Odrediti partikularno rexe�e sistema diferencijalnih jed-
naqina

x′(t) = 2x(t)− y(t), y′(t) = −2x(t) + y(t) + 18t

koje zadovo	ava uslove x(0) = 3 i y(0) = 1.

Rexe�e: Ako je L[x] = X i L[y] = Y , onda je L[x′](s) = sX−3 i L[y′](s) = sY −1,
pa iz datog sistema dobijamo sistem

(s− 2)X + Y = 3, 2X + (s− 1)Y =
18

s2
+ 1,

gde su nepoznate X i Y . Rexava�em ovog sistema nalazimo da je

X(s) =
3s

s− 3
− 4

s(s− 3)
− 18

s3(s− 3)
, (∗)

Y (s) =
s

s− 3
− 8

s(s− 3)
+

18

s2(s− 3)
− 36

s3(s− 3)
. (∗∗)

Kako je

L−1
[

1

s(s− 3)

]

=

∫ t

0

e3xdx =
1

3
e3t − 1

3
,

L−1
[

1

s2(s− 3)

]

=
1

3

∫ t

0

(

e3x − 1
)

dx =
1

9
e3t − 1

3
t− 1

9
,

L−1
[

1

s3(s− 3)

]

=

∫ t

0

(

1

9
e3x − 1

3
x− 1

9

)

dx =
1

27
e3t − 1

6
t2 − 1

9
t− 1

27
,

iz (∗) i (∗∗) dobijamo

x(t) = e3t + 3t2 + 2t + 2, y(t) = −e3t + 6t2 − 2t + 2.

472. Odrediti partikularno rexe�e sistema

x′(t) = x(t)− y(t), y′(t) = 5x(t)− y(t)− 5et

za koje je x(0) = y(0) = 1.

Rexe�e: Ako je L[x] = X i L[y] = Y , onda iz datog sistema dobijamo da je

(s− 1)X(s) + Y (s) = 1, −5X(s) + (s + 1)Y (s) = 1− 5

s− 1
.

Neka je

D =

∣

∣

∣

∣

s− 1 1

−5 s + 1

∣

∣

∣

∣

, DX =

∣

∣

∣

∣

1 1

1− 5

s− 1
s + 1

∣

∣

∣

∣

, DY =

∣

∣

∣

∣

∣

s− 1 1

−5 1− 5

s− 1

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Tada je

X(s) =
DX

D
=

s

s2 + 4
+

5

(s− 1)(s2 + 4)
=

s

s2 + 4
+

1

s− 1
− s + 1

s2 + 4
=

1

s− 1
− 1

s2 + 4
,

Y (s) =
DY

D
=

s

s2 + 4
− 1

s2 + 4
,

pa je

x(t) = et − 1

2
sin 2t, y(t) = cos 2t− 1

2
sin 2t.

473. Rexiti Koxijev problem za sistem

x′(t) + x(t) = 2y(t), y′(t) + x(t) = y(t) + cos(at), x(0) = y(0) = 0

ako je a realan parametar.

Rexe�e: Ako je X = L[x] i Y = L[y], onda iz datog sistema dobijamo

X(s) =
2s

(s2 + 1)(s2 + a2)
, Y (s) =

s(s + 1)

(s2 + 1)(s2 + a2)
.

Za a2 = 1 je X(s) =
2s

(s2 + 1)2
i Y (s) =

s2

(s2 + 1)2
+

s

(s2 + 1)2
, pa je

x(t) = t sin t, y(t) =
1

2
(t cos t + sin t + t sin t).

Za a2 6= 1 je

X(s) =
2

a2 − 1

(

s

s2 + 1
− s

s2 + a2

)

, Y (s) =
1

a2 − 1

(

s− 1

s2 + 1
+

a2 − s
s2 + a2

)

,

pa je

x(t) =
2

a2 − 1
(cos t− cos at) , y(t) =

1

a2 − 1
(cos t− sin t− cos at + a sin at) .

474. Rexiti sistem

x′(t) = 2y(t) + f(t), y′(t) = 2x(t) + g(t), x(0) = y(0) = 0,

ako je f(t) =
{

2, 0 < t ≤ 1
0, t > 1

i g(t) =
{

0, 0 < t ≤ 1
2, t > 1

Rexe�e: Neka je X = L[x], Y = L[y], F = L[f ] i G = L[g]. Iz datog sistema

dobijamo

X(s) =
sF (s) + 2G(s)

s2 − 4
, Y (s) =

sG(s) + 2F (s)

s2 − 4
.

Kako je

F (s) = 2

∫ 1

0

e−stdt =
2

s
− 2

s
e−s, G(s) = 2

∫ ∞

1

e−stdt =
2

s
e−s,

to je

X(s) =
2

s2 − 4
− 2e−s

s2 − 4
+

4e−s

s(s2 − 4)
, Y (s) =

4

s(s2 − 4)
+

2e−s

s2 − 4
− 4e−s

s(s2 − 4)
.
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Prema tome,

x(t) = sh 2t− u(t− 1)sh 2(t− 1) + u(t− 1)ch 2(t− 1)− u(t− 1),

y(t) = ch 2t− 1 + u(t− 1)sh 2(t− 1)− u(t− 1)ch 2(t− 1).

475. Rexiti Koxijev problem za sistem diferencijalnih jednaqina

x′(t)− y′(t)− 2x(t) + 2y(t) = sin t

x′′ + 2y′ + y = 0

i poqetne uslove x(0) = x′(0) = y(0) = 0.

Rexe�e: Ako je L[x] = X i L[y] = Y , onda je

L[x′](s) = sX, L[y′](s) = sY, L[x′′](s) = s2Y,

pa iz datog sistema dobijamo sistem

(s− 2)X − (s− 2)Y =
1

s2 + 1
, s2X + (2s + 1)Y = 0.

Rexava�em ovog sistema nalazimo da je

X(s) =
2s + 1

(s2 + 1)(s + 1)2(s− 2)

=
i

4

1

s− i
− i

4

1

s + i
+

1

6

1

(s + 1)2
− 1

9

1

s + 1
+

1

9

1

s− 2
,

Y (s) = − s2

(s2 + 1)(s + 1)2(s− 2)

=
2 + i

20

1

s− i
+

2− i
20

1

s + i
+

1

6

1

(s + 1)2
− 1

9

1

s + 1
− 4

45

1

s− 2
.

Prema tome,

x(t) = −1

2
sin t +

1

6
te−t − 1

9
e−t +

1

9
e2t,

y(t) =
1

5
cos t− 1

10
sin t +

1

6
te−t − 1

9
e−t − 4

45
e2t.

476. Rexiti Koxijev problem za sistem diferencijalnih jednaqina

x′′(t) + x′(t) + y′′(t)− y(t) = et

x′(t) + 2x(t)− y′(t) + y(t) = e−t

i poqetne uslove x(0) = y(0) = y′(0) = 0 i x′(0) = 1.

Rexe�e: Ako je L[x] = X i L[y] = Y , onda iz datog sistema diferencijalnih

jednaqina dobijamo sistem algebarskih jednaqina

(s2 + s)X + (s2 − 1)Y = 1 +
1

s− 1

(s + 2)X + (−s + 1)Y =
1

s + 1
.

Rexava�em ovog sistema nalazimo da je

X(s) =
2s− 1

2(s− 1)(s + 1)2
, Y (s) =

3s

2(s2 − 1)2
.
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Iz jednakosti

X(s) =
1

8

1

s− 1
+

3

4

1

(s + 1)2
− 1

8

1

s + 1

imamo da je

x(t) = L−1[X](t) =
1

4
sht +

3

4
te−t,

a iz jednakosti

L[tsht](s) =
2s

(s2 − 1)2

sledi da je y(t) =
3

4
tsht. Prema tome, rexe�e datog Koxijev problema su funkcije

x : [0,+∞) 7→ R i y : [0,+∞) 7→ R definisane jednakostima

x(t) =
1

4
sht +

3

4
te−t, y(t) =

3

4
tsht.

477. Odrediti partikularno rexe�e sistema

x′′ = x− y − z, y′′ = y − x− z, z′′ = z − x− y

za koje je y(0) = z(0) = x′(0) = y′(0) = z′(0) = 0 i x(0) = 1.

Rexe�e: Ako je L[x] = X, L[y] = Y i L[z] = Z, onda je

L[x′′](s) = s2X(s)− s, L[y′′](s) = s2Y (s), L[z′′](s) = s2Z(s),

pa iz daatog sistema dobijamo sistem linearnih algebarskih jednaqina sa nepoz-

natim X, Y i Z

(s2 − 1)X + Y + Z = s

X + (s2 − 1)Y + Z = 0

X + Y + (s2 − 1)Z = 0.

Rexava�em ovog sistema nalazimo da je

X(s) =
s3

(s2 + 1)(s2 − 2)
, Y (s) = Z(s) =

−s
(s2 + 1)(s2 − 2)

,

odnosno

X(s) =
1

3

s

s2 + 1
+

1

3

1

s−
√
2
+

1

3

1

s +
√
2
,

Y (s) =
1

3

s

s2 + 1
− 1

6

1

s−
√
2
− 1

6

1

s +
√
2
.

Primenom inverznih Laplasovih transformacija dobijamo da je

x(t) =
1

3

(

cos t + e
√
2t + e−

√
2t
)

=
1

3
(cos t + 2ch

√
2t),

y(t) = z(t) =
1

6

(

2 cos t− e
√
2t − e−

√
2t
)

=
1

3
(cos t− ch

√
2t).

Napomena: Ako je Q(s) = (s2 + 1)(s2 − 2), onda je

Q′(s) = 2s(2s2 − 1),
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pa je

x(t) =
i3

Q′(i)
eit +

(−i)3

Q′(−i)
e−it +

√
2
3

Q′(
√
2)
e
√
2t +

(−
√
2)3

Q′(−
√
2)
e−
√
2t

=
1

6
e−t +

1

6
e−it +

1

3
e
√
2t +

1

3
e−
√
2t

=
1

3
cos t +

2

3
ch
√
2t.

Sliqno,

y(t) = z(t) =
1

6
eit +

1

6
e−it − 1

6
e
√
2t − 1

6
e−
√
2t =

1

3
cos t− 1

3
ch
√
2t.

478. Odrediti partikularno rexe�e sistema

x′′ = y + z − x, y′′ = x+ z − y, z′′ = x+ y − z

za koje je y(0) = z(0) = x′(0) = y′(0) = z′(0) = 0 i x(0) = 1.

Rexe�e: Prema postupku i oznakama iz prethodnog zadatka dobijamo

X(s) =
s3

(s2 + 2)(s2 − 1)
=

2

3

s

s2 + 2
+

1

3

s

s2 − 1
,

Y (s) = Z(s) =
s

(s2 + 2)(s2 − 1)
= −1

3

s

s2 + 2
+

1

3

s

s2 − 1
,

pa je

x(t) =
2

3
cos
√
2t +

1

3
ch t, y(t) = z(t) = −1

3
cos
√
2t +

1

3
ch t.

Sistemi diferencijalnih jednaqina - opxte rexe�e

479. Odrediti opxte rexe�e sistema

x′(t) = 2x(t) + y(t), y′(t) = −x(t) + tet.

Rexe�e: Ako je L[x] = X, L[y] = Y , x(0) = A i y(0) = B, onda iz datog sistema

sledi da je

sX − A = 2X + Y, sY − B = −X +
1

(s− 1)2
,

pa je

X(s) =
sA + B

(s− 1)2
+

1

(s− 1)4
=

A

s− 1
+

A + B

(s− 1)2
+

1

(s− 1)4
,

Y (s) =
(s− 2)B − A

(s− 1)2
+

s− 2

(s− 1)4
=

B

s− 1
− A + B

(s− 1)2
+

1

(s− 1)3
− 1

(s− 1)4
.

Prema tome, opxte rexe�e je

x(t) = Aet + (A + B)tet +
1

6
t3et, y(t) = Bet − (A + B)tet +

1

2
t2et − 1

6
t3et.
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480. Odrediti opxte rexe�e sistema diferencijalnih jednaqina

x′(t) = −7x(t) + y(t), y′(t) = −2x(t)− 5y(t).

Rexe�e: Ako je L[x] = X i L[y] = Y , onda je L[x′](s) = sX(s) − A i L[y′](s) =

sY (s) − B, gde je A = x(0) i B = y(0). Primenom Laplasove transformacije na

dati sistem dobijamo linearni sistem algebarskih jednaqina

(s + 7)X − Y = A, 2X + (s + 5)Y = B.

Neka je

D =

∣

∣

∣

∣

s + 7 −1
2 s + 5

∣

∣

∣

∣

, DX =

∣

∣

∣

∣

A −1
B s + 5

∣

∣

∣

∣

, DY =

∣

∣

∣

∣

s + 7 A

2 B

∣

∣

∣

∣

.

Tada je

X(s) =
DX

D
=
As + 5A + B

s2 + 12s + 37
=
A(s + 6)− A + B

(s + 6)2 + 1
,

Y (s) =
DY

D
=
Bs + 7B − 2A

s2 + 12s + 37
=
B(s + 7) + B − 2A

(s + 6)2 + 1
.

Iz ovih jednakosti sledi da je

x(t) = e−6tL−1[U ](t), y(t) = e−6tL−1[V ](t),

gde je

U(s) =
As + B − A

s2 + 1
, V (s) =

Bs + B − 2A

s2 + 1
.

Prema tome,

x(t) = e−6t (A cos t + (B − A) sin t) ,
y(t) = e−6t (B cos t + (B − 2A) sin t) .

Napomena: Ako je

z =

(

x

y

)

, A =

(

−7 1

−2 −5

)

, Z = L[z], x(0) = A, y(0) = B,

onda je

Z(s) = (sI − A)−1 ·
(

A

B

)

=
1

s2 + 12s + 37
·
(

s + 5 1

12 s + 7

)

·
(

A

B

)

odakle dobijamo X(s) i Y (s).

481. Rexiti sistem

x′(t) = x(t)− y(t) + 2 sin t, y′(t) = 2x(t)− y(t).

Rexe�e: Ako je L[y] = Y , x(0) = A i y(0) = B, onda iz datog sistema dobijamo

X(s) =
As

s2 + 1
+
A− B
s2 + 1

+
2s

(s2 + 1)2
+

2

(s2 + 1)2
, Y (s) =

Bs

s2 + 1
+

2A− B
s2 + 1

+
4

(s2 + 1)2
.
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Kako je
2s

(s2 + 1)2
Laplasova slika funkcije t 7→ t sin t, to je

2s

(s2 + 1)2
· 1
s
Laplasova

slika funkcije t 7→
∫ t

0
x sin xdx, odnosno t 7→ sin t− t cos t, pa je

x(t) = A cos t + (A− B) sin t + t sin t + sin t− t cos,
y(t) = B cos t + (2A− B) sin t + 2(sin t− t cos t),

gde su A i B proizvo	ne realne konstante.

482. Rexiti sistem

x′(t) = y(t)−2z(t)−x(t), y′(t) = 4x(t)+y(t), z′(t) = 2x(t)+y(t)−z(t).

Rexe�e: Akoje L[x] = X, L[y] = Y , L[z] = Z i ako je x(0) = A, y(0) = B,

z(0) = C, onda iz datog sistema dobijamo sistem po X, Y i Z

(s + 1)X − Y + 2Z = A, −4X + (s− 1)Y = B, −2X − Y + (s + 1)Z = C.

Determinanta ovog sistema je D = (s + 1)2(s− 1), a rexe�a su

X(s) =
A

s + 1
− 2C

(s + 1)2
+

B

s2 − 1
− 2B

(s + 1)2(s− 1)

Y (s) =
B

s− 1
+

4B

(s + 1)2(s− 1)
+

4A− 8C

s2 − 1

Z(s) =
C

s + 1
+

B

s2 − 1
+

2A

(s + 1)2
+

4A + 2B − 4C

(s + 1)2(s− 1)
.

Kako je
1

(s + 1)2(s− 1)
= −1

2
· 1

(s + 1)2
− 1

4
· 1

s + 1
+

1

4
· 1

s− 1
,

to je

X(s) =
A

s + 1
+
B − 2C

(s + 1)2

Y (s) =
2B + 2A− 4C

s− 1
+

4C − 2A− B
s + 1

− 2B

(s + 1)2

Z(s) =
2C − B − A

s + 1
+
B + A− C

s− 1
+
B − 2C

(s + 1)2
,

pa je
x(t) = (2C − B)te−t + Ae−t

y(t) = 2Bte−t + (2B + 2A− 4C)et + (4C − 2A− B)e−t

z(t) = (2C − B)te−t + (2C − B − A)e−t + (B + A− C)et.

Integralne jednaqine i sistemi

483. Rexiti jednaqinu

y′(t) +

∫ t

0

y(x)dx = u(t− 1)

ako je y(0) = 1 i ako je u jediniqna odskoqna funkcija.
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Rexe�e: Neka je Y = L[y]. Kako je

∫ t

0

y(x)dx = (y ∗ u)(t), iz date jednaqine

dobijamo sY − 1 +
1

s
Y =

e−s

s
. Prema tome,

Y (s) =
s

s2 + 1
+

e−s

s2 + 1
, y(t) = cos t + u(t− 1) sin(t− 1).

484. Rexiti jednaqinu
∫ t

0

(1 + t− u)y(u)du =
1
2
e−t sin t.

Rexe�e: Ako g : t 7→ 1 + t, onda je

∫ t

0

(1 + t− u)y(u)du = (y ∗ g)(t), pa iz date

jednaqine sledi da je

Y (s) =
1

2
· s2

(s + 1)(s2 + 2s + 2)
=

1

2
· 1

s + 1
− 1

(s + 1)2 + 1
,

gde je Y = L[y]. Prema tome,

y(t) =

(

1

2
− sin t

)

e−t.

485. Rexiti jednaqinu
∫ t

0

sin(t− u)y(u)du = sin2 t.

Rexe�e: Kako je

∫ t

0

sin(t− u)y(u)du = (sin ∗y)(t), iz date jednaqine sledi

Y (s) · 1

s2 + 1
=

1

2
· 1
s
− 1

2
· s

s2 + 4
,

gde je Y = L[y]. Prema tome, Y (s) =
1

2s
+

3

2
· s

s2 + 4
, pa je y(t) = (1 + 3 cos 2t)/2.

486. Rexiti jednaqinu

y(t) = sin t+ 2

∫ t

0

cos(t− x)y(x)dx.

Rexe�e: Kako je

∫ t

0

cos(t− x)y(x)dx = (cos ∗y)(t), iz date jednaqine sledi

Y (s) =
1

s2 + 1
+

2s2

s2 + 1
Y (s),

odakle dobijamo da je Y (s) =
1

(s− 1)2
. Prema tome, y(t) = tet.

487. Rexiti jednaqinu

y′(t) + y(t) +

∫ t

0

(t− x+ 1)y(x)dx = 0.
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Rexe�e: Ako g : t 7→ 1 + t i ako je y′(0) = A, onda iz date jednaqine sledi da

je y′ + y + g ∗ y = 0, pa primenom Laplasove transformacije dobijamo da je

sY − A + Y +

(

1

s2
+

1

s

)

Y = 0,

odnosno

Y (s) =
A

2

(

1

s + 1
+

s− 1

s2 + 1

)

.

Prema tome, opxte rexe�e date jednaqine je

y(t) =
A

2

(

e−t + cos t− sin t
)

, A ∈ R.

488. Rexiti jednaqinu

y(t) + 4

∫ t

0

ex−t(t− x)2y(x)dx = e−3t.

Rexe�e: Ako g : t 7→ e−tt2, onda je
∫ t

0

ex−t(t− x)2y(x)dx =

∫ t

0

e−(t−x)(t− x)2y(x)dx = (g ∗ y)(t),

pa iz date jednaqine sledi da je

Y (s) + 4 · 2

(s + 1)3
· Y (s) =

1

s + 3
,

odnosno

Y (s) =
(s + 1)3

(s + 3)2(s2 + 3)
.

Iz jednakosti
(s + 1)3

(s + 3)2(s2 + 3)
=

A

s + 3
+

B

(s + 3)2
+
Cs +D

s2 + 3
,

odnosno

(s + 1)3 = A(s + 3)(s2 + 3) + B(s2 + 3) + (Cs +D)(s + 3)2

za s = −3 dobijamo da je B = −2/3, a za s = 0, s = −1 i s = 1 dobijamo sistem

3A + 3D = 1, 2A− C +D = 2/3, A + C +D = 2/3

iz kojeg nalazimo da je A = 2/3, C = 1/3 i D = −1/3. Prema tome,

y(t) =
2

3
e−3t − 2

3
te−3t +

1

3
cos
√
3t− 1

3
√
3
sin
√
3t.

489. Odrediti partikularno rexe�e jednaqine

y(t) + sin 2t =

∫ t

0
(y′′′(x) + y(x)) ex−tdx

za koje je y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0.

Rexe�e: Ako g : t 7→ e−t, onda iz date jednaqine sledi da je

y(t) + sin 2t = ((y′′′ + y) ∗ g)(t).
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Primenom Laplasove transformacije dobijamo da je

Y (s) +
2

s2 + 4
=
(

(s3Y (s) + Y (s)
) 1

s + 1
,

odnosno

Y (s) =
2

s(s− 1)(s2 + 4)
= −1

2
· 1
s
+

2

5
· 1

s− 1
+

1

10
· s− 4

s2 + 4
.

Prema tome, partikularno rexe�e je

y(t) = −1

2
+

2

5
et +

1

10
cos 2t− 1

5
sin 2t.

490. Rexiti jednaqinu

y′(t) +

∫ t

0

(y′′′(x) + y(x))ex−tdx = sin t

ako je y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0.

Rexe�e: Ako je L[y] = Y i ako g : t 7→ et, onda je
∫ t

0

(y′′′(x) + y′′(x))ex−tdx = ((y′′′ + y′′) ∗ g)(t),

pa iz date jednaqine sledi da je Y (s) = 1/(s2 + 1)2. Prema tome,

y(t) = (sin ∗ sin)(t) =
∫ t

0

sin x · sin(t− x)dx =
1

2
(sin t− t cos t).

491. Rexiti sistem jednaqina

x(t) = t+

∫ t

0

y(u)du, y(t) = 1 +

∫ t

0

x(u)du.

Rexe�e: Ako je L[x] = X i L[y] = Y , iz datog sistema dobijamo sistem

X =
1

s2
+

1

s
Y, Y =

1

s
+

1

s
X

iz kojeg sledi da je

X(s) =
2

s2 − 1
, Y (s) = −1

s
+

2s

s2 − 1
.

Prema tome, x(t) = 2sht i y(t) = 2cht− 1.

492. Rexiti sistem jednaqina

x′(t)+x(t)−y(t)+
∫ t

0

et−ux(u)du = 0, y′(t)−x(t)−
∫ t

0

(t−u)y(u)du = 1

ako je x′(0) = y′(0) = 0.

Rexe�e: Ako je X = L[x] i Y = L[y], tada primenom Laplasove transforma-

cije iz datog sistema dobijamo sistem po X i Y

sX +X − Y +
1

s− 1
X = 0, sY −X − 1

s2
Y =

1

s
,
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odnosno
s2

s− 1
X − Y = 0, −X +

s3 − 1

s2
Y =

1

s
.

Kako je

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

s2

s− 1
−1

−1 s3 − 1

s2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= s(s + 1), DX =

∣

∣

∣

∣

∣

0 −1
1

s

s3 − 1

s2

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

s
,

DY =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

s2

s− 1
0

−1 1

s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
s

s− 1
, X(s) =

1

s2(s + 1)
, Y (s) =

1

s2 − 1
,

to je

x(t) = −1 + t + e−t, y(t) = sht.


