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5 FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMEN�IVE

5.1 Izvodi

320. Ispitati diferencijabilnost i analitiqnost funkcije

f : z 7→ (z − 1)Re(z + 1).

Rexe�e: Ako je f(z) = u(x, y)+iv(x, y), onda je u(x, y) = x2−1 i v(x, y) = y(x+1),

pa je

u′x(x, y) = 2x, u′y(x, y) = 0, v′x(x, y) = y, v′y(x, y) = x + 1.

Kako su Koxi Rimanovi uslovi ispu�eni jedino u taqki z = 1 i kako funkcije u

i v imaju neprekidne parcijalne izvode u R2, to je f diferencijabilna u taqki

z = 1. Me�utim, ne postoji nijedna okolina te taqke u kojoj je funkcija diferen-

cijabilna, pa f nije analitiqka ni u jednoj taqki kompleksne ravni.

321. Odrediti skup taqaka u kojima je funkcija f : z 7→ sin z

(1) diferencijabilna, (2) analitiqka.

Rexe�e: Na osnovu jednakosti

sin z = sin x · chy − i cos x · shy = u(x, y) + iv(x, y)

imamo da je

u′x(x, y) = cos x · chy, u′y(x, y) = sin x · shy,

v′x(x, y) = sin x · shy, v′y(x, y) = − cos x · chy.

Poxto su u′x, u
′
y, v

′
x i x′y neprekidne funkcije u celoj kompleksnoj ravni, to je

za diferencijabilnost funkcije f dovo	no da budu ispu�eni Koxi-Rimanovi

uslovi. Iz jednakosti u′x = v′y sledi da je cos x = 0, odnosno x = π/2+kπ, (k ∈ Z),
a iz uslova u′y = −v′x sledi da je y = 0 (poxto je sin x 6= 0 kad je cos x = 0). Prema

tome, funkcija f je diferencijabilna u taqkama π/2 + kπ za k ∈ Z, ali nije

analitiqka ni u jednoj od tih taqaka jer ni za jednu ne postoji okolina u kojoj

je f diferencijabilna.

322. Data je funkcija f : z 7→ z2z. Ispitati �enu

(1) diferencijabilnost, (2) analitiqnost.

Rexe�e: Kako je

f(z) = f(x + iy) = (x + iy)2(x− iy) = x3 + xy2 + i(x2y + y3) = u(x, y) + iv(x, u),

iz Koxi Rimanovih uslova sledi da je 3x2 + y2 = x2 + 3y2 i 2xy = −2xy, odnosno
x = y = 0.

120
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(1) U taqki (0, 0) su ispu�eni Koxi Rimanovi uslovi i parcijalni izvodi

u′x, u
′
y, v
′
x i v′y su neprekidni, xto znaqi da je f diferencijabilna u (0, 0).

(2) Funkcija f nije analitiqka u (0, 0) jer ne postoji nijedna okolina taqke

(0, 0) u kojoj je f diferencijabilna.

323. Neka je f(z) =
z2

z
za z 6= 0 i f(0) = 0.

(1) Ispitati diferencijabilnost funkcije f u taqki z = 0.

(2) Ispitati da li u taqki z = 0 va�e Koxi Rimanovi uslovi.

Rexe�e: (1) Kako je

∆f(0)

∆z
=
f(∆z)

∆z
=

∆z
2

∆z2
=
{

1, ∆z = x

−1, ∆z = x + ix

funkcija f nije diferencijabilna u z = 0.

(2) Ako je f(z) = u + iv, onda je za z 6= 0

u(x, y) =
x3 − xy2 − 2xy2

x2 + y2
, v(x, y) =

y3 − x2y − 2yx2

x2 + y2
.

Kako je

u′x(0, 0) = lim
∆x→0

u(∆x, 0)− u(0, 0)
∆x

= 1, u′y(0, 0) = lim
∆y→0

u(0,∆y)− u(0, 0)
∆y

= 0,

v′x(0, 0) = lim
∆x→0

v(∆x, 0)− v(0, 0)
∆x

= 0, v′y(0, 0) = lim
∆y→0

v(0,∆y)− v(0, 0)
∆y

= 1,

to je u′x(0, 0) = v′y(0, 0) i u
′
y(0, 0) = −v′x(0, 0), odnosno va�e Koxi Rimanovi uslovi.

324. Odrediti konstante a i b za koje je funkcija

f : x+ iy 7→ cosx (chy + a · shy) + i sinx (chy + b · shy)

analitiqka u celoj kompleksnoj ravni.

Rexe�e: Neka je

u(x, y) = cos x (chy + a · shy) , v(x, y) = sin x (chy + b · shy) .

Kako su parcijalni izvodi funkcija u i v neprekidni u celoj kompleksnoj ravni,

za analitiqnost funkcije f dovo	ni su Koxi-Rimanovi uslovi. Usovi u′x = v′y i

u′y = −v′x su ispu�eni za svako x i svako y jedino ako je a = b = −1. Prema tome,

f je analitiqka za a = b = −1, pri qemu je f(z) = eiz.

325. Ispitati regularnost funkcije f : C → C ako je

f(z) =
1

sin z
− 1
z
za z 6= 0 i f(0) = 0.

Rexe�e: Za z 6= 0 funkcija je regularna. Kako je

lim
z→0

f(z) = lim
z→0

z − sin z
z sin z

= lim
z→0

1− cos z
sin z + z cos z

= lim
z→0

sin z

2 cos z − z sin z
= 0,
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funkcija je u z = 0 neprekidna. Sliqno je

lim
z→0

f(∆z)− f(0)
∆z

= lim
z→0

∆z − sin∆z
∆2z sin∆z

= · · · = 1

6
,

pa f u z = 0 ima izvod. Prema tome, f je regularna u celoj kompleksnoj ravni.

326. Neka je f : z 7→ u + iv analitiqka funkcija i neka su a, b i c
realni brojevi takvi da je ab 6= 0. Ako je

au(x, y) + bv(x, y) = c,

dokazati da je f konstantna funkcija.

Rexe�e: Poxto je f analitiqka funkcija, ispu�eni su Koxi-Rimanovi us-

lovi. Iz date jednakosti sledi da je

u(x, y) =
c

a
− b

a
v,

odnosno

u′x = − b
a
v′x, u′y = − b

a
v′y.

Kako je u′x = v′y i u′y = −v′x, sledi da je

u′x(x, y) = u′y(x, y) = v′x(x, y) = v′y(x, y) = 0.

Prema tome, u(x, y) = A i v(x, y) = B, gde je A ∈ R i B ∈ R, pa je f(z) = A + iB.

327. Ako je f analitiqka funkcija za koju va�i

f(x+ iy) = α(x) + iβ(x), α, β ∈ R

dokazati da je f(z) = ax+ c (A ∈ R, c ∈ C).

Rexe�e: Iz Koxi Rimanovih uslova sledi da je α′(x) = β′(y) xto je mogu�e

jedino ako je α′(x) = β′(y) = a, gde je a ∈ R. U tom sluqaju je α(x) = ax + c1 i

β(y) = ay + c2, odnosno f(z) = az + c1 + c2 = az + c.

328. Neka je z = x + iy i neka je funkcija f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
analitiqka za x 6= 0. Odrediti v(x, y) ako je

u(x, y) = ln |z|2.

Rexe�e: Iz Koxi Rimanovih uslova dobijamo da je

v′y(x, y) = u′x(x, y) =
2x

x2 + y2
, v′x(x, y) = −u′y(x, y) = −

2y

x2 + y2
,

pa je

v(x, y) =

∫

2x

x2 + y2
dy = 2 arctan

y

x
+ ϕ(x).

Diferencira�em leve i desne strane ove jednakosti nalazimo da je ϕ(x) = C.

Prema tome, v(x, y) = 2 arctan
y

x
+ C, gde je C ∈ R.

329. Odrediti sve analitiqke funkcije f za koje je

Re(f(x+ iy)) = a · arctan y
x
+ b, a, b ∈ R.



5 Funkcije kompleksne promen	ive 123

Rexe�e: Iz jednakosti v′y = u′x = − ay

x2 + y2
sledi da je

v(x, y) =

∫

v′y(x, y)dy + ϕ(x) = −a
2
ln(x2 + y2) + ϕ(x).

Iz drugog Koxi Rimanovog uslova, u′y = −v′x, dobijamo da je ϕ′(x) = 0, odnosno

ϕ(x) = C (C ∈ R). Prema tome,

f(z) = a ·arg z+b− i ·a ln |z|+ i ·c = −i ·a(ln |z|+ i ·arg z)+b+ i ·c = −i ·a ln z+b+ i ·c.

330. Odrediti analitiqku funkciju f : x+ iy 7→ u+ iv ako je

u(x, y) = ex (x cos y − y sin y) , f(0) = 0.

Rexe�e: Iz jednakosti v′y = u′x = xex cos y − exy sin y + ex cos y sledi da je

v(x, y) =

∫

v′y(x, y)dy + ϕ(x) = xex sin y + exy cos y + ϕ(x),

pri qemu iz uslova u′y = −v′x dobijamo da je ϕ′(x) = 0, odnosno ϕ(x) = C (C ∈ R).
Kako je f(0) = 0, to je

v(x, y) = xex sin y + yex cos y.

331. Odrediti sve analitiqke funkcije f : x+ iy 7→ u+ iv za koje je

v(x, y) =
x+ y
x2 + y2

.

Rexe�e: Iz jednakosti

u′x = v′y =
1

x2 + y2
− 2xy

(x2 + y2)2
− 2y2

(x2 + y2)2

sledi da je

u(x, y) =

∫

dx

x2 + y2
− y

∫

2xdx

(x2 + y2)2
− 2y2

∫

dx

(x2 + y2)2
+ ϕ(y).

Me�utim,

I =

∫

dx

x2 + y2
=

x

x2 + y2
+ 2

∫

x2

(x2 + y2)2
=

x

x2 + y2
+ 2I − 2y2

∫

dx

(x2 + y2)2
,

pa je u(x, y) =
y − x
x2 + y2

+ ϕ(y). Iz druge Koxi - Rimanove jednakosti, u′y = −v′x,

nalazimo da je ϕ′(y) = 0, odnosno ϕ(y) = C (C ∈ R). Prema tome, f(z) = (i−1)/z+

C.

332. Odrediti sve funkcije f : z 7→ u+ iv (z = x+ iy) koje su za z 6= i
analitiqke i za koje je

v(x, y) =
x

1 + x2 + y2 − 2y
.
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Rexe�e: Iz jednakosti

u′x = v′y = − 2x(y − 1)

(x2 + (y − 1)2)2

sledi da je

u(x, y) = −2(y − 1)

∫

xdx

(x2 + (y − 1)2)2
+ ϕ(y) =

y − 1

x2 + (y − 1)2
+ ϕ(y).

Kako je

v′x =
(y − 1)2 − x2

(x2 + (y − 1)2)2
, u′u =

x2 − (y − 1)2

(x2 + (y − 1)2)2
+ ϕ′(y),

iz drugog Kox Rimanovog uslova, u′y = −v′x, dobijamo da je ϕ′(y) = 0, odnosno

ϕ(y) = C (C ∈ R). Prema tome,

f(z) =
y − 1 + ix

x2 + (y − 1)2
+C =

iz − 1

zz + iz − iz + 1
+C =

iz − 1

(iz − 1)(z/i− 1)
+C =

i

z − i
+C.

333. Odrediti sve funkcije α i β za koje je funkcija f : x + iy 7→
u+ iv, gde je

u(x, y) = α(x)shy, v(x, y) = β(x)chy

analitiqka.

Rexe�e: Kako je

u′x = α′ · sh y, u′y = α · ch y, v′x = β′ · ch y, v′y = β · sh y,
iz Koxi Rimanovih uslova sledi da je α′ = β i α = −β′, odnosno α′′(x)+α(x) = 0.

Prema tome,

α(x) = A cos x + B sin x, β(x) = −Asin x + B cos x, A, B ∈ R.

334. Odrediti sve funkcije α i β za koje je funkcija

f : x+ iy 7→ α(x) sin y + iβ(x) cos y

analitiqka u celoj kompleksnoj ravni.

Rexe�e: Neka je u(x, y) = Re(f(z)) i v(x, y) = Im(f(z)). Iz Koxi-Rimanovih

uslova u′x = v′y i u′y = −v′x dobijamo sistem diferencijalnih jednaqina

α′ = −β, β′ = −α
u kojima su nepoznate funkcije α i β. Rexe�a ovog sistema su dvoparametarske

familije funkcija

α(x) = Cex +De−x, β(x) = Cex −De−x, C ∈ R, D ∈ R. (∗)
Kako su za sve funkcije iz ovih familija parcijalni izvodi funkcija u i v nepre-

kidni u celoj kompleksnoj ravni, to je f analitiqka ako i samo ako su funkcije

α i β definisane relacijama ∗.

335. Odrediti sve analitiqke funkcije f : x+ iy 7→ u+ iv za koje je

v(x, y) = ln
(

(x− 1)2 + (y − 2)2
)

.
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Rexe�e: Iz jednakosti

u′x = v′y =
2(y − 2)

(x− 1)2 + (y − 2)2

sledi

u(x, y) =
2

y − 2

∫

dx

1 +

(

x− 1

y − 2

)2 + ϕ(y) = 2 arctan
x− 1

y − 2
+ ϕ(y).

Kako je

v′x =
2(x− 1)

(x− 1)2 + (y − 2)2

iz uslova u′y = −v′x dobijamo da je ϕ′(y) = 0, odnosno ϕ(y) = A, (A ∈ R). Prema

tome,

f(x + iy) = 2 arctan
c− 1

y − 2
+ C + v(x, u)i, C ∈ R.

336. Odrediti sve analitiqke funkcije f : x+ iy 7→ u+ iv za koje je

u(x, y) =
sin 2x

cos 2x+ ch 2y
.

Rexe�e: Iz jednakosti

v′x = −u′y =
2 sin 2x · sh 2y

(cos 2x + ch 2y)2

sledi

v(x, y) = −sh 2y

∫

d(cos 2x)

(cos 2x + ch 2y)2
+ ϕ(y) =

sh 2y

cos 2x + ch 2y
+ ϕ(y).

Kako je

u′x =
2 + 2 cos 2x · ch 2y

(cos 2x + ch 2y)2
,

iz uslova u′x = v′y dobijamo da je ϕ′(y) = 0, odnosno ϕ(y) = A, (A ∈ R). Prema

tome,

f(x + iy) =
sin 2x + i · sh 2y

cos 2x + ch 2y
+ Ai, A ∈ R,

odnosno f(z) = tan z + Ai.

5.2 Integrali

Parametrizacija krive

337. Izraqunati

∫

C+

Im(z)dz, gde je C = {z | z = 3eit, t ∈ [0, π/2]}.
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Rexe�e: Ako je z = x + iy, onda je

x = 3 cos t, y = 3 sin t, dz = (3 cos t + i3 sin t)dt,

pa je
∫

C

Imzdz = −9
∫ π/2

0

sin2 tdt + 9i

∫ π/2

0

sin t cos tdt = −9

2

(π

2
− i
)

.

338. Izraqunati

∫

C+

(Re(z) + Im(z))dz, gde je C = {z | |z| = 1}.

Rexe�e: Ako je I dati integral i z = x + iy, tada je

I =

∫

|z|=1

(x + y)(dx + idy) =

∫

|z|=1

(x + y)dx + i

∫

|z|=1

(x + y)dy.

Parametrizacijom x = cos t i y = sin t imamo

I = −
∫ 2π

0

(cos y sin t + sin2 t)dt + i ·
∫ 2π

0

(cos2 t + sin t cos t)dt.

Kako je
∫ 2π

0

sin t cos tdt = 0,

∫ 2π

0

sin2 tdt =

∫ 2π

0

cos2 tdt = π,

to je I = (i− 1)π.

339. Izraqunati

∫

C−

z
z
dz ako je C granica oblasti D, gde je

D = {z : 1 < |z| < 2, Re(z) > 0}.

Rexe�e: Neka je f podintegralna funkcija i neka su C1, C2, C3 i C4 delovi

konture C. Na C1 je x = 0 i dz = iy za y ∈ [−2,−1], pa je

I1 =

∫

C1

f(z)dz =

∫ −1

−2

−iy
iy

idy = −i
∫ −1

−2
= −i.

Sliqno je

I3 =

∫

C3

f(z)dz =

∫ 2

1

−iy
iy

idy = −i
∫ 2

1

= −i.

Na C2 je z = eit, z = e−it, dz = ieitdt za t ∈ [−π/2, π/2], pa je

I2 =

∫

C2

f(z)dz =

∫ π/2

−π/2

e−it

eit
ieitdt = i

∫ π/2

−π/2
e−itdt = 2i.

Na C4 je z = 2eit, z = 2e−it, dz = 2ieitdt, pri qemu se parametar t me�a od π/2 do

−π/2, pa je

I4 =

∫

C4

f(z)dz =

∫ −π/2

π/2

2e−it

2eit
2ieitdt = 2i

∫ −π/2

π/2

e−itdt = −4i.

Prema tome,
∫

C−

z

z
dz = I1 + I2 + I3 + I4 = −4i.
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340. Izraqunati
∫

C+ Re(z)dz ako je C granica oblasti D, gde je

D = {x+ iy : x2 + y2 < 2x, x2 + y2 < 2y}.

Rexe�e: Neka je

C1 = {x + iy : x = cos t, y = 1 + sin t, −π/2 ≤ t ≤ 0},
C2 = {x + iy : x = 1 + cos t, y = sin t, π/2 ≤ t ≤ π}.

Za z = x + iy ∈ C1 je dz = − sin t + i cos t i Re(z) = cos t, pa je

I1 =

∫

C1

Re(z)dz =

∫ 0

−π/2
cos t(− sin t + i cos t)dt =

1

2
+
π

4
i.

Sliqno, za z ∈ C2 je dz = − sin t + i cos t i Re(z) = 1 + cos t, pa je

I2 =

∫

C2

Re(z)dz =

∫ π

π/2

(1 + cos t)(− sin t + i cos t)dt = −1

2
+
π

4
i− i.

Prema tome,
∫

C+

Re(z)dz = I1 + I2 =

(

1

2
π − 1

)

i.

Koxijeva teorema

341. Izraqunati

∫

C+

(z − a)ndz ako je C kontura koja obuhvata taqku

z = a i ako je n ceo broj.

Rexe�e: Ako je n ≥ 0, tada je podintegralna funkcija f datog integrala I

regularna, pa je I = 0.

Ako je n < 0, tada je

I =

∫

C
+
ρ

f(z)dz, Cρ = {z : |z − a| = ρ},

gde je ρ > 0 i takvo da je kontura Cρ unutar konture C. Za z ∈ Cρ je z = a + ρeit,

pa je

I = ρn+1i

∫ 2π

0

e(n+1)tidt =
{

2πi, n = −1
0, n < −1

342. Izraqunati

∫

L

dz
z

ako je L prosta glatka kriva koja spaja taqke

1 i −1, pri qemu su imaginarni delovi taqaka krive (osim kra-
j�ih) (1) pozitivni; (2) negativni.

Rexe�e: (1) Neka je L1 = {z : z = eit, 0 ≤ t ≤ π}. Tada je
∫

L

dz

z
=

∫

L1

dz

z
=

∫ π

0

idt = πi.
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(2) Neka je L2 = {z : z = eit, 0 ≥ t ≥ −π}. Tada je
∫

L

dz

z
=

∫

L2

dz

z
=

∫ −π

0

idt = −πi.

343. Koriste�i

∫

L+

dz
z
, gde je L = {z : z = a cos t + ib sin t, t ∈

[0, 2π], a > 0, b > 0}, izraqunati
∫ 2π

0

dt

a2 cos2 t+ b2 sin2 t
.

Rexe�e: Za datu konturu L je
∫

L+

dz

z
=

∫ 2π

0

−a sin t + ib cos t

a cos t + ib sin t
dt

= (b2 − a2)
∫ 2π

0

sin t cos tdt

a2 cos2 t + b2 sin2 t
+ iab

∫ 2π

0

dt

a2 cos2 t + b2 sin2 t
.

Ako je C = {z : z = ρeit, t ∈ [0, 2π], 0 < ρ < max{a, b}}, tada je
∫

L+

dz

z
=

∫

C+

dz

z
=

∫ 2π

0

idt = 2πi.

Prema tome,
∫ 2π

0

dt

a2 cos2 t + b2 sin2 t
=

2π

ab
,

∫ 2π

0

sin 2tdt

a2 cos2 t + b2 sin2 t
= 0.

344. Izraqunati

∫

C

(a+ b)z − az1 − bz2
(z − z1)(z − z2)

dz ako je C kontura koja ogra-

niqava oblast D, pri qemu z1 ∈ D i z2 ∈ D.

Rexe�e: Ako je f podintegralna funkcija i ako je C1 = {z | |z − z1| < ρ1} i

C2 = {z | |z− z2| < ρ2}, gde su ρ1 i ρ2 takvi da C1 i C2 pripadaju oblasti D, onda

je f analitiqka na konturama C, C1 i C2 i na dvostruko povezanoj oblasti koju

one ograniqavaju. Prema Koxijevoj teoremi je
∫

C

f(z)dz =

∫

C1

f(z)dz +

∫

C2

f(z)dz.

Kako je f(z) = f1(z) + f2(z), gde je

f1(z) =
b

z − z1
, f2(z) =

a

z − z2
,

i kako je f1 analitiqka na oblasti koju ograniqava kontura C2, a f2 analitiqka

na oblasti koju ograniqava kontura C2, to je
∫

C2

f1(z)dz =

∫

C1

f2(z)dz = 0,

xto znaqi da je
∫

C

f(z)dz =

∫

C1

f1(z)dz +

∫

C2

f2(z)dz.
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Za taqke konture C1 je z = z1 + ρit1 , a za taqke konture C2 je z = z2 + ρ2e
it, gde je

t ∈ [0, 2π), pa je
∫

C1

f1(z)dz = bi

∫ 2π

0

dt = 2bπi,

∫

C2

f2(z)dz = ai

∫ 2π

0

dt = 2aπi.

Prema tome,

∫

C

f(z)dz = 2(a + b)πi.

�utn Lajbnicova formula

345. Izraqunati

∫

L

zezdz, gde je L = {z | z = eit, t ∈ [−π/2, π/2]}.

Rexe�e: Poxto je funkcija f : z 7→ zez regularna u celoj kompleksnoj ravni,

a F : z 7→ zez − ez �ena primitivna funkcija, to je
∫

C

f(z)dz = F (i)− F (−i) = iei + ie−i − ei + e−i = 2i(cos 1− sin 1).

346. Izraqunati

∫

L

z sin zdz ako je L prosta glatka kriva koja spaja

taqke π/2 i i.

Rexe�e: Kako je f : z 7→ z sin z regularna u celoj kompleksnoj ravni, to je
∫

L

z sin zdz = −z cos z + sin z







i

π/2
= −i e

−1 + e

2
+
e−1 − e

2i
− 1 = −1− 1

e
i.

347. Izraqunati

∫

L

(iz2 − 2zez
2

)dz ako je L prosta deo po deo glatka

kriva koja spaja taqke z1 =

√
2
2
−
√
2
2
i i z2 = i.

Rexe�e: Podintegralna funkcija f je regularna u celoj kompleksnoj ravni,

pa je

I =

∫

L

f(z)dz =

∫ z2

z1

f(z)dz =

(

i
z3

3
− ez

2

)







z2

z1

.

Prema tome,

I = i
i3

3
− ei

2

− i

3

(

−
√
2

2
−
√
2

2
i

)

+ e−i =
2−
√
2

6
− e−1 + cos 1 +

(√
2

6
− sin 1

)

i.

348. Izraqunati

∫

L

f(z)dz ako je f : z → u+ iv analitiqka funkcija

za koju je f(0) = i i ako je

u(x, y) = ex(x cos y − y sin y), L = {z : z = sin t+ it, t ∈ [0, π]}.
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Rexe�e: Iz Koxi Rimanovih uslova dobijamo da je

v′y(x, y) = ex(x cos y − y sin y + cos y), v′x(x, y) = ex(x sin y + sin y + y cos y),

pa je

v(x, y) =

∫

v′y(x, y)dy + ϕ(x) = ex(x sin y + y cos y) + ϕ(x)

i ϕ′(x) = 0, odnosno ϕ(x) = C. Prema tome,

f(z) = ex(x cos y − y sin y) + iex(x sin y + y cos y) + iC

= ex((x + iy) cos y + i(x + iy) sin y) + iC

= zez + iC.

Kako je f(0) = i, to je C = 1 i f(z) = zez + i. Primitivna funkcija za f je

F (z) = zez − ez + iz, pa je
∫

L

f(z)dz = F (πi)− F (0) = eiπ(iπ − 1)− π + 1 = 2− π − πi.

Koxijeve formule

349. Izraqunati

∫

C+

zdz
z2 − 1

ako je C = {z : |z − 1| = 1/2}.

Rexe�e: Ako je g podintegralna funkcija datog integrala I, onda je

g(z) =
z

z + 1
· 1

z − 1
=

f(z)

z − 1
.

Kako je f regularna u oblasti koja sadr�i C, to je I = 2πif(1) = πi.

350. Izraqunati

∫

C+

sin zdz
z2 + 1

ako je C = {z : |z − i| = 1}.

Rexe�e: Ako je g podintegralna funkcija datog integrala I, onda je

g(z) =
sin z

z + i
· 1

z − i
=

f(z)

z − i
.

Kako je f regularna u oblasti koja sadr�i C, to je I = 2πif(i) = π sin i = iπsh 1.

351. Izraqunati

∫

C+

z4dz
z4 − 1

ako je C = {z : |z − 2| = 2}.

Rexe�e: Ako je g podintegralna funkcija datog integrala I, onda je

g(z) =
z4

(z2 + 1)(z + 1)
· 1

z − 1
=

f(z)

z − 1
.

Kako je f regularna u oblasti koja sadr�i C, to je I = 2πif(1) = π sin i = π
2
i.

352. Izraqunati

∫

C+

zezdz

(z − a)3
ako taqka a pripada oblasti koju ogra-

niqava kontura C.
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Rexe�e: Ako je g podintegralna funkcija datog integrala I, onda je

g(z) =
f(z)

(z − a)3
, f(z) = zez, f ′(z) = (1 + z)ez, f ′′(z) = (z + 2)ez.

Kako je f regularna u celoj kompleksnoj ravni, to je

I =
2πi

2!
f ′′(a) = (a + 2)eaπi.

353. Izraqunati

∫

C+

ezdz

z(1− z)3
ako je C = {z : |z − 1| = 1/2}.

Rexe�e: Ako je g podintegralna funkcija datog integrala I, onda je

g(z) =
f(z)

(z − 1)3
, f(z) = −e

z

z
, f ′(z) = −e

z

z
+
ez

z2
, f ′′(z) = −z

3 − 2z2 + 2z

z4
ez.

Kako je f regularna u oblasti koja sadr�i C, to je I =
2πi

2!
f ′′(1) = −eπi.

354. Izraqunati

∫

C+

dz

(z − 1)3(z + 1)3
ako je C = {z : |z| = 2}.

Rexe�e: Ako je g podintegralna funkcija datog integrala I, onda je I =
1

16
(I1 − I2), gde je I1 =

∫

C+

g1(z)dz, I2 =

∫

C+

g2(z)dz i

g1(z) =
3z2 − 9z + 8

(z − 1)3
=

f1(z)

(z − 1)3
, g2(z) =

3z2 + 9z + 8

(z + 1)3
=

f2(z)

(z + 1)3
.

Kako su f1 i f2 regularne funkcije, to je

I1 =
2πi

2!
f ′′1 (1) = 6πi, I2 =

2πi

2!
f ′′2 (1) = 6π.

Prema tome, I = 0.

Drugo rexe�e: Neka je

Ca = {z : |z − 1| = 1/2}, Cb = {z : |z + 1| = 1/2}

i neka je

Ia =

∫

C
+
a

g(z)dz, Ib =

∫

C
+
b

g(z)dz, fa(z) =
1

(z + 1)3
, fb(z) =

1

(z − 1)3
.

Tada je

I = Ia + Ib =
2πi

2!
(f ′′a (1) + f ′′b (1)) = πi

(

3

8
− 3

8

)

= 0.

355. Izraqunati

∫

C+

ezdz
z2 + 1

ako je C = {z : |z| = 2}.

Rexe�e: Neka je f podintegralna funkcija datog integrala I i neka je

C1 = {z : |z− i| = 1/2}, C2 = {z : |z+ i| = 1/2}, I1 =

∫

C
+
1

f(z)dz, I2 =

∫

C
+
2

f(z)dz.
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Tada je

I = I1 + I2 = 2πi (f1(i) + f2(i)) ,

gde je f1(z) =
ez

z + i
i f2(z) =

ez

z − i
. Prema tome,

I = 2πi

(

ei

2i
+
e−i

−2i

)

= 2πi
ei − e−i

2i
= 2π sin 1 · i.

356. Izraqunati

∫

C+

zezdz

(z + 1)(z − 1)2
ako je C = {z : |z| = 2}.

Rexe�e: Neka je f podintegralna funkcija datog integrala I i neka je

C1 = {z : |z − 1| = 1}, C2 = {z : |z + 1| = 1}, I1 =

∫

C
+
1

f(z)dz, I2 =

∫

C
+
2

f(z)dz.

Tada je

I = I1 + I2 = 2πi
(

f1(−1) + f ′2(1)
)

,

gde je f1(z) =
zez

(z − 1)2
i f2(z) =

zez

(z − 1)
. Prema tome,

I = 2πi

(

−e−2

4
+

3

2

e2

2
− e2

4

)

= 2πi

(

−e
−2 + e2

4
+

3

2
e2
)

= 3π(e2 − ch 2)i.

Primena reziduma

357. Izraqunati

∫

C+

ezdz

(z2 + π2)2
, gde je C = {z : |z| =

√
π2 + 2π}.

Rexe�e: Kako je podintegralna funkcija f analitiqka u oblasti koju ogra-

niqava kontura C, to dati integral mo�e da se izraquna preko reziduma funkcije

f u taqkama z = πi i z = −πi. Iz jednakosti

res
z=πi

f(z) = lim
z→πi

(

ez

(z + πi)2

)′

=
π + i

4π3
,

res
z=−πi

f(z) = lim
z→−πi

(

ez

(z − πi)2

)′

=
π − i
4π3

,

sledi da je
∫

C+

ezdz

(z2 + π2)2
= 2πi

(

res
z=πi

f(z) + res
z=−πi

f(z)

)

=
1

π
i.

358. Izraqunati

∫

C

z2 − 2z

(z + 1)2(z2 + 4)
dz ako je C = {z | z2 = 5}.

Rexe�e: Podintegralna funkcija f ima polove prvog reda z = 2i i z = −2i i
pol drugog reda z = −1. Iz jednakosti

res
z=1

f(z) = lim
x→−1

(

z2 − 2z

z2 + 4

)′

= lim
x→−1

(z2 + 4)(2z − 2)− (z2 − 2z)2z

(z2 + 4)2
= −14

25
,
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res
z=2i

f(z) = lim
z→2i

z2 − 2z

(z + 1)2(z + 2i)
=
−4− 4i

(2i + 1)24i
=

7 + i

25
,

res
z=−2i

f(z) = lim
z→−2i

z2 − 2z

(z + 1)2(z − 2i)
=

−4 + 4i

(−2i + 1)2(−4i)
=

7− i
25

sledi da je dati integral jednak 0.

359. Izraqunati

∫

C+

z2dz

(z2 − 1)(z − 1)2
ako je C kontura koja ne sadr�i

taqke 1 i −1.

Rexe�e: Neka je f podintegralna funkcija datog integrala I i neka je D

oblast koju zatvara kontura C. Kako je

res
z=1

f(z) =
1

2
lim
z→1

(

z2

z + 1

)′′

=
1

8
, res
z=−1

f(z) = lim
z→−1

z2

(z − 1)3
= −1

8
,

to je

I = πi/4 ako taqka 1 pripada, a taqka −1 ne pripada D,

I = −πi/4 ako taqka 1 ne pripada, a taqka −1 pripada D,

I = 0 ako taqke 1 i −1 obe pripadaju ili obe ne pripadaju D.

360. Izraqunati

∫

C+

cos zdz

z(z + 3i)2
ako je C kontura koja ne sadr�i taqke

0 i −3i.

Rexe�e: Ako je f podintgralna funkcija datog integrala I, onda je

res
z=0

fz) = lim
z→0

cos z

(z + 3i)2
= −1

9
,

res
z=−3i

f(z) = lim
z→−3i

( cos z

z

)′
= lim

z→−3i

−z sin z − cos z
z2

=
1

9

(

2

e3
− e3

)

,

pa je

I =



































−2

9
πi, 0 ∈ D i −3i 6∈ D

2

9

(

2

e3
− e3

)

πi, 0 6∈ D i −3i ∈ D

2

9

(

2

e3
− e3 − 1

)

πi, 0 ∈ D i −3i ∈ D

0, 0 6∈ D i −3i 6∈ D.

361. Izraqunati

∫

C+

dz

z3(z2 + 4)2
ako je C kontura koja ne sadr�i

taqke 0, 2i i −2i.

Rexe�e: Taqka z = 0 je pol tre�eg reda podintegralne funkcije f datog

integrala I, a z = 2i i z = −2i su �eni polovi drugog reda. Pri tome je

res
z=0

f(z) =
1

2
lim
z→0

(

1

(z2 + 4)2

)′′

= − 1

32
, res

z=2i
f(z) = res

z=−2i
f(z) =

1

64
.
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Prema tome, I = −πi/16 ako samo pol z = 0 pripada oblasti D koju ograniqa-

va kontura C, I = πi/32 ako samo jedan od polova z = 2i i z = −2i pripada D,

I = −πi/32 ako se u oblasti D nalaze pol z = 0 i jedan od polova z = 2i i z = −2i,
I = πi/16 ako oblasti D pripadaju polovi z = 2i i z = −2i, a ne pripada pol

z = 0, a I = 0 ako oblasti D pripadaju sva tri pola ili ne pripada nijedan od

�ih.

362. Izraqunati

∫

C+

dz
z5 − z3

ako je C = {z | |z − 1|2 = 2}.

Rexe�e: Oblasti koju ograniqava kriva C pripadaju singulariteti z = 1 i

z = 0 podintegralne funkcije f . Poxto je

res
z=1

f(z) = lim
z→1

1

z3(z + 1)
=

1

2
,

res
z=0

f(z) =
1

2
lim
z→0

(

1

z2 − 1

)′′

=
1

2
lim
z→0

6z2 + 2

(z2 − 1)3
= −1,

to je dati integral jednak −πi.

363. Izraqunati

∫

C+

dz

(z − 1)2(z2 + 1)
ako je C = {z | |z|2 = 2(Rez +

Imz)}.

Rexe�e: Kriva C je kru�nica plupreqnika du�ine
√
2 s centrom u 1 + i, a

krugu koji ona ograniqava pripadaju singulariteti z = 1 i z = i podintegralne

funkcije f . Kako je

res
z=1

f(z) = lim
z→1

(

1

z2 + 1

)′

= −1

2
, res

z=i
f(z) = lim

z→i

1

(z − 1)2(z + i)
=

1

4
,

to je dati integral jednak −πi/2.

364. Izraqunati

∫

C+

z6 + 1

z3(2z − 1)(z − 2)
dz, gde je C = {z | |z| = 1}.

Rexe�e: Pol tre�eg reda z = 0 i pol prvog reda z = 1/2 pripadaju oblasti

koju ograniqava kru�nica C. Kako je

res
z=0

f(z) = lim
z→0

1

2

(

z6 + 1

(2z − 1)(z − 2)

)′′

=
21

8
,

res
z=1/2

f(z) = lim
z→1/2

(

z − 1

2

)

z6 + 1

z3(2z − 1)(z − 2)
= −65

24
,

to je dati integral jednak 2πi(21/8− 65/24), odnosno −πi/6.

365. Izraqunati

∫

C+

zdz

(3z2 − 10iz − 3)2
, gde je C = {z | |z| = 1}.

Rexe�e: Singulariteti z = 3i i z = i/3 podintegralne funkcije f su polovi

drugog reda, ali samo z = i/3 pripada krugu koji ograniqava kru�nica C. Kako

je

res
z=i/3

f(z) = lim
z→i/3

(

(z − i/3)2z
(3z − i)(z − 3i)

)′

= − 5

256
,
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to je dati integral jednak −5πi/128.

366. Izraqunati

∫

C+

eπz/2dz
z4 + 4z2

, ako je C = {x+ iy | |x|+ |y + 1| = 2}.

Rexe�e: Kontura C je granica kvadrata qija su temena taqke 1, −2− i, −3 i

2− i. Kako tom kvadratu pripadaju singulariteti z = 0 i z = −2i podintegralne
funkcije f , i kako je

res
z=0

f(z) = lim
z→0

(

eπz/2

z2 + 4

)′

= lim
z→0

πeπz/2(z2 + 4)/2− 2zeπz/2

(z2 + 4)2
=
π

8
,

res
z=−2i

f(z) = lim
z→−2i

eπz/2

z2(z − 2i)
=
cos π − i sin π
−4 · (−4i)

=
i

16
,

to je
∫

C+ f(z)dz = 2πi(π/8 + i/16) = −π/8 + iπ2/4.

367. Izraqunati

∫

C+

z2dz

(z2 + 1)2(z2 + 2z + 2)
ako je C granica oblasti

D, gde je D = {z | |z| ≤ 2, Im(z) ≥ 0}.

Rexe�e: Podintegralna funkcija f datog integrala I ima u datom polukrugu

pol reda dva u taqki z = i i pol prvog reda u taqki z = −1 + i. Kako je

res
z=i

f(z) = lim
z→i

(

z2

(z + i)2(z2 + 2z + 2)

)′

=
9i− 12

100
,

res
z=−1+i

f(z) = lim
z→−1+i

z2

(z2 + 1)2(z + 1 + i)
=

3− 4i

25
,

to je

I = 2πi

(

9i− 12

100
+

3− 4i

25

)

=
7

50
π.

368. Izraqunati

∫

C+

eazdz

z2(z2 + z + 2)
, gde je C = {z | |z| = 3} i a ∈ R.

Rexe�e: Taqka z = 0 je pol drugog reda, a taqke z = −1 + i i z = −1 − i

polovi prvog reda podintegralne funkcije f datog integrala I. Kako je

res
z=0

f(z) = lim
z→0

(

eaz

z2 + 2z + 2

)′

= lim
z→0

(z2 + 2a + 2)aeaz − eaz(2z + 2)

(z2 + 2z + 2)

=
a− 1

2
,

res
z=−1+i

f(z) = lim
z→−1+i

eaz

z2
· z + 1− i
z2 + 2z + 2

=
e(−1+i)a

(−1 + i)2
· 1
2i

=
e−a+ai

4
,

res
z=−1−i

f(z) = lim
z→−1−i

eaz

z2
· z + 1 + i

z2 + 2z + 2
=

e(−1−i)a

(−1− i)2
· 1
2i

=
e−a−ai

4
,
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to je

I =2πi

(

a− 1

2
+
e−a+ai

4
+
e−a−ai

4

)

=2π

(

a− 1

2
+

1

2
e−a cos a

)

=πi
(

a− 1 + e−a cos a
)

.

369. Izraqunati

∫

C+

zezdz

(z − a)2(z + a)
ako je C = {z | |z| = 1}, a ∈ C,

a 6= 1.

Rexe�e: Singulariteti podintegralne funkcije f su taqke z = a i z = −a
ako je a 6= 0, odnosno z = 0 ako je a = 0. Za |a| > 1 singulariteti su izvan oblasti

koju ograniqava kru�nica C, pa je tada dati integral I jednak nuli. Kako je, za

a 6= 0,

res
z=a

f(z) = lim
z→a

(

zez

z + a

)p

=
2a + 1

4a
ea, res

z=−a
f(z) = lim

z→−a

zez

(z − a)2
= − e

a

4a
,

to je I =
πi

2a

(

(2a + 1)ea − e−a
)

, za 0 < |a| < 1. Za a = 0 je res
z=0

= 1, pa je I = 2πi.

370. Izraqunati

∫

C+

(1− z2)2dz
z(az2 − (a2 + 1)z + a)

ako je a ∈ R \ {−1, 0, 1} i

C = {z : |z| = 1}.

Rexe�e: Neka je I dati integral, f podintegralna funkcija, a D oblast koju

ograniqava kontura C. Ako je |a| < 1, tada je

I = 2πi(res
z=0

f(z) + res
z=a

f(z)),

a ako je |a| > 1, tada je

I = 2πi(res
z=0

f(z) + res
z=1/a

f(z)).

Kako je

res
z=0

f(z) =
1

a
, res

z=a
f(z) = a− 1

a
, res

z=1/a
f(z) =

1

a3
− 1

a
,

to je I = 2aπi za |a| < 1, a I = 2πi/a3 za |a| > 1.

371. Izraqunati

∫

C+

dz
z6 + 1

ako je C granica oblasti D, gde je

D = {z : |z| < 2, Imz > 0}.

Rexe�e: Podintegralna funkcija f datog integrala I ima u datom polukrugu

polove prvog reda u taqkama z1 = eπi/6, z2 = eπi/2 i z3 = e5πi/6. Kako je

res
z=zk

f(z) = lim
z→zk

z − zk
z6 + 1

= lim
z→zk

1

6z5
=

1

6
z−5k ,

to je

I = 2πi

(

1

6
e−5πi/6 +

1

6
e−5πi/2 +

1

6
e−25πi/6

)

=
2

3
π.
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372. Izraqunati

∫

C

( z
z − 1

)n

ako je C = {z | z2 = 2} i n ∈ N .

Rexe�e: Pol z = 1 podintegralne funkcije f je reda n, pa je

res
z=1

f(z) =
1

(n− 1)!
lim
z→1

(zn)
(n−1)

=
n!

(n− 1)!
= n.

Kako ovaj pol pripada oblasti koju ograniqava kontura C, to je
∫

c

(

z

z − 1

)n

= 2πi res
z=1

f(z) = 2nπi.

373. Izraqunati

∫

C+

dz

(z2 + zi)n
ako je n ∈ N , a C = {z : |2z + i| = 2}.

Rexe�e: Neka je D oblast koju ograniqava kontura C i neka je

f(z) =
1

(z2 + zi)n
=

1

zn(z + i)n
.

Kako je C = {z : |z + i/2| = 1}, to oblasti D pripadaju oba pola funkcije f , pa

je
∫

C+

dz

(z2 + zi)n
= 2πi(res

z=0
f(z) + res

z=−i
f(z)).

Iz jednakosti

res
z=0

f(z) =
1

(n− 1)!
lim
z=0

(

1

(z + i)n

)(n−1)

= (−1)(n−1) (2n− 2)!

(n− 1)!2
1

i2n−1
= − (2n− 2)!

(n− 1)!2
i,

res
z=−i

f(z) =
1

(n− 1)!
lim
z=−i

(

1

zn

)(n−1)

= (−1)(n−1) (2n− 2)!

(n− 1)!2
1

(−i)2n−1
=

(2n− 2)!

(n− 1)!2
i,

sledi da je

∫

C+

dz

(z2 + zi)n
= 0.

374. Izraqunati

∫

C+

zdz

(z2 − 1)2(z2 + 1)
, gde je C = {x + iy | x2 + y2 =

2x+ 2}.

Rexe�e: Kontura C je kru�nica (x − 1)2 + y2 = 3, pa oblasti D koju ona

ograniqava pripadaju polovi z = 1, z = i i z = −i podintegralne funkcije f

datog integrala I. Kako je

res
z=1

f(z) = lim
z→1

(

z

(z + 1)2(z2 + 1)

)′

= −1

8
, res

z=i
f(z) = res

z=−i
f(z) =

1

8
,

to je I = 2πi

(

−1

8
+

1

8
+

1

8

)

=
π

4
i.

375. Izraqunati

∫

C+

ln(z + a)
z2 + a2

, ako je a ∈ R, 1 < a < 2, a C je granica

pravougaonika qija su temena taqke −1−2i, 1−2i, 1+2i i −1+2i.
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Rexe�e: Singulariteti podintegrakne funkcije f su taqke z = ai i z = −ai
i pripadaju oblasti koju ograniqava C. Kako je

res
z=ai

f(z) = lim
z→ai

ln(z + a)

z + ai
=
ln(ai + a)

2ai
, res

z=−ai
f(z) = lim

z→−ai

ln(z + a)

z − ai
=
ln(a− ai)
−2ai

,

to je
∫

C+

ln(z + a)

z2 + a2
= 2πi

(

ln(a + ai)

2ai
− ln(a− ai)

2ai

)

=
π

a
ln

1 + i

1− i
=
π2

2a
i.

376. Izraqunati

∫

C+

e2zdz
1 + ez

ako je C = {z | |z| = 5}.

Rexe�e: Kako je 1+ ez = 0 ako je ez = −1, odnosno z = Ln(−1), singulariteti
podintegralne funkcije f datog integrala I su taqke zk = (2k + 1)πi. Me�utim,

jedino taqke z0 = πi i z−1 = −πi pripadaju oblasti ograniqenoj kru�nicom C.

Iz

res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

(z − πi) e2z

1 + ez
= e2πi lim

z→z0

z − πi
1 + ez

= eπi = −1,

res
z=z−1

f(z) = lim
z→z−1

(z + πi)
e2z

1 + ez
= e2πi lim

z→z−1

z + πi

1 + ez
= e−πi = −1

to je

I = 2πi( res
z=z0

f(z) + res
z=z−1

f(z)) = 2πi(−1− 1) = −4πi.

377. Izraqunati

∫

C+

ezdz
ch z

ako je C = {x+ iy | |x|+ |y| = 2}.

Rexe�e: Kako je ch z = 0 ako je ez + e−z = 0, odnosno e2z + 1 = 0, 2z =

Ln(−1), singulariteti podintegralne funkcije f datog integrala I su taqke

zk =
2k + 1

2
πi. Me�utim, jedino taqke z0 =

π

2
i i z−1 = −π

2
i pripadaju oblasti

ograniqenoj kru�nicom C. Iz

res
z=z0

f(z) = eπi/2 lim
z→z0

z − πi/2
ch z

=
eπi/2

sh (πi/2)
=

eπi/2

i sin(π/2)
=

1

i
eπi/2,

res
z=z−1

f(z) = e−πi/2 lim
z→z−1

z + πi/2

ch z
=

e−πi/2

sh (−πi/2)
=

e−πi/2

i sin(−π/2)
= −1

i
e−πi/2,

to je

I = 2πi( res
z=z0

f(z) + res
z=z−1

f(z)) == 2π
(

eπi/2 − e−πi/2
)

= 4πi.

378. Izraqunati

∫

C+

tan 2zdz ako je C = {z | |z| = 1}.

Rexe�e: Singulariteti podintegralne funkcije f su taqke zk =
2k − 1

4
π

(k ∈ Z). Oblasti koju ograniqava kru�nica C pripadaju samo taqke z0 i z1.

Kako je

res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

(

z +
π

4

)

f(z) = lim
z→z0

sin 2z + 2(z + π/4) cos 2z

−2 sin 2z
= −1

2
,
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i, sliqno, resz=z1 f(z) = −
1

2
, to je

∫

C+ tan 2zdz = −2πi.

379. Izraqunati

∫

C+

tan z
z − 1

dz ako je C qetvorougao qija su temena

taqke −2, i, 2 i i.

Rexe�e: Singulariteti podintegralne funkcije f su taqke z = 1 i z =

π/2+ kπ, gde je k ∈ Z, pri qemu oblasti datog qetvorougla pripadaju samo taqke

z = 1, z = −π/2 i z = π/2. Kako je

res
z=1

f(z) = tan1, res
z=−π/2

f(z) =
2

π + 2
, res

z=π/2
f(z) = − 2

π − 2
,

to je
∫

C+

tan z

z − 1
dz == 2πi

(

tan 1− 8

π2 − 4

)

.

380. Izraqunati

∫

C+

cot z
4z − π

dz ako je C = {z | |z| = 1}.

Rexe�e: Singulariteti podintegralne funkcije f su taqke z = π/4 i z =

π + kπ, gde je k ∈ Z, pri qemu oblasti ograniqenoj konturom C pripadaju samo

taqke z1 = π/4 i z2 = 0. Kako je

res
z=z1

f(z) = lim
z→z1

(

z − π

4

)

f(z) =
1

4
, res

z=z2
f(z) = lim

z→0
zf(z) = lim

z→0

cos z

4z − π
= − 1

π
,

to je
∫

C+

cot z

4z − π
dz == 2πi

(

res
z=z1

f(z) + res
z=z2

f(z)

)

= 2πi

(

1

4
− 1

π

)

=
π − 4

2
· i.

381. Izraqunati

∫

C+

ezdz

sin2 z
gde je C = {z | |z| = 4}.

Rexe�e: Singulariteti podintegralne funkcije f su taqke z = kπ, gde je

k ∈ Z. Kako je lim
z→kπ

(z − kπ)2f(z) 6= 0, svi singulariteti su polovi drugog reda,

pri qemu je

res
z=kπ

f(z) = lim
z→kπ

(

(z − kπ)2 ez

sin2 z

)′

= lim
z→kπ

ez((z − kπ)2 sin z + 2(z − kπ) sin z − 2(z − kπ)2 cos z)
sin3 z

= lim
u→0

eu+kπ
u2 sin u + 2u sin u− 2u2 cos u

sin3 u

=ekπ.

Oblasti koju ograniqava kru�nica C pripadaju singulariteti z = 0, z = −π i

z = π, pa je
∫

C

f(z)dz = 2πi
(

1 + eπ + e−π
)

= 2πi(2 cosh π + 1).
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382. Izraqunati

∫

C+

zdz

sin2 z
gde je C = {z | |z| = 5}.

Rexe�e: Singulariteti podintegralne funkcije f datog integrala I su taqke

zk = kπ, pri qemu je u z0 pol prvog reda, a ostali singulariteti su polovi drugog

reda. Kako oblasti ograniqenoj kru�nicom C pripadaju samo singulariteti z−1,

z0 i z1, to je

I = 2πi( res
z=z−1

f(z) + res
z=z0

f(z) + res
z1
f(z)).

Za pol z0 imamo da je

res
z=z0

f(z) = lim
z→0

zf(z) = lim
z→0

z2

sin2 z
= 1.

Kako je

res
z=z1

f(z) = lim
z→π

(

(z − π)2 z

sin2 z

)′

i
(

(z − π)2 z

sin2 z

)′
=
z − π
sin z

· (3z − π) sin z − (2z2 − 2zπ) cos z

sin2 z
,

to je

res
z=z1

f(z) = − lim
z→π

(3z − π) sin z − (2z2 − 2zπ) cos z

sin2 z

= lim
u→0

(2π + 3u) sin u− (2πu + 2u2) cos u

sin2u

= 1.

Sliqno dobijamo da je

res
z=z−1

f(z) = lim
z→−π

((z + π)2f(z))′ = 1,

pa je I = 6πi.

383. Izraqunati

∫

C−

dz
z2 sin z

ako je C = {z : |z| = 1}.

Rexe�e: Ako je I dati integral, a f podintegralna funkcija, onda je

I = −
∫

C+

f(z)dz = −2πi res
z=0

f(z).

Kako funkcija f ima u z = 0 pol tre�eg reda (zaxto?), to je

res
z=0

f(z) =
1

2
lim
z→0

( z

sin z

)′′
=

1

2
lim
z→0

(

sin z − z cos z
sin2 z

)′

=
1

2
lim
z→0

g(z).

Ako tri puta primenimo Lopitalovo pravilo, dobijamo

lim
z→0

g(z) = lim
z→0

sin2 z + 2 cos2 z − 2 cos 2z − z sin 2z
3 sin2 z cos z

= lim
z→0

2 sin 2z − 2z cos 2z

6 sin z cos2 z − 3 sin3 z
= lim

z→0

cos 2z

3 cos3 z
.

Prema tome, res
z=0

f(z) =
1

6
, pa je I = −π

3
i.
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