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1. Kolokvijum, 2004 - Grupa 8

1. Rexiti jednaqinu
(

a− cx
√

x2 + y2

)

dx+

(

b− cy
√

x2 + y2

)

dy = 0, a, b, c ∈ R.

Rexe�e: Kako je
(

a− cx
√

x2 + y2

)

dx+

(

b− cy
√

x2 + y2

)

dy = adx+ bdy − c

2

d(x2 + y2)
√

x2 + y2
,

opxte rexe�e date jednaqine je

ax+ by − c
√

x2 + y2 = A, A ∈ R.

2. Rexiti jednaqinu yy′′ = 2yy′ ln y − y′ = 0.

Rexe�e: Smenom y′ = z(y) dobijamo jednaqinu

z(yz′ − 2y ln y − z) = 0.

Ako je z = 0, tada je y = A > 0. Ako je z 6= 0, onda imamo linearnu
jednaqinu

z′ − 1

y
= 2 ln y

qije je opxte rexe�e z = y(C + ln2 y), C ∈ R. Nova diferencijalna
jednaqina y′ = y(C + ln2 y) razdvaja promen	ive, pa je

∫

dy

y(C + ln2 y)
= x+D.

Razlikova�em sluqajeva C > 0, C < 0 i C = 0 dobijamo

∫

d(ln y)

C + ln2 y
=















−1/ ln y, za C = 0

1
B arctan ln y

B , za C = B2

1
2F ln

∣

∣

∣

ln y−F
ln y+F

∣

∣

∣ , za C = −F 2

Prema tome, rexe�a su slede�e familije funkcija:

1) y = A > 0

2) ln y = − 1

x+D
, D ∈ R

3) ln y = B tan(Bx+ E), B ∈ R, E ∈ R

4) ln y = F
1 +Ge2Fx

1−Ge2Fx
, F ∈ R, G ∈ r.
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3. Matriqnom metodom rexiti sistem

x′ = x+ y, y′ = −5x− y + sin 2t.

Rexe�e: Ako je

A =

(

1 1
−5 −1

)

, F =

(

0
sin 2t

)

, X =

(

x
y

)

,

matriqni zapis sistema je dX/dt = AX + F .
Iz |A− λI| = λ2 + 4 = 0 dobijamo λ1 = 2i i λ2 = −2i.
Sistem (A−2iI)B = 0, gde je B′ = (a b), je ekvivalentan sa (1−2i)a+

b = 0. Jedno rexe�e tog sistema je a = 1, b = 2i− 1, pa je

Xkom =

(

1
2i− 1

)

e2it =

(

cos 2t
−2 sin 2t− cos 2t

)

+ i

(

sin 2t
2 cos 2t− sin 2t

)

.

Fundamentalna matrica sistema je

Φ =

(

cos 2t sin 2t
−2 sin 2t− cos 2t 2 cos 2t− sin 2t

)

i ona odre�uje opxte rexe�e homogenog sistema. Na slede�e dve slike
su dati grafici nekoliko funkcija x, odnosno y.
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Partikularno rexe�e datog nehomogenog sistema mo�e da se odredi
metodom neodre�enih koeficijenata ili metodom varijacije konstanti.

Metoda neodre�enih koeficijenata

Kako je

Xp =

(

a1 + b1t
a2 + b2t

)

sin 2t+

(

c1 + d1t
c2 + d2t

)

cos 2t,
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zamenom u dati sistem dobija se algebarski sistem za nepoznate ko-
eficijente:

b1 − 2c1 = a1 + a2, −2d1 = b1 + b2, 2a1 + d1 = c1 + c2, 2b1 = d1 + d2,

b2−2c2 = −5a1−a2+1, −2d2 = −5b1−b2, 2a2+d2 = −5c1−c2, 2b2 = −5d1−d2.

Rexava�em ovog sistema nalazimo da je

Xp =

(

1/16
−1/16− t/2

)

sin 2t+

(

−t/4
−1/8 + t/4

)

cos 2t.

Na slici su dati grafici funkcija xp i yp.
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Metoda varijacije konstanti

Partikularno rexe�e datog nehomogenog sistema je oblika Xp =
Φ · C(t), gde je

C ′(t) = Φ−1(t)F (t) =
1

2

(

− sin2 2t
cos 2t− sin 2t

)

,

odnosno

C(t) =
1

16

(

−4t+ sin 4t
− cos 4t

)

Opxte rexe�e datog nehomogenog sistema je X(t) = Φ(t)D + Xp(t).
Na slede�oj slici se vidi da je x = xh + xp.
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