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3 SISTEMI DIFERENCIJALNIH JEDNAQINA

3.1 Nelinearni sistemi

Integrabilne kombinacije

198. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
y − x

=
dy
x− z

=
dz
z − y

.

Rexe�e: Iz datog sistema slede jednakosti

d(x + y + z) = 0,
zdx + xdz

y(z − x)
=

dy

x− z
iz kojih dobijamo prve integrale sistema

ϕ(x, y, z) = C1, ψ(x, y, z) = C2, C1, C2 ∈ R,

gde je

ϕ = x + y + z, ψ = xz +
1

2
y2.

Kako je
∣

∣

∣

∣

ϕ′y ϕ′z
ψ′y ψ′z

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1 1

y x

∣

∣

∣

∣

= x− y 6= 0

na oblasti definisanosti datog sistema, to su dobijenim prvim integralima

definisane funkcije y i z u zavisnosti od nezavisne promen	ive x i realnih

parametara C1 i C2.

Napomena 1: Na isti naqin se proverava da su dobijenim prvim integral-

ima definisane funkcije x i y u zavisnosti od nezavisne promen	ive z, odnosno

funkcije x i z u zavisnosti od nezavisne promen	ive y. Prema tome, u ovom

primeru mo�emo izabrati bilo koju promen	ivu za nezavisnu.

Napomena 2: Umesto provere Jacobiana, dovo	no je bilo da poka�emo kako se

iz prvih integrala sistema dobijaju funkcije y i z. Ako z zamenimo sa C1− y−x
u drugom prvom integralu, onda jednakost

C1x− xy − x2 +
1

2
y2 = C2

implicitno definixe funkciju y, a z = C1 − y − x.
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68 3 Sistemi diferencijalnih jednaqina

199. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

y′ =
x− z
z − y

, z′ =
y − x
z − y

.

Rexe�e: Iz simetriqnog oblika sistema

dx

z − y
=

dy

x− z
=

dz

y − x
slede jednakosti d(x + y + z) = 0 xdx + ydy + zdz = 0

iz kojih dobijamo prve integrale sistema

x + y + z = C1, x2 + y2 + z2 = C2, C1, C2 ∈ R. (∗)

Sliqno kao u prethodnom zadatku mo�emo proveriti da ove jednakosti definixu

y i z kao funkcije nezavisne promen	ive x i realnih parametara C1 i C2.

Napomena: Iako jednakosti (∗) definixu i funkcije x i y u zavisnosti od

promen	ive z, to u ovom primeru ne mo�emo koristiti, jer su datim sistemom

ve� odre�ene uloge promen	ivih.

200. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
z2 − y2

=
dy

x2 − z2
=

dz
y2 − x2

.

Rexe�e: Iz jednakosti

dx + dy + dz = 0, x2dx + y2dy + z2dz = 0

dobijamo nezavisne prve integrale

x + y + z = A, x3 + y3 + z3 = B, A,B ∈ R

koji definixu rexe�e sistema.

Napomena: Na sliqan naqin se rexava i sistem

dx

zn − yn
=

dy

xn − zn
=

dz

yn − xn
, n ∈ N.

Da li se nexto me�a ako umesto n stavimo α ∈ R ?

201. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dy
dx

=
ax− bz
cz − ay

,
dz
dx

=
by − cx
cz − ay

,

gde su a, b i c realni brojevi.

Rexe�e: Iz simetriqnog oblika sistema

dx

cz − ay
=

dy

ax− bz
=

dz

by − cx
slede jednakosti

cdy + adz + bdx = 0, ydy + zdz + xdx = 0



3 Sistemi diferencijalnih jednaqina 69

na osnovu kojih dobijamo prve integrale

ϕ(x, y, z) = A, ψ(x, y, z) = B, A,B ∈ R,

gde je

ϕ(x, y, z) = cy + az + bx, ψ(x, y, z) = y2 + z2 + x2.

Kako je
∣

∣

∣

∣

ϕ′y ϕ′z
ψ′y ψ′z

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

2y 2z

c a

∣

∣

∣

∣

= 2(ay − cz) 6= 0

na oblasti definisanosti sistema, to su dobijeni prvi integrali nezavisni, xto

znaqi da odre�uju opxte rexe�e datog sistema.

Napomena: Tipiqna grexka studenata je da iz jednakosti

d(bx + cy)

−a(by − cx)
=

dz

by − cx
,

d(bx + az)

−c(ax− bz)
=

dy

ax− bz
,

d(cy + az)

−b(cz − ay)
=

dx

cz − ay
zak	uqe da su

−1

a
(bx + cy)− z = C1, −1

c
(bx + az)− y = C2, −1

b
(cy + az)− x = C3

nezavisni prvi integrali. Me�utim, aC1 = bC2 = cC3 = −A.

202. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
dt

= x2y + tx,
dy
dt

= xy2 − ty.

Rexe�e: Ako je x = 0, onda je y(t) = Ae−t
2
/2 (A ∈ R), a ako je y = 0, onda je

x(t) = Be−t
2
/2, B ∈ R. Za xy 6= 0 iz simetriqnog oblika sistema

dx

x2y + tx
=

dy

xy2 − ty
=
dt

1
,

dobijamo da je
d(xy)

2(xy)2
=
dt

1
,

d(x/y)

x/y
= 2tdt,

odakle sledi da je

1

xy
+ 2t = C,

x

y
e−t

2

= D, C,D ∈ R.

Ako su ϕ i ψ funkcije definisane jednakostima

ϕ(x, y) =
1

xy
+ 2t, ψ(x, y) =

x

y
e−t

2

,

onda je J [ϕ, ψ] =
2e−t

2

xy3
6= 0 za xy 6= 0, pa je sistemom

ϕ(x, y) = C, ψ(x, y) = D, C,D ∈ R

definisano opxte rexe�e datog sistema.

Napomena: Drugi prvi integral mo�e da se dobije i iz prve jednakosti sis-

tema ako y zamenimo sa
1

C1 − 2t
(videti Eliminacija promen	ive).
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203. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
dt

= x2y − tx, dy
dt

= xy2 + ty.

Rexe�e: Iz simetriqnog oblika sistema dobijamo jednakosti

ydx + xdy

2x2y2
= dt,

ydx− xdy
y2

= −2tdt,

odnosno
d(xy)

(xy)2
= 2t, d

(

x

y

)

· y
x
= −2tdt,

na osnovu kojih imamo prve integrale

1

xy
+ 2t = C1,

x

y
et

2

= C2, C1, C2 ∈ R.

Kako su ovi prvi integrali nezavisini (proveriti!), oni odre�uju rexe�e sis-

tema.

204. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx

x(y + z)
=

dy

z(z − y)
=

dz

y(y − z)
.

Rexe�e: Iz datog sistema sledi da je

ydy + zdz = 0,
d(y − z)
z2 − y2

=
dx

x(y + z)
.

Integra	e�em ovih jednakosti dobijamo prve integrale sistema ϕ(x, y, z) = C1 i

ψ(x, y, z) = C2, gde je

ϕ(x, y, z) = y2 + z2, ψ(x, y, z) = x(y − z).

Ako je x nezavisna promen	iva, onda je J [ϕ, ψ] = −2x(y + z) 6= 0 za x, y i z iz

oblasti definisanosti sistema, pa je jednakostima

y2 + z2 = C1, x(y + z) = C2, C1 ∈ R, C2 ∈ R

definisano opxte rexe�e datog sistema.

205. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dy
dx

=
y2 − yx
x(z − y)

,
dz
dx

=
y2 − xz
x(z − y)

.

Rexe�e: Iz simetriqnog oblika sistema

dx

x(z − y)
=

dy

y(y − x)
=

dz

y2 − xz
dobijamo da je

d(x− y + z) = 0,
ydz − zdy
y2(y − z)

=
dx

x(z − y)
.
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Iz prve jednakosti sledi

x− y + z = C1, C1 ∈ R

a iz druge jednakosti sledi da je d

(

z

y

)

+
dx

x
= 0, odnosno

z

y
+ ln |x| = C2, C2 ∈ R.

Kako je

∣

∣

∣

∣

ϕ′y ϕ′z
ψ′y ψ′z

∣

∣

∣

∣

=
1

y2
(z − y) 6= 0, z 6= y, gde je

ϕ(x, y, z) = x− y + z, ψ(x, y, z) =
z

y
+ ln |x|,

to je jednakostima

x− y + z = C1,
z

y
+ ln |x| = C2

definisano opxte rexe�e sistema.

Napomena: Umesto provere da je J [ϕ, ψ] 6= 0, dovo	no je bilo da iz prethodnih

jednakosti izrazimo y i z kao funkcije od x, C1 i C2.

206. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
dt

=
x(y − t)
t(x− y)

,
dy
dt

=
y(t− x)
t(x− y)

.

Rexe�e: Ako dati sistem napixemo u simetriqnom obliku

dx

x(y − t)
=

dy

y(t− x)
=

dt

t(x− y)
,

lako se uoqava da je dx+ dy+ dt = 0 i ytdx+xtdy+xydt = 0, pa su prvi integrali

sistema x + y + t = C1 i xyz = C2. Obzirom da je

D(ϕ1, ϕ2)

D(x, y)
=

∣

∣

∣

∣

1 1

yt xt

∣

∣

∣

∣

= t(x− y) 6= 0

u oblasti u kojoj je sistem zadat, prvi integrali su nezavisni i odre�uju rexe�e

sistema.

207. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
y + xz

=
dy

x+ yz
=

dz
z2 − 1

.

Rexe�e: Iz datog sistema slede jednakosti

d(x + y)

(x + y)(z + 1)
=

dz

(z − 1)(z + 1)
,

d(x− y)
(x− y)(z − 1)

=
dz

(z − 1)(z + 1)

iz kojih dobijamo dva prva integrala sistema

x + y

z − 1
= C1,

x− y
z + 1

= C2, C1 ∈ R, C2 ∈ R.
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Da li su ovi prvi integrali nezavisni? Naravno, jer iz prethodnih jednakosti

imamo opxte rexe�e sistema

x(z, D1, D2) = (D1 +D2)z −D1 +D2,

y(z, D1, D2) = (D1 −D2)z −D1 −D2.

208. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx

x(y2 − z2)
= − dy

y(z2 + x2)
=

dz

z(x2 + y2)
.

Rexe�e: Iz jednakosti

xdx + ydy + zdz = 0,
ydz + zdy

yz(y2 − z2)
=

dx

x(y2 − z2)
dobijamo prve integrale sistema

ϕ(x, y, z) = C1, ψ(x, y, z) = C2, C1, C2 ∈ R,

gde je

ϕ = x2 + y2 + z2, ψ =
zy

x
.

Kako je
∣

∣

∣

∣

ϕ′y ϕ′z
ψ′y ψ′z

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

2y 2z

z/x y/x

∣

∣

∣

∣

=
2

x
(y2 − z2) 6= 0,

za y2 6= z2, dobijeni prvi integrali odre�uju opxte rexe�e sistema, odnosno

definixu funkcije y i z u zavisnosti od nezavisne promen	ive x i realnih kon-

stanti C1 i C2.

209. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx

x(y2 − z2)
=

dy

y(z2 − x2)
=

dz

z(x2 − y2)
.

Rexe�e: Iz jednakosti

xdx + ydy

z2(y2 − x2)
=

dz

z(x2 − y2)
,

ydx + xdy

xy(y2 − x2)
=

dz

z(x2 − y2)
dobijamo nezavisne (proveriti!) prve integrale

x2 + y2 + z2 = C1, xyz = C2, C1, C2 ∈ R

koji odre�uju rexe�e sistema.

210. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
x+ y − xy2

=
dy

x2y − x− y
=

dz
y2 − x2

.

Rexe�e: Iz jednakosti xdx + ydy + dz = 0 dobijamo jedan prvi integral

x2 + y2 + 2z = C1, C1 ∈ R,
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a iz jednakosti
ydx + xdy

(y2 − x2)(1− xy)
=

dz

y2 − x2
,

odnosno d(xy)/(1− xy) = dz dobijamo drugi prvi integral

(1− xy)ez = C2, C2 ∈ R.

Ovi prvi integrali su nezavisni jer je
∣

∣

∣

∣

ϕ′x ϕ′y
ψ′x ψ′y

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

2x 2y

−yez −xez
∣

∣

∣

∣

= 2ez(y2 − x2) 6= 0,

xto znaqi da odre�uju opxte rexe�e datog sistema, odnosno definixu funkcije

x i y u zavisnosti od promen	ive z i realnih konstanti C1 i C2.

211. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
dt

=
x(y − t)
t(x+ t)

,
dy
dt

=
t2 + xy

t(x+ t)
.

Rexe�e: Iz simetriqnog oblika sistema

dx

x(y − t)
=

dy

t2 + xy
=

dt

t(x + t)

slede jednakosti

d(x + t− y) = 0, d
(y

t

)

= −dx
x

iz kojih dobijamo prve integrale sistema

x + t− y = C1, xey/t = C2, C1, C2 ∈ R.

Poxto je
∣

∣

∣

∣

ϕ′x ϕ′y
ψ′x ψ′y

∣

∣

∣

∣

= ey/t
x + t

t
6= 0,

gde je ϕ = x + t− y i ψ = xey/t, dobijeni prvi integrali su nezavisni.

212. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx

y(x+ y)
= − dy

x(x+ y)
=

dz

(x− y)(2x+ 2y + z)
.

Rexe�e: Iz jednakosti

xdx + ydy = 0,
d(x + y + z)

x + y + z
= −d(x + y)

x + y

dobijamo prve integrale sistema

ϕ(x, y, z) = C1, ψ(x, y, z) = C2, C1, C2 ∈ R,

gde je ϕ = x2 + y2 i ψ = (x + y)(x + y + z). Poxto je
∣

∣

∣

∣

ϕ′y ϕ′z
ψ′y ψ′z

∣

∣

∣

∣

= 2y(x + y) 6= 0,
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dobijeni prvi integrali odre�uju opxte rexe�e datog sistema.

213. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
x2 + y2 − yz

=
dy

xz − x2 − y2
=

dz

(x− y)z
.

Rexe�e: Iz jednakosti

dx + dy − dz = 0,
xdx + ydy

x2 + y2
=
dz

z

dobijamo prve integrale

x + y − z = C1,
x2 + y2

z2
= C2, C1, C2 ∈ R.

Kako su ti prvi integrali nezavisni (zaxto?), oni odre�uju rexe�e sistema.

214. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
x2 − y2 + yz

=
dy

xz + x2 − y2
=

dz

(x− y)z
.

Rexe�e: Iz jednakosti

dx− dy + dz = 0,
xdx− ydy
x2 − y2

=
dz

z

dobijamo prve integrale

x− y + z = C1,
x2 − y2

z2
= C2, C1, C2 ∈ R.

Kako su ti prvi integrali nezavisni (proveriti!), oni odre�uju rexe�e sistema.

215. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx

x(y − z)
=

dy
z2 + xy

=
dz

z(x+ z)
.

Rexe�e: Najpre, iz jednakosti

zdy − ydz
z2

= −dx
x

dobijamo d
(y

z

)

= −dx
x
, a zatim iz ove i jednakosti d(x−y+ z) = 0 nalazimo prve

integrale

x− y + z = C1, xey/z = C2, C1, C2 ∈ R.

Kako su ti prvi integrali nezavisni (proveriti!), oni odre�uju rexe�e sistema.

216. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
x2 + y2

=
dy
2xy

=
dz

z(x+ y)3
.
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Rexe�e: Iz jednakosti

dx + dy

(x + y)2
=

dz

z(x + y)3
,

dx + dy

(x + y)2
=
dx− dy
(x− y)2

dobijamo prve integrale

(x + y)2 − 2 ln |z| = C1,
y

x2 − y2
= C2.

Kako su ovi prvi integrali nezavisni (zaxto?), oni odre�uju rexe�e sistema.

Eliminacija promen	ive

217. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina
dx
yz

=
dy
xy

= −dz
xz
.

Rexe�e: Iz jednaqine dy/y = −dz/z sledi da je yz = C1, (C1 ∈ R). Ako u

jednakosti
dx

yz
=
dy

xy
zamenimo yz sa C1, dobijamo jednaqinu xdx = C1dy/y qije je

opxte rexe�e y = C2e
x
2
/(2C1), C2 ∈ R. Prema tome, opxte rexe�e datog sistema

je

y(x, C1, C2) = C2e
x
2
/(2C1), z(x, C1, C2) =

C1

C2

e−x
2
/(2C1).

Napomena: Prvi integrali sistema su yz = C1 i ye−x
2
/(2yz) = C2.

218. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina
dx
xy3

=
dy
x2z2

=
dz
y3z

.

Rexe�e: Iz jednaqine dx/x = dz/z imamo jedan prvi integral x/z = C1

(C1 ∈ R). Ako u jednakosti
dy

x2z
=

dz

y3
zamenimo x sa C1z, dobijamo jednaqinu

y3dy = C2
1z

3dz iz koje nalazimo drugi prvi integral

y4 − x2z2 = C2, C2 ∈ R.
Dobijeni prvi integrali odre�uju opxte rexe�e datog sistema, jer su �ima

definisane, na primer, funkcije x i y u zavisnosti od nezavisne promen	ive z i

realnih konstanti C1 i C2.

Napomena: Drugi prvi integral mo�e da se dobije i iz jednakosti

2y3dy − xz2dx− zx2dz = 0.

219. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
xy

=
dy

z − x2
=
dz
y
.

Rexe�e: Iz jednaqine dx/x = dz sledi da je x = Cez (C ∈ R), pa zamenom x sa

Cez u jednakosti (z − x2)dz = ydy dobijamo jednaqinu koja razdvaja promen	ive

ydy = (z − C2e2z)dz.
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Rexava�em ove jednaqine nalazimo jednakost

y2 = z2 − C2e2z +D, D ∈ R
kojom je definisana funkcija y : z → y(z, C,D). Prema tome, ako je z nezavisna

promen	iva, onda su funkcije x i y odre�ene jednakostima

x = Cez, y2 = z2 − C2e2z +D.

Napomena: Eliminacijom konstante C iz posled�e jednakosti dobijamo prve

integrale sistema

xe−z = C, y2 − z2 + x2 = D.

220. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
y − x

=
dy

x+ y + z
=

dz
x− y

.

Rexe�e: Iz jednakosti d(x + z) = 0 imamo jedan prvi integral

x + z = C1, C1 ∈ R. (∗)
Ako u jednakosti

dy

x + y + z
=

dz

x− y

zamenimo x+ z sa C1, dobijamo jednaqinu
dx

y − x
=

dy

C1 + y
koja se smenom u = y−x

svodi na jednaqinu udu = (C1 + x)dx. Iz rexe�a ove jednaqine

u2 = 2C1x + x2 + C2, C2 ∈ R
dobijamo drugi prvi integral sistema

y2 − 2xy − 2x2 − 2xz = C2. (∗∗)
Kako jednakost (∗) definixe funkciju z u zavisnosti od x i C1, a jednakost (∗∗)
definixe funkciju y u zavisnosti od x, z, C1 i C2, to dobijeni prvi integrali

odre�uju opxte rexe�e datog sistema.

Napomena: Jednaqina
dx

y − x
=

dy

C1 + y
mo�e da se zapixe i u obliku jednaqine

sa totalnim diferencijalom.

221. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dy
dx

= 1− 1
z
,

dz
dx

=
1

y − x
.

Rexe�e: Iz simetriqnog oblika sistema

dx

(y − x)z
=

dy

(z − 1)(y − x)
=
dz

z

imamo jednakost

−d(y − x)
y − x

=
dz

z
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iz koje dobijamo jedan prvi integral (y − x)z = C1 (C1 ∈ R). Ako u jednakosti

d(y − x)
y − x

= − dx

(y − x)z
zamenimo (y − x)z sa C1, dobijamo jednaqinu

d(y − x)
y − x

= − dx
C1

iz koje nalazimo drugi prvi integral y − x = C2e
−x/C1 (C2 ∈ R). Dobijeni prvi

integrali odre�uju opxte rexe�e sistema

y(x, C1, C2) = x + C2e
−x/C1 , z(x, C1, C2) =

C1

C2

ex/C1 .

222. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
x2 + z2

=
dy
x+ z

=
dz
2xz

.

Rexe�e: Rexava�em jednaqine (homogene)
dx

x2 + z2
=

dz

2xz
, dobijamo jedan prvi

integral sistema

z − x2

z
= C1, C1 ∈ R, (∗)

a iz jednakosti
dx + dz

(x + z)2
=

dy

x + z
dobijamo drugi prvi integral sistema

(x + z)e−y = C2, C2 ∈ R. (∗∗)

Jednakost (∗) definixe funkciju z : x → z(x, C1), a jednakost (∗∗) definixe

funkciju y : x → y(x, C1, C2). Prema tome, dobijeni prvi integrali odre�uju

opxte rexe�e datog sistema.

223. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
x− 2y + t

=
dy
t− x

=
dt
t
.

Rexe�e: Iz jednakosti
d(x− y)
2(x− y)

=
dt

t

dobijamo prvi integral sistema (x − y)/t2 = C1 (C1 ∈ R). Ako u jednakosti
dy

t− x
=
dt

t
zamenimo x sa y + C1t

2, dobijamo linearnu jednaqinu po y

y′ +
1

t
y = 1− C1t

qije je rexe�e

y = −1

3
C1t

2 +
1

2
t + C2

1

t
, C2 ∈ R. (∗)
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Prema tome, opxte rexe�e datog sistema je

x(t, C1, C2) =
2

3
C1t

2 +
1

2
t + C2

1

t
,

y(t, C1, C2) =−
1

3
C1t

2 +
1

2
t + C2

1

t
.

Napomena: Eliminacijom konstante C1 iz jednakosti ∗ mo�e da se dobije drugi
prvi integral sistema.

224. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx

x(y3 − 2x3)
=

dy

y(2y3 − x3)
=

dz

3z(x3 − y3)
.

Rexe�e: Iz jednakosti

x2dx + y2dy

2(y6 − x6)
=

dz

3z(x3 − y3)
sledi da je

d(x3 + y3)

2(x3 + y3)(y3 − x3)
=

dz

z(x3 − y3)
,

odakle dobijamo jedan prvi integral sistema

(x3 + y3)z2 = C1, C1 ∈ R. (∗)

Rexava�em homogene jednaqine
dy

dx
=

2y4 − x3y
y3x− 2x4

dobijamo drugi prvi integral

sistema
x3 + y3

x2y2
= C2, C2 ∈ R. (∗∗)

Jednakost (∗∗) definixe funkciju y : x → y(x, C1), a jednakost (∗) definixe

funkciju z : x → z(x, C1, C2). Prema tome, dobijenim prvim integralima je

odre�eno opxte rexe�e datog sistema.

225. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
x2 − y2 − z2

=
dy
2xy

=
dz
2xz

.

Rexe�e: Iz jednaqine dy/y = dz/z dobijamo da je y = C1z (C1 ∈ R), pa

zamenom y sa C1z u jednakosti

dx

x2 − y2 − z2
=

dz

2xz

dobijamo Bernulijevu jednaqinu po x

dx

dz
− 1

2z
x = −1 + C2

1

2
zx−1.

Smenom u = x2 nalazimo rexe�e ove jednaqine

x2 = C2z − (C2
1 + 1)z2, C2 ∈ R
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kojim je definisana, na primer, funkcija x nezavisne promen	ive z. Prema tome,

opxte rexe�e je odre�eno jednakostima

y = C1z, x2 = C2z − (C2
1 + 1)z2.

Napomena: Eliminacijom konstante C1 iz druge jednakosti dobijamo prve in-

tegrale sistema
y

z
= C1,

x2 + y2 + z2

z
= C2

koji su, kao xto smo videli, nezavisni.

Drugo rexe�e: Neka je z/x = D1 jedan prvi integral. Iz prve jednakosti

sistema dobijamo homogenu diferencijalnu jednaqinu

y′ =
2xy

x2 − y2(1 +D2
1)
.

Rexava�em ove jednaqine nalazimo drugi prvi integral

x2 + y2 + z2

y
= D2.

Tre�e rexe�e: Drugi prvi integral mo�emo da dobijemo i iz jednakosti

2xdx + 2ydy + 2zdz

x(x2 − y2 − z2) + 2xy2 + 2xz2
=
dy

xy
.

226. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
xy

=
dy

√

y2 − 1
=

dz

(x2 − z)y
.

Rexe�e: Rexava�em diferencijalne jednaqine koja razdvaja promen	ive

dx

xy
=

dy√
y2 − 1

dobijamo jedan prvi integral

ln |x| −
√

y2 − 1 = C1, C1 ∈ R,
a rexava�em linearne (po z) diferencijalne jednaqine

dx

x
=

dz

x2 − z
(∗)

dobijamo drugi prvi integral

3zx− x3 = C2, C2 ∈ R).
Kako dobijeni prvi integrali definixu funkcije y i z u zavisnosti od x i C1,

odnosno x i C2, oni odre�uju opxte rexe�e datog sistema.

Napomena: Jednaqina (∗) se jednostavnije rexava ako se napixe u obliku

(x2 − z)dx = xdz, odnosno x2dx = d(zx).

227. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
x+ y2 + z2

=
dy
y

=
dz
z
.
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Rexe�e: Jedan prvi integral je
y

z
= C. Ako u jednakkosti

dx

x + y2 + z2
=
dz

z
zamenimo y sa Cz, dobijamo linearnu diferencijalnu jednaqinu

x′ − 1

z
x = (C2 + 1)z

qije je rexe�e

x = Dz + (C2 + 1)z2, D ∈ R.

Vra�a�em y/z umesto C nalazimo drugi prvi integral

x− y2 − z2

z
= D.

Dobijeni prvi integrali su nezavisni i odre�uju rexe�e sistema.

Napomena: Drugi prvi integral mo�e da se dobije i iz jednakosti

dx− 2ydy − 2zdz

x− y2 − z2
=
dz

z
.

Tri nepoznate funkcije u sistemu

228. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
ty

=
dy
y

=
dz
z + x

=
dt
t
.

Rexe�e: Iz datog sistema slede jednakosti

dy = dt,
d(ty)

2ty
=
dx

ty
,

d(z + x− ty)
z + x− ty

=
dt

t
,

iz kojih dobijamo prve integrale sistema

y

t
= C, ty − 2x = D,

z + x− ty
t

= E, C,D, E ∈ R.

Ako je t nezavisna promen	iva, onda iz prve jednakosti imamo funkciju y, iz

druge dobijamo funkciju x, a iz tre�e funkciju z. Prema tome, dobijeni prvi

integrali definixu opxte rexe�e sistema.

Napomena: Ukoliko ne uoqimo da iz jednakosti

α = C, β = D, γ = E,

gde je

α =
y

t
, β = ty − 2x, γ =

z + x− ty
t

mo�emo da dobijemo x, y i z u funkciji od t, C,D i E, onda iz jednakosti
∣

∣

∣

∣

∣

α′x α′y α′z
β′x β′y β′z
γ′x γ′y γ′z

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 1/t

2 −t 0

1/t −1 1/t

∣

∣

∣

∣

∣

= − 2

t2
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mo�emo da zak	uqimo da su dobijeni prvi integrali nezavisni.

229. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
x

=
dy
z + u

=
dz
y + u

=
du
y + z

.

Rexe�e: Iz jednakosti

dx

x
= −d(y − z)

y − z
,

dx

x
= −d(y − u)

y − u
,

dx

x
= −d(z − u)

z − u
dobijamo prve integrale sistema

x(y − z) = C1, x(y − u) = C2, x(z − u) = C3, C1, C2, C3 ∈ R.
Me�utim, ovi prvi integrali nisu nezavisni jer je C3 = C2 − C1. Dakle, umesto

tre�eg prvog integrala treba na�i novi koji sa prva dva qini skup nezavisnih

prvih integrala sistema. Iz jednakosti

dx

x
=
d(y + z + u)

2(y + z + u)

imamo prvi integral
y + z + u

x2
= C4, C4 ∈ R. Jednakosti

x(y − z) = C1, x(y − u) = C2,
y + z + u

x2
= C4

definixu opxte rexe�e sistema, jer iz �ih dobijamo da je

3y =
C1

x
+
C2

x
+ C3x

2,

odnosno

y = (D1 +D2)
1

x
+D3x

2, z = (D2 − 2D1)
1

x
+D3x

2, u = (D1 − 2D2)
1

x
+D3x

2,

gde su D1, D2 i D3 proizvo	ne realne konstante.

230. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

dx
y − u

=
dy
z − x

=
dz
u− y

=
du
x− z

.

Rexe�e: Iz datog sistema slede jednakosti

d(x + z) = 0, d(y + u) = 0,
d(x− z)
y − u

=
d(y − u)
z − x

iz kojih dobijamo prve integrale sistema

α(x, y, z, u) = A, β(x, y, z, u) = B, γ(x, y, z, u) = C, A,B, C ∈ R,
gde je

α(x, y, z) = x + z, β(x, y, z) = y + u, γ(x, y, z) = (x− z)2 + (y − u)2.
Kako je

∣

∣

∣

∣

∣

α′y α′z α′u
β′y β′z β′u
γ′y γ′z γ′u

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 0

1 0 1

2(y − u) −2(x− z) −2(y − u)

∣

∣

∣

∣

∣

= 4(y − u) 6= 0



82 3 Sistemi diferencijalnih jednaqina

za y 6= u, to dobijeni prvi integrali definixu opxte rexe�e datog sistema.

Napomena: Provera nezavisnosti dobijenih prvih integrala nije neophodna

ako uoqimo da iz �ih mo�emo da izrazimo y, z i u u funkciji od x, A, B i C.

231. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

x′ =
x− y
z − u

, y′ =
x− y
z − u

, z′ = x− y + 1.

Rexe�e: Iz simetriqnog oblika sistema

dx

x− y
=

dy

x− y
=

dz

(x− y + 1)(z − u)
=

du

z − u
slede jednakosti

dx = dy,
d(x + y)

2(x− y)
=

d(z − u)
(x− y)(z − u)

,
dz

(x− y + 1)(z − u)
=

du

z − u
.

Iz prve dve jednakosti dobijamo prve integrale sistema

x− y = A, x + y = ln(z − u)2 + B, A,B ∈ R, (∗)

a iz tre�e jednakosti sledi da je dz = (A + 1)du, odnosno

z = (A + 1)u + C, C ∈ R). (∗∗)

Iz jednakosti (∗) i (∗∗) dobijamo opxte rexe�e datog sistema

x(u, A, B, C) = ln(Au + C) +
1

2
(A + B),

y(u, A, B, C) = ln(Au + C) +
1

2
(B − A),

z(u, a, B, C) =(A + 1)u + C.

232. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

x′ = y − z, y′ = x2 + y, z′ = x2 + z.

Rexe�e: Iz simetriqnog oblika sistema

dx

y − z
=

dy

x2 + y
=

dz

x2 + z
= dt

sledi jednakost
d(y − z)
y − z

= dt iz koje dobijamo jedan prvi integral

y − z
et

= C1, C1 ∈ R.

Ako u jednakosti dx = (y − z)dt zamenimo y − z sa C1e
t, dobijamo jednaqinu dx =

C1e
tdt iz koje nalazimo da je

x = C1e
t + C2, C2 ∈ R. (∗)

Najzad, ako u jednakosti dy = (x2+y)dt zamenimo x sa C1e
t+C2, dobijamo linearnu

jednaqinu
dy

t
− y = C2

1e
2t + C2

2 + 2C1C2e
t
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iz koje nalazimo da je

y = C2
1e

2t + (C3 + 2C1C2t)e
t − C2

2 , C3 ∈ R. (∗∗)

Jednakosti (∗) i (∗∗) definixu funkcije x i y u zavisnosti od t, a iz prvog

integrala imamo da je z = y − C1e
t.

3.2 Homogeni linearni sistemi

sa konstantnim koeficijentima

Realni i razliqiti koreni

233. Matriqnom metodom rexiti sistem

x′ = 2x − y + z
y′ = x + 2y − z
z′ = x − y + 2z .

Rexe�e: Ako je X(t) = (x(t) y(t) z(t))
T i A =

(

2 −1 1

1 2 −1
1 −1 2

)

, tada dati

sistem mo�emo da napixemo u obliku

dX(t)

dt
= A ·X(t),

a partikularno rexe�e

x(t) = aeλt, y(t) = beλt, z(t) = ceλt

u obliku X(t) = B · eλt, gde je B = (a b c)T . Iz sistema dobijamo uslov λB = A ·B,
xto znaqi da je λ sopstvena vrednost, a B sopstveni vektor matrice A. Rexava�em

karakteristiqne jednaqine |A− λI| = 0 dobijamo da je λ ∈ {1, 2, 3}.
Za λ = 1 nalazimo partikularno rexe�e X1 iz sitema (A − I)B = 0. Kako

je {(0 α α), α ∈ R} skup rexe�a ovog sistema, za α = 1 imamo a = 0 i b = c = 0,

odnosno X1(t) = (0 1 1)T et. Sliqno, za λ = 2 partikularno rexe�e X2 dobijamo

iz jednaqine (A−2I)B = 0, a partikularno rexe�e X3 iz jednaqine (A−3I)B = 0.

Kako su {(α α α), α ∈ R} i {(β 0 β), β ∈ R} skupovi rexe�a ovih jednaqina, za

α = 1 i β = 1 je

X2(t) = (1 1 1)T e2t, X3(t) = (1 0 1)T e3t.

Poxto su X1, X2 i X3 nezavisna partikularna rexe�a datog sistema, F (t) =

(X1 X2 X3) je fundamentalna matrica sistema, a opxte rexe�e je X(t) = F (t) ·C,
odnosno

x(t) = C2e
2t + C3e

3t, y(t) = C1e
t + C2e

2t, z(t) = C1e
t + C2e

2t + C3e
3t,

gde je C = (C1 C2 C3)
T i C1, C2, C3 ∈ R.
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