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2 DIFERENCIJALNE JEDNAQINE VIXEG REDA

2.1 Jednaqine kojima se mo�e sniziti red

F (x, y′, y′′, y′′′) = 0

Izborom odgovaraju�e smene rexiti datu jednaqinu.

119. y′′ + y′ tanx = sin 2x.

Rexe�e: Data jednaqina ne sadr�i tra�enu funkciju y, pa se smenom z(x) = y′

svodi na linearnu jednaqinu

z′ + z tan x = sin 2x

qije je rexe�e z = −2 cos2 x+C cos x (C ∈ R). Iz jednaqine y′ = −2 cos2 x+C cos x
dobijamo da je

y = −x− 1

2
sin 2x + C sin x +D, D ∈ R.

120. y′′ cosx+ y′ sinx = 1+ cos2 x.

Rexe�e: Smenom z(x) = y′ data jednaqina se svodi na linearnu jednaqinu

z′ + z tan x =
1 + cos2 x

cos x

qije je rexe�e z = x cos x + sin x + A cos x, A ∈ R. Prema tome,

y =

∫

(x cos x + sin x + A cos x)dx

=

∫

d(x sin x) + Asin x

= x sin x + Asin x + B,

gde je B ∈ R.

121. ay′′ =
√

1 + y′2 (a ∈ R).

Rexe�e: Za a = 0 jednaqina nema rexe�a. Za a 6= 0, smenom z = y′, dobijamo

jednaqinu az′ =
√
1 + z2 qije je rexe�e z(x) = sh(x/a + C) (C ∈ R). Prema tome,

y(x) =

∫

z(x)dx +D = a · ch
(x

a
+ C

)

+D, D ∈ R.

43
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122. y′′′ =
√

1 + y′′2.

Rexe�e: Smenom z(x) = y′′ dobijamo jednaqinu z′ =
√
1 + z2 qije je rexe�e

arcsh z = x + C (C ∈ R), odnosno z = sh (x + C), pa je

y′ = ch (x + C) +D, y = sh (x + C) +Dx + E, D,E ∈ R.

123. y′′ sin3 x+ y′ sin2 x cosx = sinx.

Rexe�e: Smenom z(x) = y′ dobijamo linearnu jednaqinu z′ + cot x · z =
1

sin2x
qije je rexe�e

z(x) =
1

sin x

(

ln

∣

∣

∣tan
x

2

∣

∣

∣ + A
)

, A ∈ R.

Kako je

∫ ln

∣

∣

∣tan
x

2

∣

∣

∣

sin x
dx =

∫

ln

∣

∣

∣tan
x

2

∣

∣

∣ d
(

ln

∣

∣

∣tan
x

2

∣

∣

∣

)

=
1

2
ln2
∣

∣

∣tan
x

2

∣

∣

∣ ,

to je

y(x) =
1

2
ln2
∣

∣

∣tan
x

2

∣

∣

∣ + A ln

∣

∣

∣tan
x

2

∣

∣

∣ + B, B ∈ R.

124. x2y′′′ = lnx.

Rexe�e: Jednaqina je definisana za x > 0. Integracijom leve i desne strane

jednakosti y′′′ = ln x/x dobijamo da je

y′′ = − ln x
x
− 1

x
+ C, C ∈ R,

odakle sledi da je

y′ = −1

2
ln2 x− ln x + Cx +D, y = −x

2
ln2 x +

C

2
x2 +Dx + E, D,E ∈ R.

125. y′′x lnx+ y′(lnx+ 1) = 0.

Rexe�e: Smenom z(x) = y′ dobijamo jednaqinu koja razdvaja promen	ive

dz

z
= − ln x + 1

x ln x
dx

iz koje sledi da je

ln|z| = −
∫

dx

x
− dx

x ln x
= − ln |x ln x| + A, A ∈ R,

odnosno z =
B

x ln x
(B ∈ R). Prema tome,

y(x) = B

∫

dx

x ln x
= B ln | ln x| + C, C ∈ R.

126. (1− x2)y′′ − xy′ = 2.

Rexe�e: Smenom z(x) = y′ dobijamo linearnu jednaqinu

z′ − x

1− x2
z =

2

1− x2



2 Diferencijalne jednaqine vixeg reda 45

qije je rexe�e

z(x) =
1√

1− x2
(2 arcsin x + A), A ∈ R.

Rexava�em jednaqine y′ = z nalazimo da je

y(x) = arcsin2 x + Aarcsin x + B, B ∈ R.

127. (1 + y′2)
√

1 + y′2 = y′′.

Rexe�e: Smenom z(x) = y′ dobijamo jednaqinu z′ = (1 + z2)3/2. Kako je, nakon

smene z = tan t,
∫

dz

(1 + z2)3/2
=

∫

cos tdt = sin t =
z√

1 + t2
,

to je z/
√
1 + z2 = x + A (A ∈ R), odnosno z = ± x + A√

1− (x + A)2
. Rexava�em jed-

naqine y′ = z nalazimo da je y + B = ±
√
1− (x + A)2 (B ∈ R) ili

(x + A)2 + (y + B)2 = 1.

Prema tome, integralne krive date jednaqine su jediniqne kru�nice.

128. (x+ a)y′′ + xy′2 = y′.

Rexe�e: Smenom z = y′ dobijamo Bernulijevu jednaqinu

z′ − 1

x + a
z = − x

x + a
z2

koja se smenom u = z−1 svodi na linearnu jednaqinu u′ +
1

x + a
u =

x

x + a
qije je

rexe�e

u =
C1

x + a
+

1

2
· x2

x + a
, C1 ∈ R.

Prema tome, y′ = 2 · x + a

x2 + C
(C ∈ R). Ako je C > 0, onda je C = D2

1, pa je

y(x) = ln(x2 +D2
1) +

2a

D1

arctan
x

D1

+D2, D1 6= 0, D2 ∈ R.

Ako je C < 0, onda je C = −E2
1 , pa je

y(x) = ln |x2 − E2
1 | −

a

E1

ln

∣

∣

∣

∣

x + E1

x− E1

∣

∣

∣

∣

+ E2, E1 6= 0, E2 ∈ R.

Ako je C = 0, onda je y(x) = 2 ln |x| − 2a/x + A (A ∈ R).

F (y, y′, y′′, y′′′, yiv) = 0

129. y′′y3 + 1 = 0.
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Rexe�e: Smenom z(y) = y′ dobijamo jednaqinu zdz = −dy/y3 qije je rexe�e

z2 = 1/y2 + A (A ∈ R). Rexava�em jednaqine y′ = ±
√
1 + Ay2

y
nalazimo da je

± 1

A

√

1 + Ay2 = x + B, A 6= 0, B ∈ R,

odnosno Ay2 = (Ax + C)2 − 1, C ∈ R.

130. yy′′ = y′′ + 2y′2.

Rexe�e: Smenom z(y) = y′ dobijamo da je z(2z − (y − 1)z′) = 0, odnosno z = 0

ili 2z = (y − 1)z′. U prvom sluqaju je y = A (A ∈ R), a u drugom sluqaju iz

jednaqine
dz

2z
=

dy

y − 1
, za y 6= 1, dobijamo da je z = B(y − 1)2 (B ≥ 0). Rexava�em

jednaqine y′ = B(y − 1)2 nalazimo opxte rexe�e

(x + C)(y − 1) = D, C ∈ R, D ≤ 0.

Rexe�e y = A je singularno i sadr�i rexe�e y = 1.

131. 2yy′′ = y′2.

Rexe�e: Smenom y′ = z(y) imamo y′′ = zz′, pa se data jednaqina svodi na

jednaqinu

2yzz′ = z2.

Prema tome, z = 0 ili 2yz′ = z. Iz z = 0 sledi da je y = A (A ∈ R), a iz jednaqine

2yz′ = z dobijamo da je z = B
√
y (B ∈ R), pa je y′ = B

√
y, odnosno

y = (Cx +D)2, C,D ∈ R. (∗)

Napomena: Rexe�a y = A za A < 0 nisu obuhva�ena familijom rexe�a (∗).

132. yy′′ = y′ + y′2.

Rexe�e: Smenom y′ = z(y) data jednaqina se svodi na linearnu jednaqinu

z′ − 1

y
z =

1

y

qije je opxte rexe�e z = Cy − 1 (C ∈ R). Rexava�em jednaqine y′ = Cy − 1

dobijamo da je Cy = 1 +DeCx, D ∈ R.

133. y′′ = 1+ y′2.

Rexe�e: Smenom y′ = z(y) data jednaqina se svodi na Bernulijevu jednaqinu

z′ − z = z−1, a ova smenom u(y) = z2 na jednaqinu u′ = 2(u + 1) qije je rexe�e

u = Ae2y − 1 (A > 0). Prema tome, z = ±
√
Ae2y − 1, odnosno

dy

±
√
Ae2y − 1

= dx.

Smenom e2y−1 = t2 lako integralimo obe strane prethodne jednakosti i dobijamo

da je ± arctan t = x+D (D ∈ R), odnosno t2 = tan2(x+D), odnosno e2y = B/ cos2(x+

D) (B > 0), odnosno

y = C − ln| cos(x +D)|, C,D ∈ R.
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134. yy′′ = y′2 − y′3, y(1) = 1, y′(1) = −1.

Rexe�e: Smenom z(y) = y′ dobijamo Bernulijevu jednaqinu

z′ − 1

y
z = −1

y
z2 (∗)

koja se smenom u(y) = z−1 svodi na linearnu jednaqinu qije je rexe�e u = C/y+1.

Rexava�em jednaqine y′ = y/(C + y) dobijamo opxte rexe�e

C ln |y| + y = x +D, D ∈ R.

Iz datih poqetnih uslova sledi da je D = 0 i C = −2, pa je ln y2 = y−x tra�eno

Koxijevo rexe�e.

Napomena: Jednaqina (∗) mo�e da se napixe i u obliku jednaqine koja razdvaja

promen	ive
dz

z − z2
=
dy

y
iz koje dobijamo da je

z

1− z
= Cy.

135. yy′′ = 1+ y′2.

Rexe�e: Smenom z(y) = y′ dobijamo Bernulijevu jednaqinu z′ − 1

y
z =

1

y
z−1

koja se smenom u(z) = z2 svodi na linearnu jednaqinu u′ − 2u/y = 2/y iz koje

sledi

u = Ay2 − 1 =
1

B2

(

y2 − B2
)

.

Rexava�em jednaqine y′ = ± 1

B

√

y2 − B2 dobijamo da je

ln

∣

∣

∣

∣

y +
√
y2 − B2

B

∣

∣

∣

∣

= ±x + C

B
,

odnosno y = B · chx + C

B
(B,C ∈ R).

136. 2yy′′ = 1+ y′2.

Rexe�e: Smenom y′ = z(y) data jednaqina se svodi na Bernulijevu koja se

smenom u(y) = z2 svodi na linearnu

u′ − 1

y
u =

1

y

qije je opxte rexe�e u = Cy − 1 (C ∈ R). Rexava�em jednaqine y′ = ±
√
Cy − 1

dobijamo da je

±
√
Cy − 1 =

C

2
x +

D

2
, D ∈ R,

pa je y =
1

C
+

1

4C
(Cx +D)2.

137. yy′′ = y2 ln y + y′2.

Rexe�e: Primetimo da je y > 0. Smenom y′ = z(y) data jednaqina se svodi na

Bernulijevu jednaqinu

z′ − 1

y
z = z−1y ln y,



48 2 Diferencijalne jednaqine vixeg reda

a ova smenom u(y) = z2 na linearnu jednaqinu u′ − 2

y
u = 2y ln y. Prema tome,

u = y2
(

C1 + 2

∫

ln y

y
dy

)

= y2(C1 + ln2 y),

odnosno y′ = ±y
√

C1 + ln2 y, odnosno
d(ln y)

±
√

C1 + ln2 y
= dx, pa je, redom,

±arcsh ln y√
C1

= x +D1, ± ln(ln y +
√

C1 + ln2 y) = x +D2, D1, D2 ∈ R,
√

C1 + ln2 y = D3e
x − ln y, D3 > 0.

Kvadrira�em leve i desne strane posled�e jednakosti dobijamo da je

ln y =
D3

2
ex +

C2

2D3

e−x, C2 ∈ R,

odnosno ln y = Ce−x +Dex, C ∈ R, D > 0.

138. 2yy′′ − 3y′2 = 4y2.

Rexe�e: Smenom z(y) = y′ dobijamo Bernulijevu, a zatim smenom u(y) = z2

dobijamo linearnu jednaqinu

u′ − 3

y
u = 4y

qije je opxte rexe�e u = y3C− 4y2, C ∈ R. Prema tome, y′ = ±y
√
Cy − 4, odnosno

dy

±y
√
Cy − 4

= dx. (∗)

Ako je Cy − 4 = t2, onda je y = (t2 + 4)/C, pa integracijom leve i desne strane

jednakosti (∗) dobijamo da je ± arctan(t/2) = x + D (D ∈ R), odnosno Cy = 4 +

4 tan2(x +D) ili y cos2(x +D) = E (E ∈ R).

139. yiv = y′′.

Rexe�e: Ako je z = y′′, onda je z′′ = z. Smenom z′ = u(z), pri qemu je z′′ = uu′,

imamo jednaqinu uu′ = z qije je rexe�e u2 = z2 +C2. Iz jednaqine z′ =
√
z2 + C2

dobijamo da je z = Csh (x +D) (D ∈ R), pa je

y′ = C · ch (x +D) + E, y = C · sh (x +D) + Ex + F, E, F ∈ R.
Napomena: Iz jednaqine z′′ = z sledi da je 2z′z′′ = 2zz′, odnosno d

(

z′2
)

=

d (z2), pa je z′2 = z2 + C (C ∈ R)

140. y′′ = y′3 + y′.

Rexe�e: Smenom y′ = z(y) dobijamo jednaqinu
dz

z2 + 1
= dy qije je rexe�e

z = tan(y + A). Iz jednaqine y′ = tan(y + A), odnosno cot(y + A)dy = dx, imamo

ln sin(y + A) = x + B, sin(y + A) = Cex.

Prema tome, opxte rexe�e je y = arcsinBex + C, B, C ∈ R.

141. yy′′ = 2y′2 − 2y′.
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Rexe�e: Smenom y′ = z(y) imamo jednaqinu prvog reda qije je rexe�e z =

A2y2 + 1. Rexava�em jednaqine
dy

1 + A2y2
= dx dobijamo arctanAy = Ax+B, pa je

opxte rexe�e

Ay = tan(Ax + B), A, B ∈ R.

142. y′′ + y′2 = 2e−y.

Rexe�e: Smenom y′ = z(y) dobijamo Bernulijevu jednaqinu

z′ + z = 2e−yz−1

qije je rexe�e z2 = Ce−2y + 4e−y. Iz jednaqine

y′ = ± eydy√
4ey +D

= dx

dobijamo opxte rexe�e ey = (x + A)2 + B, A,B ∈ R.

143. yy′′ + y′2 = y2.

Rexe�e: Smenom y′ = z(y) dobijamo jednaqinu

yzz′ + z2 = y2. (∗)

Ako levu i desnu stranu ove jednaqine pomno�imo sa y, onda i na jednoj i na

drugoj strani imamo potpune diferencijale, pa je 2z2y2 = y4 + A2, odnosno

ydy√
y4 + A2

= ± dx√
2
.

Iz ove jednaqine dobijamo arcsh
y2

A
= ±
√
2x + B, pa je opxte rexe�e

y2 = Csh (
√
2x + B), B, C ∈ R.

Napomena: Jednaqina (∗) je Bernulijeva, pa mo�e da se rexi na drugi naqin.

144. yy′′ − y′2 = y4, y(0) = 1, y′(0) = 0.

Rexe�e: Smenom y′ = z(y) dobijamo Bernulijevu jednaqinu

z′ − 1

y
z = y4z−2

qije je rexe�e z = ±y
√
y2 + C. Kako je z = 0 za x = 0 i y = 1, imamo jednaqinu

y′ = ±y
√
y2 − 1 qije je rexe�e arccos

1

y
= ±x +D. Za x = 0 i y = 1 je D = 0, pa je

tra�eno partikularno rexe�e arccos
1

y
= ±x, odnosno y =

1

cos x
.

F (x, y, y′, y′′) = 0, F - homogena funkcija

145. xyy′′ − xy′2 = yy′.
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Rexe�e: Za y′ 6= 0 iz date jednaqine sledi da je

x
y

y′
y′′

y′
− x =

y

y′
.

Ako je y′/y = z, onda je y′′/y′ = z′/z + z, pa iz prethodne jednaqine dobijamo

jednaqinu xz′ = z qije je rexe�e z(x) = Ax (A ∈ R). Rexava�em jednaqine

y′/y = Cx nalazimo da je

y(x) = CeDx
2

, C,D ∈ R.

Opxte rexe�e sadr�i i rexe�e koje se dobija za y′ = 0.

146. x2yy′′ = (y − xy′)2.

Rexe�e: Smenom y′/y = z(x), za y′ 6= 0, dobijamo linearnu jednaqinu

z′ +
2

x
z =

1

x2

qije je rexe�e z = A/x2 + 1/x (A ∈ R). Rexava�em jednaqine y′/y = z nalazimo

da je

y = Cxe−D/x, C,D ∈ R.

147.

√

a2 + x2
(

yy′′ − y′2
)

= yy′.

Rexe�e: Smenom z = y′/y dobijamo jednaqinu
dz

z
=

dx√
a2 + x2

qije je rexe�e

z(x) = C
(

x +
√
x2 + a2

)

, C 6= 0.

Iz jednaqine dy/y = z(x)dx imamo opxte rexe�e

ln |y| = C

2

(

x2 + x
√
a2 + x2 + a2 ln(x +

√
a2 + x2)

)

+D, D ∈ R.

148. x2yy′′ + xyy′ + y2 = x2y′2.

Rexe�e: Ako je z(x) =
y′

y
, onda je

y′′

y′
=
z′

z
+ z, pa iz date jednaqine dobijamo

linearnu jednaqinu

z′ +
1

x
z = − 1

x2

qije je rexe�e z(x) =
C

x
− ln |x|

x
. Iz jednaqine

dy

y
=

(

C

x
− ln |x|

x

)

dx imamo da je

ln |y| = C ln |x| − 1

2
ln x · ln |x| = ln |x|C−ln

√
|x|,

pa je opxte rexe�e y = D|x|C−ln
√
|x|.

149. xyy′′ − 2xy′2 = 2yy′.

Rexe�e: Smenom z(x) = y′/y dobijamo Bernulijevu jednaqinu

z′ − 2

x
z = z2
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koja se smenom u = z−1 svodi na linearnu jednaqinu qije je rexe�e u(x) = C/x2−
x/3 (C ∈ R). Iz jednaqine

dy

y
= − 3x2

x3 − 3C
dx

sledi da je opxte rexe�e y(x3 − 3C) = D (D ∈ R).

150. xyy′′ + xy′2 = 3yy′.

Rexe�e: Smenom z =
y′

y
, pri qemu je

y′′

y′
=

z′

z
+ z, dobijamo Bernulijevu

jednaqinu

z′ − 3

x
z = −2z2

koja se smenom u = z−1 svodi na linearnu u′ + 3u/x = 2 qije je opxte rexe�e

u = C/x3+x/2. Prema tome, z =
2x3

2C + x4
, pa iz jednaqine y′ = zy nalazimo opxte

rexe�e date jednaqine y2 = Dx4 + E.

Drugo rexe�e: Smenom z = yy′, pri qemu je z′ = y′2 + yy′′, dobijamo jednaqinu

xz′ = 3z qije je rexe�e z = Cx3. Iz jednaqine yy′ = Cx3 imamo da je y2 = Dx4+E.

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

Odrediti opxte rexe�e za datu jednaqinu i dato partikularno
rexe�e.

151. y′′ +
2
x
y′ + y = 0, y1 =

sinx
x

.

Rexe�e: Ako je y2 =
sin x

x
u(x), onda iz date jednaqine sledi

sin x · u′′ + 2 cos x · u′ = 0.

Smenom u′ = z dobijamo jednaqinu z′ sin x + 2z cos x = 0 qije je rexe�e z(x) =

C/ sin2 x. Za C = 1 je u(x) =
∫

z(x)dx = cot x + D. Za D = 0 imamo y2 =
cos x

x
, pa

je opxte rexe�e

y(x) = C1

cos x

x
+ C2

sin x

x
, C1, C2 ∈ R.

152. y′′ − 1
x
y′ +

1
x2
y = 0, y1 = x.

Rexe�e: Ako je y2 = y1
∫

z(x)dx, onda je

y′2 =

∫

zdx + xz, y′′2 = 2z + xz′,

pa iz date jednaqine imamo xz′ + z = 0, odnosno xz = C. Za z =
1

x
dobijamo drugo

partikularno rexe�e y2 = x ln |x|, pa je opxte rexe�e

y(x) = C1x + C2x ln |x|, C1, C2 ∈ R.
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153. sin2 x · y′′ − 2y = 0, y1 = cot x.

Rexe�e: Opxte rexe�e je y(x) = u(x)y1, odnosno y(x) = u(x) cot x, gde se u(x)

odre�uje zamenom y(x) u datoj jednaqini. Kako je

y′(x) = u′ cot x− u

sin2 x
, y′′ = u′′ cot x− 2u′

sin2 x
+

2u cos x

sin3 x
,

dobijamo jednaqinu

cos x sin xu′′ − 2u′ = 0.

Ova jednaqina se smenom u′ = z svodi na jednaqinu prvog reda qije je rexe�e

z = C1 tan
2 x. Prema tome, u(x) = C1(tan x− x) + C2, a opxte rexe�e je

y(x) = C1(1− x cot x) + C2 cot x, C1, C2 ∈ R.

154. x(1− x)2y′′ + (1− x2)y′ + (1 + x)y = 0, y1 = x− 1.

Rexe�e: Ako je y(x) = u(x)y1 opxte rexe�e, onda iz date jednaqine sledi da

je

xu′′ + u′ = 0.

Rexe�e ove jednaqine je u(x) = C1 ln |x| + C2, pa je opxte rexe�e date jednaqine

y(x) = C1(x− 1) ln x + C2(x− 1), C1, C2 ∈ R.

155. x2(x+ 1)y′′ − 2y = 0, y1 = 1+
1
x
.

Rexe�e: Ako je y(x) = u(x)y1, onda je

y′ = − u

x2
+

(

(1 +
1

x

)

u′, y′′ =
2

x3
u− 2

x2
u′ +

(

1 +
1

x

)

u′′,

pa iz date jednaqine sledi

x(x + 1)u′′ − 2u′ = 0.

Smenom u′ = z(x) imamo jednaqinu
dz

z
=

2dx

x(x + 1)
qije je rexe�e z = C1

x2

(x + 1)2
.

Prema tome,

u(x) = C1

(

(x + 1)− 2 ln |x + 1| − 1

x + 1

)

+ C2,

a opxte rexe�e je

y(x) = C1

(

(x + 1)2

x
− 2

x + 1

x
ln |x + 1| − 1

x

)

+ C2

(

1 +
1

x

)

.

156. (ex + 1) y′′ = y, y1 = 1+ e−x.

Rexe�e: Ako je y(x) = u(x)y1, onda je

y′ = −e−xu + (e−x + 1)u′, y′′ = e−xu− 2e−xu′ + (e−x + 1)u′′.

Iz date jednaqine dobijamo novu jednaqinu

(ex + 1) u′′ − 2u′ = 0
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qije je rexe�e

u(x) = C1

(

ln(ex + 1) +
1

ex + 1

)

+ C2.

Prema tome, opxte rexe�e je

y(x) = C1

(

(e−x + 1) ln(ex + 1) +
e−x + 1

ex + 1

)

+ C2(e
−x + 1).

157. (x− 1)y′′ + (4x− 5)y′ + (4x− 6)y = 0, y1 = e−2x.

Rexe�e: Ako je y(x) = u(x)y1, onda je

y′ = −2e−2xu + e−2xu′, y′′ = e−2xu′′ − 4e−2xu′ + 4e−2xu,

pa iz date jednaqine dobijamo

(x− 1)u′′ − u′ = 0.

Rexe�e ove jednaqine je u(x) =
x2

2
− x, pa je opxte rexe�e

y(x) = C1e
−2x + C2

(

x2

2
− x
)

e−2x.

158. sin2 x · y′′ − sinx cosx · y′ + y = 0, y1 = sinx

Rexe�e: Ako y(x) = u(x) sin x zamenimo u datu jednaqinu, dobijamo novu jed-

naqinu

sin x · u′′ + cos xu′ = 0.

Smenom u′ = z(x) imamo jednaqinu z′ sin x + z cos x = 0 qije je rexe�e z =
C1

sin x
.

Prema tome,

u(x) = C1 ln

∣

∣

∣tan
x

2

∣

∣

∣ + C2,

a opxte rexe�e je

y(x) = C1 ln

∣

∣

∣tan
x

2

∣

∣

∣ sin x + C2 sin x.

159. xy′′ +
lnx− 1
lnx

y′ +
1

x ln2 x
y = 0, y1 = lnx.

Rexe�e: Zamenom y(x) = u(x) ln x u datu jednaqinu, dobijamo novu jednaqinu

x ln xu′′ + (ln x + 1)u′ = 0

qije je rexe�e

u(x) = C1 ln | ln x| + C2.

Prema tome, opxte rexe�e je

y(x) = C1 ln x ln | ln x| + C2 ln x.
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2.2 Linearne jednaqine sa konstantnim koeficijentima

Homogene

Odrediti opxte rexe�e date jednaqine.

160. yiv + y = 0.

Rexe�e: Karakteristiqni polinom je k4 + 1. Kako je

k4 + 1 = k4 + 2k2 + 1− 2k2 = (k2 + 1)2 − 2k2 = (k2 + 1−
√
2k)(k2 + 1 +

√
2k),

nule karakteristiqne jednaqine su
√
2

2
+

√
2

2
i,

√
2

2
−
√
2

2
i, −

√
2

2
+

√
2

2
i, −

√
2

2
−
√
2

2
i,

pa je opxte rexe�e

y = e
√
2x/2

(

C1 cos

√
2

2
x + C2 sin

√
2

2
x

)

+

e−
√
2x/2

(

C3 cos

√
2

2
x + C4 sin

√
2

2
x

)

.

161. y′′ + y′ + y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 1/2.

Rexe�e: Nule karakteristiqne jednaqine k2 + k + 1 = 0 su konjugovano kom-

pleksni brojevi −1/2 +
√
3i/2 i −1/2−

√
3i/2, pa je opxte rexe�e

y(x) = C1e
−x/2

(

cos

√
3

2
x + C2 sin

√
3

2
x

)

.

Za date poqetne uslove treba odrediti konstante C1 i C2. Kako je

y′(x) = e−x/2
((√

3

2
C2 −

1

2
C1

)

cos

√
3

2
x−

(

1

2
C2 +

√
3

2
C1

)

sin

√
3

2
x

)

,

dobijamo da je C1 = 2,

√
3

2
C2 −

1

2
C1 =

1

2
, odnosno C1 = 2 i C2 =

√
3. Prema

tome, tra�eno partikularno rexe�e je

y(x) = e−x/2
(

2 cos

√
3

2
x +
√
3 sin

√
3

2
x

)

.

162. yv − 5yiv + 12y′′′ − 16y′′ + 12y′ − 4y = 0.

Rexe�e: Karakteristiqna jednaqina je p(k) = 0, gde je

p(k) = k5 − 5k4 + 12k3 − 16k2 + 12k − 4.

Broj 1 je rexe�e ove jednaqine, a de	e�em polinoma p sa k− 1 dobijamo polinom

q, gde je q(k) = k4 − 4k3 + 8k2 − 8k + 4. Kako je

q(k) = (k2 − 2k)2 + 4(k2 − 2k) + 4 = (k2 − 2k + 2)2,

to su konjugovano kompleksni brojevi 1+i i 1−i nule drugog reda. Opxte rexe�e

je

y(x) = C1e
x + C2e

x cos x + C3e
x sin x + C4xe

x cos x + C5xe
xd sin x
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ili y(x) = (C1 + (C2 + C4x) cos x + (C3 + C5x) sin x) e
x.

Metoda neodre�enih koeficijenata

Metodom neodre�enih koeficijenata rexiti datu jednaqinu.

163. y′′ − y′ + y = x2.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh = ex/2
(

C1 cos

√
3

2
x + C2 sin

√
3

2
x

)

, C1, C2 ∈ R

a partikularno rexe�e yp je oblika yp = Ax2 + Bx + C. Zamenom yp u datoj

jednaqini nalazimo da je A = 1, B = 2 i C = 0. Prema tome,

y = ex/2
(

C1 cos

√
3

2
x + C2 sin

√
3

2
x + x2 + 2x

)

.

164. y′′′ − 3y′ − 2y = sinx+ cosx.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh = (C1 + C2x) e
−x + C3e

2x, C1, C2, C3 ∈ R

a partikularno rexe�e yp je oblika yp = Asin x + B cos x. Zamenom yp u datoj

jednaqini i izjednaqava�em koeficijenata uz cos x, odnosno uz sin x, dobijamo

sistem −2A+4B = 1, −4A−2B = 1 iz kojeg nalazimo da je A = −3/10 i B = 1/10.

Prema tome,

y = (C1 + C2x) e
−x + C3e

2x − 3

10
sin x +

1

10
cos x.

165. y′′ + y′ + y = x2 cosx.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh = e−x/2
(

C1 cos

√
3x

2
+ C2 sin

√
3x

2

)

, C1, C2 ∈ R.

Kako broj i nije koren karakteristiqnog polinoma, partikularno rexe�e je ob-

lika

yp(x) = (ax2 + bx + c) cos x + (dx2 + ex + f) sin x.

Zamenom yp u jednaqini nalazimo da je a = 0, b = 2, c = −, d = 1, e = −4 i f = 6.

Prema tome,

y(x) = yh(x) + (2x− 6) cos x + (x2 − 4x + 6) sin x.

166. y′′ − 6y′ + 8y = 3e2x.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh = C1e
2x + C2e

4x, C1, C2 ∈ R.
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Kako je broj 2 koren karakteristiqnog polinoma, to je partikularno rexe�e yp =

Axe2x. Zamenom yp u jednaqini nalazimo da je A = −3/2, pa je

y(x) = C1e
2x + C2e

4x − 3

2
xe2x.

167. y′′ − 6y′ + 9y = 4e3x.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh = C1e
3x + C2xe

3x, C1, C2 ∈ R.

Kako je broj 3 dvostruki koren karakteristiqnog polinoma, to je partikularno

rexe�e yp = Ax2e3x. Zamenom yp u jednaqini nalazimo da je A = 2, pa je

y(x) = e3x
(

C1 + C2x + 2x2
)

.

168. y′′ + 2y′ + y = xe−x.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh = (C1 + C2x)e
−x, C1, C2 ∈ R.

Kako je broj −1 dvostruki koren karakteristiqnog polinoma, partikularno rex-

e�e je oblika yp = x2(Ax+B)e−x. Zamenom yp u jednaqini nalazimo da je A = 1/6

i B = 0. Prema tome,

y(x) =

(

C1 + C2x +
x3

6

)

e−x.

169. y′′′ − y′′ = xex.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh = C1 + C2x + C3e
x, C1, C2, C3 ∈ R.

Kako je broj 1 koren karakteristiqnog polinoma, partikularno rexe�e je oblika

yp = x(Ax + B)ex. Zamenom yp u jednaqini nalazimo da je A = 1/2 i B = −2.
Prema tome,

y(x) = C1 + C2x + C3e
x +

(

x2

2
− 2x

)

ex.

170. y′′ − 2y′ = x3 + 2x− 1.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh = C1 + C2e
2x, C1, C2 ∈ R.

Kako je broj 0 koren karakteristiqnog polinoma, to je partikularno rexe�e

yp = x(Ax3 + Bx2 + Cx +D).

Zamenom yp u jednaqini nalazimo da je

−8Ax3 + (12A− 6B)x2 + (6B − 4C)x + (2C − 2D) = x3 + 2x− 1,

odakle sledi da je A = −1/8, B = −1/4, C = −7/8 i D = −3/8. Prema tome,

y(x) = C1 + C2e
2x − 1

8
x4 − 1

4
x3 − 7

8
x2 − 3

8
x.
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171. y′′ − 2y′ + y = ex(x2 + 1).

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh = C1e
x + C2xe

x, C1, C2 ∈ R.

Kako je broj 1 dvostruki koren karakteristiqnog polinoma, partikularno rexe�e

je oblika yp = x2(Ax2 + Bx + C)ex. Zamenom yp u jednaqini nalazimo da je

12Ax2 + 6Bx + 2C = x2 + 1,

xto znaqi da je A = 1/12, B = 0 i C = 1/2. Prema tome,

y(x) =

(

C1 + C2x +
x2

2
+
x4

12

)

.

172. y′′ + y = xsinx.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh = C1 cos x + C2 sin x, C1, C2 ∈ R,

a partikularno rexe�e yp je oblika yp = x((Ax + B) cos x + (Cx + D) sin x) jer je

broj i nula karakteristiqnog polinoma date jednaqine. Zamenom yp u jednaqini

i izjednaqava�em koeficijenata uz cos x, x cos x, sin x i x sin x dobijamo da je

A = −1/4, B = 0, C = 0 i D = 1/4. Prema tome, opxte rexe�e je

y(x) = C1 cos x + C2 sin x−
x2

4
cos x +

x

4
sin x.

173. y′′ + y = (3x+ 2) sin 2x+ (x2 + x+ 2) cos 2x.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh(x) = C1 cos x + C2 sin x, C1, C2 ∈ R.

Kako broj 2i nije rexe�e karakteristiqnog polinoma, partikularno rexe�e je

yp(x) = (Ax2 + Bx + C) cos 2x + (Dx2 + Ex + F ) sin 2x.

Zamenom u jednaqini i izjednaqava�em koeficijenata uz cos 2x i sin 2x dobijamo

−3Dx2 + (−3E − 8A)x− 4B + 2D − 3F = 3x + 2,

−3Ax2 + (−3B + 8D)x + 2A− 3C + 4E = x2 + x + 2,

odakle sledi da je A = B = −1/3, C = −28/27, D = 0, E = −1/9 i F = −2/9.
Prema tome, opxte rexe�e je y(x) = yh + yp, gde je

yp(x) =

(

−1

3
x2 − 1

3
x− 28

27

)

cos 2x +

(

−1

9
x− 2

9

)

sin 2x.

174. y′′ + 4y = 3 sin 2x.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh(x) = C1 cos 2x + C2 sin 2x, C1, C2 ∈ R.

Kako je broj 2i rexe�e karakteristiqnog polinoma, partikularno rexe�e je

yp(x) = x(A cos 2x + B sin 2x).
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Zamenom yp u jednaqini i izjednaqava�em koeficijenata uz cos 2x i sin 2x dobi-

jamo da je A = −3/4 B = 0. Prema tome, opxte rexe�e je

y(x) = C1 cos 2x + C2 sin 2x−
3

4
x cos 2x.

175. y′′ + 2ay′ + a2y = xex (a ∈ R).

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh(x) = C1e
−ax + C2xe

−ax,

a partikularno rexe�e je

yp =

{

(Ax + B)ex, a 6= −1
x2(Ax + B)ex, a = 1.

Za a 6= −1 je

y′p = Ae2x + 2(Ax + B)e2x, y′′p = 4Ae2x + 4(Ax + B)e2x,

pa zamenom u datoj jednaqini dobijamo

A =
1

(1 + a)2
, B = − 2

(1 + a)3
, yp(x) =

(

1

1 + a
x− 2

(1 + a)3

)

ex.

Za a = −1 je

y′p = (3Ax2 + 2Bx)ex + (Ax3 + Bx2)ex,

x′′p = (6Ax + 2B)ex + (6Ax2 + 4Bx)ex + (Ax3 + Bx2)ex.

Iz jednaqine y′′ − 2y′ + y = xex sledi da je A = 1/6 i B = 0, pa je yp =
1

6
x3ex.

U oba sluqaja je opxte rexe�e y(x) = yh(x) + yp(x).

Princip superpozicije

176. y′′ − 2y′ + y = sinx+ e−x.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je yh(x) = C1e
x+C2xe

x, a partiku-

larno rexe�e yp je yp1+yp2 , gde je yp1 partikularno rexe�e jednaqine L[y] = sin x,

a yp2 partikularno rexe�e jednaqine L[y] = e−x (L[y] = y′′−2y′+y). Kako brojevi

i i −1 nisu nule karakteristiqnog polinoma, to je

yp1 = A cos x + B sin x, yp2 = Ce−x.

Zamenom yp1 i yp2 u jednaqine L[y] = sin x i L[y] = e−x dobijamo da je A = 0,

B = 1/2 i C = 1/4. Prema tome, opxte rexe�e je

y = C1e
x + C2xe

x +
1

2
cos x +

1

4
e−x.

Napomena: Partikularno rexe�e yp mo�e da se tra�i i direktno u obliku

yp = Asin x + B cos x + Ce−x.

177. y′′ + 4y = x2 + 8 cos 2x.
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Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh(x) = C1 cos 2x + C2 sin 2x, C1, C2 ∈ R.

Poxto je 2i nula karakteristiqnog polinoma λ2 + 4, partikularno rexe�e je

oblika

yp(x) = A + Bx + Cx2 + x (D sin 2x + E cos 2x) ,

pri qemu je

y′′(x) = 2C − 4Dx sin 2x− 4Ex cos 2x + 4D cos 2x− 4E sin 2x.

Zamenom izraza za yp(x) i y
′′(x) u datoj jednaqini dobijamo da je

2C + 4A + 4Bx + 4Cx2 − 4E sin 2x + 4D cos 2x = x2 + 8 cos 2x,

odakle sledi da je A = −1/8, B = 0, C = 1/4, D = 2 i E = 0. Prema tome,

y(x) = C1 cos 2x + C2 sin 2x−
1

8
+

1

4
x2 + 2x sin 2x.

178. yv − yiv + y′′′ − y′′ = 1+ ex + sin 2x.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh(x) = C1 + C2x + C3e
x + C4 cos x + C5 sin x,

a partikularno rexe�e je oblika

yp = Ax2 + Bxex + C cos 2x +D sin 2x.

Zamenom yp u jednaqini nalazimo da je A = −1/2, B = 1/2, C = −1/30 i D =

−1/60. Prema tome, opxte rexe�e date jednaqine je y = yh + yp, odnosno

y = C1 + C2x + C3e
x + C4 cos x + C5 sin x−

1

2
x +

1

2
xex − 1

30
x cos x− 1

60
sin 2x.

179. y′′ − 4y′ + 5y = e2x sin2 x.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine

yh(x) = e2x(C1 cos x + C2 sin x), C1, C2 ∈ R,

a partikularno rexe�e je oblika

yp(x) = e2x(A + B cos 2x + C sin 2x).

Kako je
y′p = 2e2x(A + (B + C) cos 2x + (C − B) sin 2x)

y′′p = 4e2x(A + 2C cos 2x− 2B sin 2x)

zamenom u jednaqini nalazimo A = 1/2, B = −1/6 i C = 0. Prema tome,

y(x) = e2x
(

C1 cos x + C2 sin x +
1

2
− 1

6
cos 2x

)

.

180. y′′ − 2y′ + 5y = ex cos2 x.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh(x) = C1e
x cos 2x + C2e

x sin 2x,
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a partikularno rexe�e je

yp(x) = Aex + xex(B cos 2x + C sin 2x).

Nakon izraqunava�a y′p i y′′p i zamene u datoj jednaqini, dobijamo da je A = 1/6,

B = 0 i C = 1/8. Prema tome, opxte rexe�e

y(x) = C1e
x cos 2x + C2e

x sin 2x +
1

8
ex(1 + x sin 2x).

181. y′′ − 2y′ + 10y = ex sin3 x.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh(x) = C1e
x cos 3x + C2e

x sin 3x

jer je 1 + 3i koren karakteristiqne jednaqine. Kako je

sin3 x =
3

4
sin x− 1

4
sin 3x,

partikularno rexe�e yp je oblika yp1 + yp2 , gde je

yp1 = ex(A cos x + B sin x), yp2 = xex(C cos 3x +D sin 3x).

Zamenom yp1 u jednaqini y′′ − 2y′ + 10y =
3

4
ex sin x, odnosno yp2 u jednaqini y′′ −

2y′ + 10y = −1

4
ex sin 3x dobijamo da je A = 0, B = 3/32, C = 1/24 i D = 0. Prema

tome, opxte rexe�e je

y(x) = C1e
x cos 3x + C2e

x sin 3x +
3

32
ex sin x +

1

24
xex sin x.

182. y′′′ + 4y′ = cos4 x.

Rexe�e: Opxte rexe�e je

y(x) = C1 + C2 cos 2x + C3 sin 2x + yp(x), C1, C2, C3 ∈ R.
Kako je

cos4 x =
1

4
(1 + cos 2x)2 =

3

8
+

1

2
cos 2x +

1

8
cos 4x,

partikularno rexe�e je oblika yp = yp1 + yp2 + yp+3, gde je

yp1 = Ax, yp2 = x(B sin 2x + C cos 2x), yp3 = D sin 4x + E cos 4x.

Odre�iva�em konstanti dobijamo da je

yp1 =
3

32
x, yp2 = − 1

16
x cos 2x, yp3 = − 1

384
sin 4x.

Metoda varijacije konstanti

Metodom varijacije konstanti rexiti datu jednaqinu.

183. y′′ − y′ = 1
ex + 1

.
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Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je yh = C1+C2e
x, a opxte rexe�e

date jednaqine dobijamo metodom varijacije konstanti. Iz sistema

C′1(x) + C′2(x)e
x = 0, C′2(x)e

x =
1

ex + 1

sledi da je

C′1(x) = −
1

ex + 1
, C′2(x) =

1

ex(ex + 1)
,

pa je

C1(x) = −x + ln(1 + ex) +D1, C2(x) = −e−x − x + ln(1 + ex) +D2,

a opxte rexe�e je

y(x) = A + Bex + (ex + 1) ln(1 + e−x), A, B ∈ R.

184. y′′ − 4y′ + 4y =
e2x

x+ 3
.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh = C1e
2x + C2xe

2x, C1, C2 ∈ R,

a opxte rexe�e date jednaqine dobijamo metodom varijacije konstanti. Iz sis-

tema

C′1(x)e
2x + C′2(x)xe

2x = 0, 2C′1(x)e
2x + (1 + 2x)C′2(x)e

2x =
e2x

x + 3

sledi da je

C′1(x) = −
x

x + 3
, C′2 =

1

x + 3
,

pa je

C1(x) = −x + ln |x + 3|3 + A, C2(x) = ln |x + 3| + B, A,B ∈ R.

Opxte rexe�e je y(x) = C1(x)e
2x + C2(x)xe

2x.

185. y′′ + 4y =
1

cos2 x
.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh(x) = C1 cos 2x + C2 sin 2x.

Iz sistema

cos 2x · C′1(x) + sin 2x · Cp2 (x) = 0, −2 sin 2x · C′1(x) + 2 cos 2x · C′2(x) =
1

cos2 x

dobijamo

C′1(x) = − tan x, C1(x) = ln | cos x| +D1,

C′2(x) = 1− 1

2 cos2 x
, C2(x) = x− 1

2
tan x +D2.

Prema tome, opxte rexe�e date jednaqine je

y(x) = D1 cos 2x +D2 sin 2x + cos 2x ln | cos x| + x sin 2x− sin2 x.
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186. y′′ + 2y′ + 2y =
e−x

sinx
.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh(x) = C1e
−x cos 2x + C2e

−x sin 2x.

Iz sistema

e−x cos x · C′1(x) + e−x sin x · C′2(x) = 0

−(cos x + sin xe−x)C′1(x) + (cos x− sin x)e−xC′2(x) =
e−x

sin x

dobijamo

C′1(x) = −1, C1(x) = −x +D1, C′2(x) = cot x, C2(x) = ln | sin x| +D2.

Prema tome, opxte rexe�e date jednaqine je

y(x) = (D1 − x)e−x cos x + (D2 + ln | sin x|)e−x sin x.

187. y′′ − 6y′ + 9y =
e3x

xn
, n ∈ N.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je yh(x) = C1e
3x + C2xe

3x. Iz

sistema

e3xC′1(x) + xe3xC′2(x) = 0, 3e3xC′1(x) + (1 + 3x)e3xC′2(x) =
e3x

xn

dobijamo

C′1(x) = −
1

xn−1
, C′2(x) =

1

xn
.

Opxte rexe�e date jednaqine je

y(x) = C1(x)e
3x + C(x)xe

3x,

pri qemu je:

- C1(x) = −x +D1 i C2(x) = ln |x| +D2 za n = 1,

- C1(x) = − ln |x| +D1 i C2(x) = −
1

x
+D2 za n = 2,

- C1(x) =
1

(n− 2)xn−2
+D1 i C2(x) = −

1

(n− 1)xn−1
+D2 za n > 2.

188. y′′ − 2y′ + y =
ex

(1− x)2
.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh = C1e
x + C2xe

x, C1, C2 ∈ R,

a opxte rexe�e date jednaqine dobijamo metodom varijacije konstanti. Iz sis-

tema

C′1(x)e
x + C′2(x)xe

x = 0, C′1(x)e
x + C′2(x)e

x(x + 1) =
ex

(1− x)2

sledi da je

C′1(x) = −
x

(1− x)2
, C′2 =

1

(1− x)2
,
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pa je

C1(x) = − ln |1− x| −
1

1− x
+ A, C2(x) =

1

1− x
+ B, A,B ∈ R.

Prema tome,

y(x) =

(

A + Bx− ln |1− x| − 1

1− x
+

x

1− x

)

ex.

189. y′′ + 4y′ + 4y = e−2x lnx.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh = C1e
−2x + C2xe

−2x, C1, C2 ∈ R,

a opxte rexe�e date jednaqine dobijamo metodom varijacije konstanti. Iz sis-

tema

C′1(x)e
−2x + C′2(x)xe

−2x = 0, −2C′1(x)e−2x + C′2(x)e
−2x(1− 2x) = e−2x ln x

sledi da je

C′1(x) = −x ln x, C′2 = ln x,

pa je

C1(x) = −
x2

2
ln x +

x2

4
+ A, C2(x) = x ln x− x + B, A,B ∈ R.

Prema tome,

y(x) = e−2x
(

A + Bx +
1

2
x2 ln x− 3

4
x2
)

.

190. y′′ + y = sin 2x · sinx.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

y = A cos x + B sin x, A, B ∈ R,

a opxte rexe�e nehomogene je oblika y = A(x) cos x + B(x) sin x, gde su A i B

funkcije qije izvode odre�ujemo iz sistema

A′(x) cos x + B′(x) sin x = 0

−A′(x) sin x + B′(x) cos x = 2 sin2 x cos x

Rexava�em ovog sistema dobijamo da je

A′(x) = −2 sin3 x cos x, B′(x) =
1

2
sin2 2x,

pa je

A(x) = −1

2
sin4 x + C, B(x) =

1

4
x− 1

16
sin 4x +D, C,D ∈ R.

Prema tome, opxte rexe�e je

y = C cos x +D sin x− 1

2
sin4 x cos x +

1

4
x sin x− 1

16
sin 4x sin x.

191. y′′ + 4y′ + 4y =
e−2x√
4− x2

.
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Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh = C1e
−2x + C2xe

−2x, C1, C2 ∈ R,
a sistem za C′1(x) i C

′
2(x) je

e−2xC′1(x) + xe−2xC′2(x) = 0

−2e−2xC′1(x) + (1− 2x)e−2xC′2(x) =
e−2x√
4− x2

,

odnosno
C′1(x) + xC′2(x) = 0

−C′1(x) + (1− 2x)C′2(x) =
1√

4− x2
.

Rexava�em ovog sistema nalazimo da je

C′1(x) = −
x√

4− x2
, C′2 =

1√
4− x2

,

xto znaqi da je

C1(x) =
√
4− x2 +D1, C2(x) = arcsin

x

2
+D2, D1, D2 ∈ R.

Prema tome, opxte rexe�e je

y(x) = D1e
−2x +D2xe

−2x + e−2x
√
4− x2 + xe−2x arcsin

x

2
.

192. y′′′ − y′′ = x+ 2
x3

.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je yh(x) = C1 + C2x + C3e
x. Iz

sistema

C′1(x) + xC′2(x) + exC′3(x) = 0, C′2(x) + exC′3(x) = 0, exC′3(x) =
x + 2

x3

dobijamo, najpre,

C3(x) =

∫

e−x
x + 1

x3
dx =

∫

e−x
x2 + x

x4
dx = −

∫

d

(

e−x

x2

)

= −e
−x

x2
+D3,

a zatim i

C2(x) =
x + 1

x2
+D2, C1(x) = ln |x| − 1

x
+

1

x2
+D1.

Prema tome, opxte rexe�e date jednaqine je

y(x) = D1 +D2x +D3e
x + ln |x| + 1.

193. y′′′ + y′ =
1

cosx
.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh = C1 + C2 cos x + C3 sin x, C1, C2, C3 ∈ R,
a rexe�e nehomogene dobijamo metodom varijacije konstanti. Rexava�em sistema

C′1(x) + C′2(x) cos x + C′3(x) sin x = 0

−C′2(x) sin x + C′3(x) cos x = 0

−C′2(x) cos x− C′3(x) sin x =
1

cos x
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dobijamo da je

C′1(x) =
1

cos x
, C′2(x) = −1, C′3(x) = −tanx.

Integracijom levih i desnih strana ovih jednakosti nalazimo da je

C1(x) = ln

∣

∣

∣

∣

1 + sin x

cos x

∣

∣

∣

∣

+ A, C2(x) = −x + B, C3(x) = ln | cos x| + C,

gde je A,B, C ∈ R. Prema tome, opxte rexe�e je

y(x) = A + B cos x + C sin x + ln

∣

∣

∣

∣

1 + sin x

cos x

∣

∣

∣

∣

− x cos x + sin x · ln | cos x|.

194. y′′′ − y′ = 1
ch x

.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh(x) = C1 + C2e
x + C3e

−x.

Iz sistema
C′1(x) + exC′2(x) + e−xC′3(x) = 0

exC′2(x)− e−xC′3(x) = 0

exC′2(x) + e−xC′3(x) = f(x),

gde je f(x) =
2

ex + e−x
, dobijamo

C′1(x) = −f, C′2(x) =
1

2
e−xf, C′3(x) =

1

2
exf.

Integracijom ovih jednakosti nalazimo da je

C1 = −2 arctan ex +D1, C2 = x− ln
√
e2x + 1 +D2, C3 = ln

√
e2x + 1 +D3.

Opxte rexe�e je

y(x) = D1 +D2e
x +D3e

−x + xex − sh x ln
(

e2x + 1
)

− 2 arctan ex.

195. y′′′ + y′ = tanx.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine je

yh = C1 + C2 cos x + C3 sin x, C1, C2, C3 ∈ R,

a rexe�e nehomogene dobijamo metodom varijacije konstanti. Rexava�em sistema

C′1(x) + C′2(x) cos x + C′3(x) sin x = 0

−C′2(x) sin x + C′3(x) cos x = 0

−C′2(x) cos x− C′3(x) sin x = tan x

dobijamo da je

C′1(x) = tan x, C′2(x) = − sin x, C′3(x) = cos x− 1

cos x
.

Integracijom levih i desnih strana ovih jednakosti nalazimo da je

C1(x) = − ln | cos x| +D1, C2(x) = cos x +D2,
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C3(x) = sin x− ln
∣

∣

∣

∣

1 + sin x

cos x

∣

∣

∣

∣

+D3, D1, D2, D3 ∈ R,

a opxte rexe�e je y(x) = C1(x) + C2(x) cos x + C3(x) sin x.

196. y′′ − y′ − 2y = e2x cos2 x.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine yh = C1e
−x + C2e

2x. Iz sistema

C′1(x)e
−x + C′2(x)e

2x = 0, −C′1(x)e−x + 2C′2(x)e
2x = e2x cos2 x

dobijamo

C′2(x) =
1

6
+

1

6
cos 2x, C′1(x) = −

1

6
e3x

1

6
e3x cos 2x,

odnosno

C2(x) =
1

6
x +

1

12
sin 2x +D2,

C1(x) = −
1

18
e3x − 1

26
e3x cos 2x− 1

39
e3x sin 2x +D1.

Opxte rexe�e je

y(x) = D1e
−x +D2e

2x +
1

6
xe2x − 1

26
e2x cos 2x +

3

52
e2x sin 2x.

Napomena: Jednaqina mo�e da se rexi i metodom neodre�enih koeficijenata.

197. y′′ + 4y = x2 + 8 cos 2x.

Rexe�e: Opxte rexe�e je y(x) = C1(x) cos 2x + C2(x) sin 2x, gde je

C′1(x) cos 2x + C′2(x) sin 2x = 0, −2C′1(x) sin 2x + 2C′2(x) cos 2x = x2 + 8 cos 2x.

Iz ovog sistema nalazimo da je

C′1(x) = −
1

2
(x2 sin 2x + 8 sin 2x sin 2x cos 2x), C′2(x) =

1

2
(x2 cos 2x + 8 cos2 2x),

a integracijom levih i desnih strana ovih jednakosti imamo da je

C1(x) = −
1

4
x sin 2x− 1

8
cos 2x +

1

4
x2 cos 2x− sin2 2x +D1,

C2(x) =
1

4
x cos 2x− 1

8
sin 2x +

1

4
x2 sin 2x + 2x +

1

2
sin 4x +D2.

Prema tome, y(x) = D1 cos 2x +D2 sin 2x + yp(x) (D1, D2 ∈ R), gde je

yp(x) = −
1

8
+

1

4
x2 − sin2 2x cos 2x + 2x sin 2x +

1

2
sin 4x sin 2x

= = −1

8
+

1

4
x2 + 2x sin 2x.

Napomena: Za razliku od prethodnih jednaqina koje nisu mogle da se rexe

metodom neodre�enih koeficijenata, ova jednaqina mo�e (videti zad. 177.). Xta-

vixe, rexava�e metodom neodre�enih koeficijenata je, u ovom sluqaju, jednos-

tavnije.
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