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1 DIFERENCIJALNE JEDNAQINE PRVOG REDA

1.1 Jednaqine koje razdvajaju promen	ive

U zadacima 1.− 8. rexiti date diferencijalne jednaqine.

1. x
√

1 + y2dx+ y
√
1 + x2dy = 0.

Rexe�e: Kako je (1+x2)(1+y2) 6= 0, data jednaqina je ekvivalentna jednaqini

xdx√
1 + x2

+
ydy√
1 + y2

= 0

iz koje integracijom dobijamo opxte rexe�e
√
1 + x2 +

√

1 + y2 = C (C ∈ R+).

Napomena: Za poqetni uslov y(a) = b dobijamo partikularno rexe�e
√
1 + x2 +

√

1 + y2 =
√
1 + a2 +

√
1 + b2.

2. x2(y3 + 1)dx+ y2(x3 + 1)dy = 0.

Rexe�e: Ako je (x3 + 1)(y3 + 1) 6= 0, onda iz date jednaqine sledi da je

x2dx

x3 + 1
+

y2dy

y3 + 1
= 0.

Integracijom obe strane ove jednaqine dobijamo da je

1

3
ln |x3 + 1| + 1

3
ln |y3 + 1| = C1 (C1 ∈ R),

odnosno

|(x3 + 1)(y3 + 1)| = C2 (C2 ∈ R+),

odnosno

(x3 + 1)(y3 + 1) = C3 (C3 ∈ R \ {0}). (∗)

Kako su x = −1 i y = −1 rexe�a date jednaqine to je, za te vrednosti,

(x3 + 1)(y3 + 1) = 0. (∗∗)

Iz (∗) i (∗∗) sledi da je opxte rexe�e date jednaqine

(x3 + 1)(y3 + 1) = C (C ∈ R).

Napomena: Koxijevo rexe�e koje zadovo	ava uslov y(a) = b imamo za C =

(a3 + 1)(b3 + 1).
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8 1 Diferencijalne jednaqine prvog reda

3. y(1− x2)dy = x(1− y2)dx.

Rexe�e: Za (1− x2)(1− y2) 6= 0 iz date jednaqine dobijamo da je

ydy

1− y2
=

xdx

1− x2
.

Integracijom leve i desne strane ove jednaqine imamo da je

−1

2
ln |1− y2| = −1

2
ln |1− x2| + C1 (C1 ∈ R),

odnosno

|1− y2| = C2|1− x2|, (C2 ∈ R+),

odnosno

1− y2 = C3(1− x2) (C3 ∈ R \ {0}).

Kako su y = −1 i y = 1 tako�e rexe�a date jednaqine, to je opxte rexe�e

1− y2 = C(1− x2) (C ∈ R).

Rexe�a su tako�e i x = −1 i x = 1 i mogu se dobiti iz opxteg rexe�a za C = +∞
jer je 1− x2 = (1− y2)/C.

Napomena: Data jednaqina i jednaqine

y′ =
x(1− y2)
y(1− x2)

, x′ =
y(1− x2)
x(1− y2)

nisu ekvivalentne, jer x = −1 i x = 1 nisu rexe�a prve, a y = −1 i y = 1 nisu

rexe�a druge jednaqine.

4. tan ydx− x lnxdy = 0.

Rexe�e: Ako je x ln x tan y 6= 0, onda iz date jednaqine sledi da je

dx

x ln x
− dy

tan y
= 0.

Integracijom dobijamo da je

ln | ln x| − ln | sin y| = C1 (C1 ∈ R),

odnosno

| ln x| = C2| sin y| (C2 ∈ R+),

odnosno

ln x = C3 sin y (C3 ∈ R \ {0}).

Ako je x ln x tan y = 0, onda je x = 0 ili x = 1 ili y = kπ, gde je k ∈ Z. Poxto je

x = 1 rexe�e date jednaqine, to je opxte rexe�e

ln x = C sin y (C ∈ R).

Rexe�a su tako�e i x = 0 i y = kπ, pri qemu x = 1 mo�e da se dobije iz opxteg

rexe�a za C = −∞, a rexe�a y = kπ mogu da se dobiju iz opxteg za C = +∞.

Prema tome, jednaqina nema singularnih rexe�a.

Napomena: Partikularno rexe�e koje zadovo	ava uslov y(a) = b (a > 0) dobi-

jamo za C = ln a/ sin b. Na primer, za y(e) = π/2 je C = 1, a partikularno rexe�e

y = arcsin(ln x).
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5.

√

1− y2dx+
√
1− x2dy = 0.

Rexe�e: Za (1− x2)(1− y2) 6= 0 iz date jednaqine sledi da je

dx√
1− x2

+
dy√
1− y2

= 0,

pa je opxti integral

arcsin x + arcsin y = C (C ∈ [−π, π]). (∗)

Rexe�a x = −1, x = 1, y = −1 i y = 1 su singularna, jer ne mogu da se dobiju iz

opxteg rexe�a ni za jednu vrednost konstante C.

Napomena: Primenom funkcije sin na levu i desnu stranu jednakosti (∗), do-
bijamo opxte rexe�e u obliku x

√
1− y2 + y

√
1− x2 = D (D ∈ [−1, 1]). Sliqno,

iz jednakosti arcsin y = C − arcsin x dobijamo da je y =
√
1− x2 sinC − x cos C,

odnosno (y + x cos C)2 = (1− x2) sin2 C, odnosno

x2 + y2 + 2axy = 1− a2 (a = cos C).

6. (1 + y2)dx+ (1 + x2)dy = 0.

Rexe�e: Kako je (1 + x2)(1 + y2) 6= 0, iz date jednaqine sledi da je

dx

1 + x2
+

dy

1 + y2
= 0,

odakle dobijamo opxte rexe�e

arctan x + arctan y = C (C ∈ (−π, π)),

odnosno x + y = D(1− xy) (D ∈ R) ili y =
D − x
1 +Dx

.

7. 2y3y′ + x = y4x.

Rexe�e: Za y2 6= 1 iz date jednaqine sledi da je
2y3dy

y4 − 1
= xdx, pa je

1

2
ln |y4 − 1| = x2

2
+ C1 (C1 ∈ R),

odnosno

y4 = 1 + Cex
2

(C ∈ R).

Rexe�a y = −1 i y = 1 dobijamo iz opxteg rexe�a za C = 0.

8. y′ + sin
x+ y
2

= sin
x− y
2

.

Rexe�e: Data jednaqina je ekvivalentna jednaqini

y′ + 2 sin
y

2
cos

x

2
= 0.

Za y 6= 2kπ (k ∈ Z) iz ove jednaqine sledi da je

sin−1
y

2
dy + 2 cos

x

2
dx = 0,

odakle integracijom dobijamo opxte rexe�e

ln

∣

∣

∣tan
y

4

∣

∣

∣ + 2 sin
x

2
= C (C ∈ R).
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Rexe�a y = 2kπ ne mogu da se dobiju iz opxteg rexe�a ni za jednu vrednost

konstante C, xto znaqi da su to singularna rexe�a.

Smene promen	ivih

U zadacima 9.−11. pogodnom smenom svesti datu diferencijalnu
jednaqinu na jednaqinu koja razdvaja promen	ive.

9. y′ = cos(x+ y).

Rexe�e: Ako je x + y = z(x) iz date jednaqine sledi da je z′ = 1 + cos z. Za

z 6= (2k + 1)π integracijom dobijamo da je tan
z

2
= x + C, pa je opxte rexe�e

y = −x + 2 arctan(x + C) (C ∈ R).

Rexe�a su tako�e i z = (2k + 1)π, odnosno y = −x + (2k + 1)π i to singularna.

10. y′ =
2y + x+ 1
2x+ 4y + 3

.

Rexe�e: Smenom x + 2y = z(x) dobijamo jednaqinu

2z + 3

4z + 5
dz = dx (z 6= −5/4),

pa integracijom imamo da je

1

2
z +

1

8
ln |4z + 5| = x + C (C ∈ R).

Kako je i z = −5/4 rexe�e, opxte rexe�e date jednaqine je

4x + 8y + 5 = De4x−8y (D ∈ R).

11. (x− y + 1)dy = (ay − ax+ 1)dx (a ∈ R).

Rexe�e: Ako je x− y = u(x), onda iz date jednaqine sledi da je

u + 1

u
du = (1 + a)dx,

pa je

u + ln |u| = (a + 1)x + C (C ∈ R).

Prema tome, opxte rexe�a date jednaqine je

ln |x− y| = ax + y + C (C ∈ R).

1.2 Homogene jednaqine

U zadacima 12.− 26. odrediti opxte rexe�e date jednaqine.

12. y′ =
x+ y
x− y

.
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Rexe�e: Za x 6= 0 je y′ =
1 + y/x

1− y/x
, pa smenom y/x = u(x) dobijamo jednaqinu

xu′ =
1 + u

1− u
− u,

odnosno
1− u
1 + u2

=
dx

x
.

Integracijom leve i desne strane ove jednaqine imamo da je

arctan u− ln
√
1 + u2 = ln |x| + C1, (C1 ∈ R)

odnosno

earctan x = C2|x|
√
1 + u2 (C2 ∈ R+).

Kako je u = y/x, opxte rexe�e je
√

x2 + y2 = Cearctan y/x (C ∈ R+).

Napomena: U polarnim koordinatama opxte rexe�e je % = Ceϕ, xto znaqi da

integralne krive predstav	aju familiju logaritamskih spirala.

13. y′ =
y − x
y

.

Rexe�e: Smenom y/x = u(x) dobijamo jednaqinu

udu

u2 − u + 1
= −dx

x
.

Integracijom leve i desne strane imamo da je

ln(u2 − u + 1) +
2√
3
arctan

2u− 1√
3

= − ln x2 + C1 (C1 ∈ R),

pa je opxte rexe�e

√
3 ln(x2 − xy + y2) + 2 arctan

2y − x
x
√
3

= C (C ∈ R).

14. (x− y)y′ = x.

Rexe�e: Za x 6= y i x 6= 0 smenom y/x = u(x) dobijamo jednaqinu koja razdvaja

promen	ive
dx

x
=

1− u
u2 − u + 1

du.

Integracijom nalazimo da je

ln |x| = − ln
√
u2 − u + 1 +

√
3

3
arctan

2u− 1√
3

+ C1 (C1 ∈ R),

pa je opxte rexe�e date jednaqine

3 ln
√

y2 − yx + x2 =
√
3 arctan

2y − x√
3x

+ C (C ∈ R).

15. y′ =
xy

x2 + y2
.

Rexe�e: Smenom y/x = u dobijamo jednaqinu

xu′ = − u3

1 + u2
(∗),
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odnosno
1 + u2

u3
du = −dx

x
. Integracijom leve i desne strane ove jednakosti imamo

da je

ln |xu| = 1

2u2
+ A (A ∈ R),

odnosno xu = Be1/2u
2
(B 6= 0). Kako je i u = 0 rexe�e jednaqine (∗), �eno opxte

rexe�e je xu = Ce1/u
2
(C ∈ R), a y = Cex

2
/2y2 opxte rexe�e date jednaqine.

16. y2dx+ (x2 − xy)dy = 0.

Rexe�e: Za x(y − x) 6= 0 iz date jednaqine dobijamo da je

y′ =
y2

xy − x2
=

(y/x)2

y/x− 1
.

Smenom y/x = u(x) imamo jednaqinu koja razdvaja promen	ive

xu′ =
u

u− 1
, (∗)

odnosno
u− 1

u
du =

dx

x

za u 6= 0. Integracijom leve i desne strane ove jednaqine imamo da je

ln |xu| = u + C1, (C1 ∈ R)

odnosno xu = C2e
u (C2 ∈ R \ {0}). Kako je u = 0 rexe�e jednaqine (∗), to je opxte

rexe�e te jednaqine xu = Ceu, gde je C ∈ R, a y = Cey/x opxte rexe�e date

jednaqine.

17. y2dx+ x
(
√

y2 − x2 − y
)

dy = 0.

Rexe�e: Jednaqina je definisana za |y| ≥ |x|, a za x 6= 0 je ekvivalentna

jednaqini

y′ =
y2

x(y −
√
y2 − x2)

.

Smenom y/x = u(x) dobijamo jednaqinu koja razdvaja promen	ive

dx

x
=
u−
√
u2 − 1

u
√
u2 − 1

du.

Nakon integracije leve i desne strane ove jednaqine imamo da je

ln |x| = ln(u +
√
u2 − 1)− ln |u| + C1 (C1 ∈ R),

odnosno

x = C2

u +
√
u2 − 1

u
(C2 ∈ R \ {0}).

Kako je i x = 0 rexe�e date jednaqine, opxte rexe�e je

yx = C
(

y + sgn(x)
√

y2 − x2
)

(C ∈ R).

18. xy′ − y = x(1 + ey/x).
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Rexe�e: Smenom y/x = u(x) dobijamo jednaqinu koja razdvaja promen	ive

du

1 + eu
=
dx

x
.

Integracijom imamo da je

ln
eu

1 + eu
= ln |x| + C1, (C1 ∈ R),

odnosno
eu

1 + eu
= C|x|, (C ∈ R+).

Kako je y/x = u, opxte rexe�e date jednaqine je

y = |x| ln C|x|
1− C|x|

, (C ∈ R+, C|x| < 1).

Napomena: Oblast definisanosti funkcije y zavisi od vrednosti konstante C.

19. xy′ =
√

x2 − y2 + y.

Rexe�e: Smenom y/x = u(x) iz date dobijamo jednaqinu

u′x =
√
1− u2, (∗),

odnosno
du√
1− u2

=
dx

x
, u2 6= 1, x 6= 0.

Integracijom ove jednaqine imamo da je

arcsin u = ln |x| + C (C ∈ R).

Kako su u = 1 i u = −1 rexe�a jednaqine (∗), to su rexe�a date jednaqine

y = x, y = −x, y = x sin(ln |x| + C).

20. y′ =
2x3 − y3

x2y
.

Rexe�e: Smenom y/x = u(x) dobijamo jednaqinu

udu

2− u2 − u3
=
dx

x
.

Kako je
u

2− u2 − u3
= −1

5
· 1

u− 1
+

1

5
· u− 2

u2 + 2u + 2

integracijom se dobija da je

−1

5
ln |u− 1| + 1

10
ln(u2 + 2u + 2)− 3

5
arctan(u + 1) = ln |x| + A (A ∈ R),

−2 ln |u− 1| + ln(u2 + 2u + 2)− 6 arctan(u + 1) = 10 ln |x| + B (B ∈ R),

ln
u2 + u + 2

(1− u)3x10
= C + 6 arctan(1 + u) (C ∈ R),

odnosno

y2 + 2xy + 2x2

(x− y)2x10
= De

arctan
x + y

x (D ∈ R+).
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21. (y2 − x2 + 2xy)dx+ (y2 − x2 − 2xy)dy = 0.

Rexe�e: Data jednaqina je homogena, pa smenom u(x) = y/x, za u 6= 1, dobijamo

jednaqinu
u2 − 2u− 1

(1− u)(u2 + 1)
du =

dx

x
.

Kako je
u2 − 2u− 1

(1− u)(u2 + 1)
=

1

u− 1
− 2u

u2 + 1
,

integracijom nalazimo da je

ln |u− 1| − ln(1 + u2) = ln |x| + C1 (C1 ∈ R),

odnosno

u− 1 = Cx(u2 + 1) (C ∈ R).

Prema tome, opxte rexe�e je y−x = C(x2+ y2). Za u = 1 dobijamo rexe�e y = x.

Napomena: Ako opxte rexe�e napixemo u obliku

x2 + y2 = D(y − x) (D ∈ R),

vidimo da su integralne krive kru�nice koje sadr�e koordinatni poqetak i qiji

centri pripadaju pravoj y = −x. Partikularno rexe�e y = x se dobija za

D =∞.

22. y′ +
x2 + y2

xy
= 0.

Rexe�e: Smenom y/x = u(x) dobijamo jednaqinu
u

1 + 2u2
du = −dx

x
. Integraci-

jom leve i desne strane nalazimo da je

ln(1 + 2u2) = −4 ln |x| + C1 (C1 ∈ R),

odnosno 1 + 2u2 = C/x4 (C > 0). Prema tome, opxte rexe�e je

x4 + 2x2y2 = C.

23. xydy − y2dx = (x+ y)2e−y/xdx.

Rexe�e: Smenom y/x = u data jednaqina se svodi na jednaqinu

ueudu

(1 + u)2
=
dx

x
. (∗)

Kako je
∫

ueudu

(1 + u)2
=

∫

eu(1 + u)− eu

(1 + u)2
du =

∫

d

(

eu

1 + u

)

=
eu

1 + u
,

to iz jednaqine (∗) sledi da je
eu

1 + u
= ln |x|+C1 (C1 ∈ R), odnosno

eu

1 + u
= ln C|x|

(C > 0), pa je opxte rexe�e xey/x = (x + y) ln C|x|.

24. y′ =
y

√

x2 + y2 + x
.
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Rexe�e: Smenom y/x = u(x) sledi da je

u′x + u =
u√

1 + u2 + 1
, u′x = − u

√
1 + u2√

1 + u2 + 1
,

√
1 + u2 + 1

u
√
1 + u2

du = −dx
x
,

du

u
+

du

u
√
1 + u2

= −dx
x
.

Integracijom leve i desne strane posled�e jednakosti nalazimo da je

ln u− ln 1 +
√
1 + u2

u
= − ln x + C1 (C1 ∈ R),

odnosno
u2

1 +
√
1 + u2

=
C

x
,
√
1 + u2 − 1 =

C

x
.

Prema tome, opxte rexe�e je
√
x2 + y2 = C + x ili y2 = C2 + 2Cx.

Napomena:

∫

du

u
√
1 + u2

se lako dobija smenom t = 1/u.

25. (e2x − y2)dx+ ydy = 0.

Rexe�e: Neka je P = (e2x − y2) λ(x) i Q = yλ(x). Iz uslova P ′y = Q′x nalazimo

λ(x) = e−2x. Za jednaqinu
(

1− e−2xy2
)

dx + e−2xydy = 0

imamo da je

u(x, y) =

∫

(

1− e−2xy2
)

dx + ϕ(y) = x +
1

2
y2e−2x + ϕ(y).

Kako je ϕ′(y) = 0, opxte rexe�e je

x +
1

2
y2e−2x = C, C ∈ R.

26.

(

2x · shy
x
+ y · chy

x

)

dx− x · chy
x
dy = 0.

Rexe�e: Smenom y/x = u(x) dobijamo jednaqinu

ch u

sh u
du = 2

dx

x

qije je rexe�e sh u = Cx2. Prema tome, opxte rexe�e je sh
y

x
= Cx2.

Svo�e�e na homogenu

U zadacima 27.−30. rexiti date diferencijalne jednaqine svo-
�e�em na homogenu jednaqinu.

27. y′ =
3y − 7x+ 7
3x− 7y − 3

.
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Rexe�e: Smenama x = u + α i y = v + β, gde je

3β − 7α + 7 = 0, −7β + 3α− 3 = 0,

dobijamo homogenu jednaqinu. Dakle, za x = u + 1 i y = v imamo jednaqinu

v′ =
3v − 7u

3u− 7v
,

iz koje smenom v/u = z dobijamo jednaqinu koja razdvaja promen	ive

2dz

z − 1
+

5dz

z + 1
= −7du

u
.

Integracijom nalazimo da je

u7(z − 1)2(z + 1)5 = C, (u− v)(u + v)5 = C (C ∈ R),

odnosno, vra�a�em promen	ivih x i y

(y − x + 1)2(y + x− 1)5 = D (D ∈ R).

Drugo rexe�e: Smenama u = 3y − 7x + 7 i v = 3x− 7y − 3 dobijamo da je

du

dv
=

3dy − 7dx

3dx− 7dy
=

3y′ − 7

3− 7y′
=

3u/v − 7

3− 7u/v
,

a zatim smenom u/v = z imamo jednaqinu

1

7
· 3− 7z

z2 − 1
dz =

dv

v
.

Integracijom leve i desne strane nalazimo da je

2 ln |z − 1| + 5 ln |z + 1| = −7 ln |v| + C1 (C1 ∈ R),

odnosno

(z − 1)2|z + 1|5 = C|v|1/7, (u− v)2(u + v)5 = C (C ∈ R),

odakle dobijamo isto opxte rexe�e.

28. y′ =
2x− y + 1
x− 2y + 1

.

Rexe�e: Smenama x = u + α, y = v + β, gde je

2α− β + 1 = 0, α− 2β + 1 = 0

data jednaqina se svodi na homogenu. Dakle, za α = −1/3 i β = 1/3 imamo

jednaqinu
dv

du
=

2u− v
u− 2v

(∗)

koja se smenom v/u = z svodi na jednaqinu

1− 2z

1− z + z2
dz = 2du u

qije je rexe�e u2(1−z+z2) = C (C ∈ R). Rexe�e jednaqine (∗) je u2−uv+v2 = C,

a opxte rexe�e date jednaqine je

x2 − xy + y2 + x− y = C (C ∈ R).
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Drugo rexe�e: Smenama 2x − y + 1 = u i x − 2y + 1 = v dobijamo homogenu

jednaqinu
du

dv
=

2v − u
v − 2u

qije je rexe�e u2 − uv + v2 = C. Vra�a�em promen	ivih x i y i sre�iva�em

dobijamo isto opxte rexe�e.

29. (4x+ 3y + 1)dx+ (x+ y + 1)dy = 0.

Rexe�e: Smenom x = u + 2 i y = v − 3 dobijamo homogenu jednaqinu

v′ =
3v/u− 4

v/u + 1
.

Ako je v/u = z(u), onda iz prethodne jednaqine sledi da je

du

u
= − 1 + z

(2 + z)2
dz,

pa je

ln |u| = − ln |2 + z| − 1

2 + z
+ C1 (C1 ∈ R).

Iz ove jednakosti dobijamo opxte rexe�e homogene jednaqine

2u + v = Ce−u/(2u+v) (C ∈ R),

odnosno opxte rexe�e date jednaqine

2x + y − 1 = Ce

2− x
2x + y − 1 .

30. y′ = −x− 2y + 5
2x− y + 4

.

Rexe�e: Smenama x = u + α i y = v + β, gde α i β odre�ujemo iz uslova

α− 2β + 5 = 0, 2α− β + 4 = 0

data jednaqina se svodi na homogenu

dv

du
= −u− 2v

2u− v
qije je rexe�e v − u = C(v + u)3. Prema tome, opxte rexe�e je

y − x + 3 = C(y + x + 1)3 (C ∈ R).
Napomena: Partikularna rexe�a y = x− 3 i y = −x− 1 se dobijaju iz opxteg

za C = 0 i C =∞.

1.3 Linearne jednaqine

31. Linearnu jednaqinu y′ + p(x)y = q(x) rexiti smenom q/y = z′/z.

Rexe�e: Datom smenom dobijamo da je
dy

y
=
dz

z
− pdx, odakle sledi da je

y = ze
−
∫

p(x)dx
.



18 1 Diferencijalne jednaqine prvog reda

Iz jednakosti z′ = qe

∫

p(x)dx
nalazimo da je z =

∫

qe

∫

pdx
+ C (C ∈ R). Prema

tome,

y(x) = e
−
∫

p(x)dx

(

C +

∫

q(x)e

∫

p(x)dx
dx

)

.

32. Linearnu jednaqinu y′ + p(x)y = q(x) rexiti metodom varijacje
konstante.

Rexe�e: Opxte rexe�e homogene jednaqine y′ + p(x)y = 0 je y = Ce
−
∫

p(x)dx

(C ∈ R). Ako je rexe�e date jednaqine y(x) = C(x)e
−
∫

p(x)dx
, onda je

y′ + p(x)y = C′e
−
∫

p(x)dx − pCe−
∫

p(x)dx
+ pCe

−
∫

p(x)dx
= C′(x)e

−
∫

p(x)dx
.

Iz jednakosti C′(x) = q(x)e

∫

p(x)dx
dobijamo da je C(x) =

∫

q(x)e

∫

p(x)dx
dx +D,

gde je D ∈ R, pa je

y(x) = e
−
∫

p(x)dx

(

D +

∫

q(x)e

∫

p(x)dx
dx

)

.

33. Ako je y1 jedno partikularno rexe�e linearne jednaqine y′ +
p(x)y = q(x), dokazati da je �eno opxte rexe�e

y(x) = y1(x) +Ce−
∫

p(x)dx (C ∈ R).

Rexe�e: Ako je y = y1 + u, tada zamenom y1 + u umesto y i y′1 + u′ umesto y′

u datoj jednaqini dobijamo da je da je u′ + pu = 0. Prema tome, u = Ce
−
∫

p(x)dx

(C ∈ R). Iz ove i prve jednakosti sledi tvr�e�e zadatka.

34. Ako je opxte rexe�e date jednaqine y(x) = Cα(x) + β(x), gde je
C ∈ R, α i β diferencijabilne funkcije i α(x) 6= 0, dokazati da
je ta jednaqina linearna.

Rexe�e: Eliminacijom konstante C iz jednakosti y = Cα + β i y′ = Cα′ + β′

dobijamo da je

αy′ = (y − β)α′ + αβ′,

odakle sledi

y′ − α′

α
y = β′ − βα′

α
,

xto je linearna jednaqina (p(x) = −α′/α, q(x) = β′ − βα′/α).

35. Linearnu jednaqinu y′ + 2xy = 2x2e−x
2

rexiti metodom neodre-
�enih funkcija.

Rexe�e: Ako je y(x) = u(x)v(x), tada je y′ = u′v + uv′, pa iz date jednaqine

sledi

u′v + u(v′ + 2xv) = 2x2e−x
2

.

Izaberimo funkciju v za koju je v′+2xv = 0. Jedna takva funkcija je v : x→ e−x
2
.

Pri tome je u′e−x
2
= 2x2e−x

2
, odnosno u′ = 2x2, pa je u(x) = 2x3/3 + C (C ∈ R).

Pema tome, opxte rexe�e je y = e−x
2 (

2x3/3 + c
)

.
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36. Linearnu jednaqinu xy′ − y
x+ 1

= x rexiti metodom neodre�e-

nih funkcija, a zatim odrediti partikularno rexe�e za koje
je y(1) = 1/2.

Rexe�e: Ako je y(x) = u(x)v(x), tada iz date jednaqine sledi da je

u′v +

(

v′ − v

x(x + 1)

)

u = 1.

Kada v izaberemo tako da je v′ =
v

x(x + 1)
, na primer v =

x

x + 1
, imamo da je

xu′

x + 1
= 1, odakle dobijamo u = x+ ln |x|+ C (C ∈ R). Prema tome, opxte rexe�e

je y = uv, odnosno

y(x) =
x

x + 1

(

x + ln |x| + C
)

,

a tra�eno partikularno rexe�e se dobija za C = 0.

37. Linearnu jednaqinu y′+y cosx = sinx cosx rexiti metodom var-
ijacije konstante.

Rexe�e: Reximo, najpre, homogenu jednaqinu y′ + y cos x = 0. Iz jednakosti

dy/y = − cos xdx sledi da je |y| = Ae− sin x (A > 0), odnosno y = Be− sin x (B 6= 0).

Kako je i y = 0 rexe�e homogene jednaqine, to je �eno opxte rexe�e y(x) =

Ce− sin x (C ∈ R), a opxte rexe�e date jednaqine je y(x) = C(x)e− sin x, pri qemu

je C′(x) = esin x sin x cos x. Integracijom desne strane posled�e jednakosti imamo

C(x) =

∫

esin x sin xd(sin x) = sinxesin x − esin x +D (D ∈ R),

pa je opxte rexe�e y(x) = De− sin x + sin x− 1.

U zadacima 38.− 45. rexiti datu diferencijalnu jednaqinu.

38. xy′ + y = lnx.

Rexe�e: Poxto je x > 0, data jednaqina je ekvivalentna linearnoj jednaqini

y′ +
1

x
y =

ln x

x
,

pa je

y(x) =
1

x

(

C +

∫

ln xdx

)

=
C

x
+ ln x− 1 (C ∈ R).

39. y′ + xy = x3.

Rexe�e: Data jednaqina je linearna, pa je

y = e
−
∫

xdx

(

C +

∫

x3ex
2
/2dx

)

= e−x
2
/2
(

C + x2ex
2
/2 − 2ex

2
/2
)

= Ce−x
2
/2 + x2− 2.

40. x3y′ + 2x2y = 3x3 + 1.

Rexe�e: Za x 6= 0 iz date jednaqine sledi da je y′ +
2

x
y = 3 +

1

x3
, pa je

y(x) = e
−
∫

2dx
x

(

C +

∫ (

3 +
1

x3

)

e

∫

2dx
x dx

)

=
C

x2
+ x +

ln |x|
x2

.



20 1 Diferencijalne jednaqine prvog reda

41. 2xy′ = 2y −
√
x.

Rexe�e: Za x 6= 0 iz date jednaqine sledi da je y′ − 1

x
y = − 1

2
√
x
, pa je

y(x) = |x|
(

C1 −
1

2

∫

dx

|x|
√
x

)

= Cx− 1

2
x

∫

dx

x
√
x
= Cx +

√
x (C ∈ R).

42. xy′ = (x− 1)ex + y.

Rexe�e: Za x 6= 0 iz date jednaqine sledi da je y′ − 1

x
y =

x− 1

x
ex, pa je

y(x) = |x|
(

C1 +

∫

1

|x|
· x− 1

x
exdx

)

= Cx + x

∫

x− 1

x2
exdx (C ∈ R).

Kako je
∫

x− 1

x2
exdx =

∫

exx− ex

x2
dx =

∫

d

(

ex

x

)

=
ex

x
,

opxte rexe�e je y(x) = Cx + ex.

Napomena: Ako na

∫

ex

x
dx primenimo parcijalnu integraciju (u = 1/x, exdx =

dv), imamo da je

∫

ex

x
dx =

ex

x
+

∫

ex

x2
dx.

43. (1 + x2)y′ = x(1 + 2x2)y + x
√
1 + x2.

Rexe�e: Iz date jednaqine sledi da je

y′ − x(1 + 2x2)

1 + x2
y =

x
√
1 + x2

1 + x2
.

Kako je
∫

x(1 + 2x2)

1 + x2
dx =

∫

xdx+

∫

x3dx

1 + x2
=

∫

xdx+

∫

xdx−
∫

xdx

1 + x2
= x2− ln

√
1 + x2,

to je

y(x) =
ex

2

√
1 + x2

(

C − 1

2

∫

e−x
2

d(−x2)
)

=
Cex

2

√
1 + x2

− 1

2
√
1 + x2

(C ∈ R).

Linearna po x

44. (x+ y3 sin y)dy = ydx.

Rexe�e: Data jednaqina je linearna po x jer je x′ − 1

y
x = y2 sin y, pa je

x(y) = e

∫

dy
y

(

C +

∫

y2 sin ye
−
∫

dy
y dy

)

= |y|
(

C + sgn(y)

∫

y sin ydy

)

= |y|(C + sgn(y) sin y − sgn(y)y cos y)
= y(D + sin y − y cos y).
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45. (y2 + x tany)y′ = 1.

Rexe�e: Data jednaqina je linearna po x jer je x′ − x tan y = y2, pa je

x(y) = e− ln | cos y|
(

C1 +

∫

eln | cos y|y2dy

)

=
1

| cos y|

(

C1 +

∫

| cos y|y2dy
)

=
C

cos y
+

1

cos y

∫

y2 cos ydy

Kako je
∫

y2 cos ydy = y2 sin y + 2y cos y − 2 sin y,

to je

x(y) =
C

cos y
+ 2y + (y2 − 2) tan y, C ∈ R.

1.4 Bernulijeve jednaqine

46. Bernulijevu jednaqinu

y′ + p(x)y = q(x)yα (α 6∈ {0, 1})

rexiti metodom neodre�enih funkcija.

Rexe�e: Neka je y(x) = u(x)v(x). Iz date jednaqine dobijamo da je

u′v + u(v′ + pv) = quαvα.

Ako v izaberemo tako da je v′ + pv = 0, na primer v = e
−
∫

p(x)dx
, onda je

du

uα
= qe

(1−α)
∫

p(x)dx
,

pa je

u1−α = C + (1− α)
∫

q(x)e
(1−α)

∫

p(x)dx
dx.

Kako je v1−α = e
(α−1)

∫

p(x)dx
, opxte rexe�e Bernulijeve jednaqine je

y1−α = e
(α−1)

∫

p(x)dx

(

C + (1− α)
∫

q(x)e
(1−α)

∫

p(x)dx
dx

)

.

47. Bernulijevu jednaqinu y′ − 4
x
y = x

√
y rexiti metodom neodre�e-

nih funkcija.

Rexe�e: Ako je y = uv, onda iz date jednaqine sledi da je

u′v + u

(

v′ − 4

x
v

)

= x
√
y.

Za v′ = 4v/x, odnosno za v = x4, imamo jednaqinu u′x =
√
u qije je opxte rexe�e

4u = ln2 |Cx| (C 6= 0). Prema tome, opxte rexe�e date jednaqine je 4y = x4 ln2 |Cx|.
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Svo�e�e na linearnu

U zadacima 48. − 59. rexiti datu jednaqinu svo�e�em na lin-
earnu.

48. y′ + xy = xy3.

Rexe�e: Funkcija y : x 7→ 0 je rexe�e date jednaqine. Za y 6= 0, smenom

z(x) = y−2(x) dobijamo linearnu jednaqinu

z′ − 2xz = −2x

iz koje sledi da je

z(x) = ex
2

(

C − 2

∫

e−x
2

xdx

)

= ex
2
(

C + e−x
2
)

= Cex
2

+ 1.

Prema tome, y2 =
1

Cex
2
+ 1

, odnosno y = ± 1√
Cex

2
+ 1

je opxte rexe�e iz kojeg se

y = 0 dobija za C = +∞.

49. y′ − 2
x
y = 2

√
y lnx.

Rexe�e: Data jednaqina je Bernulijeva. Smenom z =
√
y (y 6= 0) dobijamo

linearnu jednaqinu

z′ − 1

x
z = ln x

qije je rexe�e

z(x) = Cx +
x

2
ln2 x, C ∈ R.

Prema tome, opxte rexe�e je y =
(

Cx +
x

2
ln2 x

)2

.

50. 2y′ − y + y3 sinx = 0.

Rexe�e: Data jednaqina je Bernulijeva, pa se smenom z = y−2 svodi na line-

arnu jednaqinu z′ + z = sin x qije je rexe�e

z(x) = Ce−x +
1

2
(sin x− cos x), C ∈ R.

Prema tome, opxte rexe�e je

1

y2
= Ce−x +

1

2
(sin x− cos x),

a y = 0 je singularno rexe�e.

51. y′ +
y
x
=
cosx
y

, y(π/2) =
√
2.

Rexe�e: Data jednaqina je Bernulijeva, pa se smenom z = y2 svodi na lin-

earnu jednaqinu

z′ +
2

x
z = 2 cos x
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qije je opxte rexe�e

y2 =

(

2− 2

x2

)

sin x +
4

x
cos x +

C

x2
, C ∈ R.

Iz datog uslova sledi da se tra�eno partikularno rexe�e dobija za C = 4.

52. y′ − y
sinx

+ y2 cot
x
2
= 0.

Rexe�e: Data jednaqina je Bernulijeva, pa se smenom z = y−1 svodi na lin-

earnu jednaqinu

z′ +
1

sin x
z = cot

x

2
.

Prema tome,

z(x) =
1

| tan x
2
|

(

C1 +

∫

| tan x
2
| cot x

2
dx

)

= (C + x) cot
x

2
.

Opxte rexe�e je
1

y
= (C + x) cot

x

2
, a y = 0 je singularno rexe�e.

53. y′ +
2
x
y =

2
cos2 x

√
y.

Rexe�e: Data jednaqina je Bernulijeva. Za y 6= 0 smenom z =
√
y dobijamo

linearnu jednaqinu

z′ +
1

x
z =

1

cos2 x
,

pa je

z(x) =
1

|x|

(

C1 +

∫

|x|dx
cos2 x

)

=
1

|x|

(

C1 + sgn(x)

∫

xd(tan x)

)

=
C

x
+ tan x +

ln | cos x|
x

Prema tome, opxte rexe�e je

y =

(

tan x +
C + ln | cos x|

x

)2

,

a y = 0 je singularno rexe�e.

54. x(1− x2)y′ + (2x2 − 1)y = x3y3.

Rexe�e: Funkcija y : x → 0 je rexe�e date jednaqine. Za y 6= 0 imamo

Bernulijevu jednaqinu

y′ +
2x2 − 1

x(1− x2)
y =

x2

1− x2
y3

koja se smenom z = y−2 svodi na linearnu jednaqinu

z′ − 2 · 2x2 − 1

x(1− x2)
z = − 2x2

1− x2
.
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Kako je
∫

2x2 − 1

x(1− x2)
dx =

∫

dx

x
+

1

2

∫

dx

x− 1
+

1

2

∫

dx

x + 1
,

to je

z(x) = e− ln x
2|x2−1|

(

C1 −
∫

eln x
2|x2−1| x

2dx

1− x2

)

=
1

x2|x2 − 1|

(

C1 + 2sgn{x2 − 1}
∫

x4dx

)

=
C

x2(x2 − 1)
+

2

5

x3

x2 − 1
.

Prema tome, opxte rexe�e je
1

y2
=

C

x2(x2 − 1)
+

2

5
· x3

x2 − 1
.

55. (1 + x2)y′ − 4
√

y(1 + x2)arctanx = 2xy.

Rexe�e: Funkcija y : x → 0 je rexe�e date jednaqine. Za y > 0 imamo

Bernulijevu jednaqinu

y′ − 2x

1 + x2
y =

4 arctan x√
1 + x2

√
y

koja se smenom z =
√
y svodi na linearnu jednaqinu

z′ − x

1 + x2
z =

2 arctan x√
1 + x2

qije je rexe�e z =
√
1 + x2(arctan2 x + C) (C ∈ R). Prema tome, opxte rexe�e je

y = (1 + x2)(arctan2 x + C)2.

Bernulijeva po x

56. (x2 ln y − x)y′ = y.

Rexe�e: Data jednaqina je Bernulijeva po x jer je

x′ +
1

y
x =

ln y

y
x2

i definisana je za y > 0. Smenom z(y) = 1/x(y) ova jednaqina se svodi na linearnu

jednaqinu

z′ − 1

y
z = − ln y

y
.

Prema tome,

z(y) = y

(

C −
∫

ln y

y2
dy

)

= Cy + ln y + 1,

a opxte rexe�e je Cy + ln y + 1 = 1/x.

57. y′(x2y3 + xy) = 1.
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Rexe�e: Data jednaqina je Bernulijeva po x jer je

x′ − 1

y
x = x2y3.

Za x 6= 0 smenom z(y) = x−1(y) dobijamo linearnu jednaqinu z′ +
1

y
z = −y3, pa je

z(y) = e−y
2
/2

(

C −
∫

y3ey
2
/2dy

)

= e−y
2
/2
(

C − y2ey
2
/2 + 2ey

2
/2
)

= Ce−y
2
/2 − y2 + 2.

Prema tome, opxte rexe�e je
1

x
= Ce−y

2
/2 − y2 + 2.

58. (1− x2 sin y)xy′ = 2.

Rexe�e: Iz date jednaqine sledi

x′ − 1

2
x = −sin y

2
x3.

Smenom z(y) = x−2(y) dobijamo linearnu jednaqinu z′ + z = sin y qije je rexe�e

z = Ce−y +
1

2
(sin y − cos y), C ∈ R.

Prema tome, opxte rexe�e je
1

x2
= Ce−y +

1

2
(sin y − cos y).

59. y′ sin y + 4x3 cos3 y = 2x.

Rexe�e: Smenom z = cos y dobijamo Bernulijevu jednaqinu

z′ + 2xz = 4x3z4

koja se svodi (smenom u = z−3) na linearnu

u′ − 6xu = −12x3

qije je rexe�e

u(x) = Ce3x
2

+ 2x2 +
2

3
, C ∈ R.

Prema tome, opxte rexe�e je
1

cos3 y
= Ce3x

2

+ 2x2 +
2

3
.

1.5 Jednaqine sa totalnim diferencijalom

60. Data je jednaqina P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, pri qemu je P ′y(x, y) =
Q′x(x, y). Dokazati da je opxte rexe�e te jednaqine u(x, y) = C
(C ∈ R), gde je

u(x, y) =

∫

P (x, y)dx+

∫ (

Q(x, y)− ∂
∂y

∫

P (x, y)dx

)

dy.
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Rexe�e: Iz uslova P ′y = Q′x sledi da je izraz Pdx + Qdy diferencijal neke

funkcije u, odnosno da je

P (x, y)dx + Q(x, y)du = u′x(x, y)dx + u′y(x, y)dy.

Prema tome,

u(x, y) =

∫

u′x(x, y)dx + ϕ(y) =

∫

P (x, y)dx + ϕ(y). (∗)

Iz uslova u′y = Q sledi da je
∂

∂y

∫

Pdx + ϕ′ = Q, odakle imamo da je

ϕ′(x, y) = Q(x, y)− ∂

∂y

∫

P (x, y)dx, ϕ(y) =

∫ (

Q− ∂

∂y

∫

P (x, y)dx

)

dy.

Iz posled�e jednakosti i jednakosti (∗) sledi tvr�e�e zadatka.

U zadacima 61.− 70. rexiti date jednaqine svo�e�em na oblik
Pdx+Qd = 0.

61. (xy4 − 2x3y2)dx+ (2x2y3 − x4y)dy = 0.

Rexe�e: Leva strana L(x, y) date jednaqine je potpuni diferencijal jer je

L(x, y) = xy4dx + 2x2y3dy − (2x3y2dx + x4ydy) =
1

2
d(x2y4)− 1

2
d(x4y2).

Prema tome, opxte rexe�e je

x2y2(x2 − y2) = C (C ∈ R).
Drugo rexe�e: Poxto je ispu�en uslov P ′y = Q′x, opxte rexe�e je u(x, y) = C

(C ∈ R), gde je

u(x, y) =

∫ x

0

(xy4 − 2x3y2)dx +

∫ y

0

0 · dy =
1

2
x2y4 − 1

2
x4y2.

62. (2x cos y − y2 sinx)dx+ (2y cosx− x2 sin y)dy = 0.

Rexe�e: Ako je L(x, y) leva strana date jednaqine, onda je

L(x, y) = 2x cos ydx− x2 sin ydy + 2y cos xdy − x2 sin ydx
= d(x2 cos y) + d(y2 cos x)

= d(x2 cos y + y2 cos x).

Prema tome, opxte rexe�e je x2 cos y + y2 cos x = C (C ∈ R).
Drugo rexe�e: Poxto je ispu�en uslov P ′y = Q′x, opxte rexe�e je u(x, y) = C

(C ∈ R), gde je

u(x, y) =

∫ x

0

(2x cos y − y2 sin x)dx +

∫ y

0

2ydy = x2 cos y + y2 cos x.

63. (xey + ex)y′ + ey + yex = 0.

Rexe�e: Iz date jednaqine sledi da je

(ey + yex)dx + (xey + ex)dy = 0.
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Ako je L(x, y) leva strana ove jednaqine, onda je

L(x, y) = eydx + xeydy + yexdx + exdy = d(xey) + d(yex),

pa je opxte rexe�e xey + yex = C (C ∈ R).
Drugo rexe�e: Poxto je ispu�en uslov P ′y = Q′x, opxte rexe�e je u(x, y) = C

(C ∈ R), gde je

u(x, y) =

∫ x

0

(ey + yex)dx +

∫ y

0

dy = eyx + yex.

64.
xdx+ ydy
√

x2 + y2
+
dy
x

=
ydx
x2

.

Rexe�e: Kako je

d
(
√

x2 + y2
)

=
xdx + ydy√
x2 + y2

, d
( y

x

)

=
xdy − ydx

x2
,

to je data jednaqina ekvivalentna jednaqini d
(
√

x2 + y2 +
y

x

)

= 0. Prema tome,

opxte rexe�e date jednaqine je
√

x2 + y2 +
y

x
= C, (C ∈ R).

65. y′(ey + x+ sinx) + ex + y + y cosx = 0.

Rexe�e: Data jednaqina je ekvivalentna jednaqini

(ey + x + sin x)dy + (ex + y + y cos x)dx = 0,

odnosno jednaqini

eydy + exdx + xdy + ydx + sin xdy + y cos xdx = 0.

Kako je d(xy) = ydx+xdy i d(y sin x) = y cos xdx+ sin xdy, to je opxte rexe�e date

jednaqine ey + ex + xy + y sin x = C, (C ∈ R).

66.
xdy

x2 + y2
=

(

y
x2 + y2

− 1

)

dx.

Rexe�e: Ako je

P (x, y) =
y

x2 + y2
− 1, Q(x, y) = − x

x2 + y2
,

onda je

P ′y(x, y) = Q′x(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2
,

pa je u pita�u jednaqina sa totalnim diferencijalom. Iz jednakosti u′x = P

sledi da je

u(x, y) =

∫

P (x, y)dx + ϕ(y) = arctan
x

y
− x + ϕ(y),

a iz jednakosti u′y(x, y) = Q(x, y) sledi da je ϕ(y) = C1, gde je C1 ∈ R. Prema

tome, u(x, y) = arctan
x

y
− x + C1, a opxte rexe�e date jednaqine je

arctan
x

y
− x = C (C ∈ R).



28 1 Diferencijalne jednaqine prvog reda

Drugo rexe�e: Poxto je ispu�en uslov P ′y = Q′x, opxte rexe�e je u(x, y) = C

(C ∈ R), gde je

u(x, y) =

∫ x

0

(

y

x2 + y2
− 1

)

dx +

∫ y

0

0 · dy = arctan
x

y
− x.

Napomena: Ako u prvom rexe�u po�emo od jednakosti u′y = Q, onda je

u(x, y) =

∫

x

x2 + y2
dy + ψ(x) = arctan

y

x
+ ψ(x),

gde je ψ′(x) = 1, pa je opxte rexe�e arctan
y

x
+ x = D (D ∈ R). Isto tako, ako u

drugom rexe�u najpre integralimo po y, imamo da je

u(x, y) =

∫ y

0

xdy

x2 + y2
+

∫ x

0

dx = arctan
y

x
+ x.

67. y′ =
(x+ y + 1)ex − ey

(x+ y + 1)ey − ex
.

Rexe�e: Ako je Q(x, y) = (x + y + 1)ey − ex i P (x, y) = ey − ex(x + y + 1),

onda iz date jednaqine sledi da je Pdx + Qdy = 0. Kako je Q′x = P ′y = ey − ex,

postoji funkcija u : R2 → R takva da je Q(x, y) = u′y(x, y) i P (x, y) = u′x. Iz ovih

jednakosti dobijamo da je

u(x, y) =

∫

Q(x, y)dy + ϕ(x) = xey + yey − yex + ϕ(x)

i ϕ′(x) = −xex − ex, xto znaqi da je ϕ(x) = −xex + C1 (C1 ∈ R), odnosno
u(x, y) = xey + yey − yex − xey + C = (ey − ex)(x + y) + C1.

Prema tome, opxte rexe�e date jednaqine je (ey − ex)(x + y) = C (C ∈ R).

68. sin ydx+ (x+ y) cos ydy = 0.

Rexe�e: Ako je P (x, y) = cos y i Q(x, y) = (x+ y) cos y, onda je P ′y = Q′x = cos y,

pa postoji funkcija u : R→ R takva da je u′x = P i u′y = Q. Prema tome,

u(x, y) =

∫

sin ydx + ϕ(y) = x sin y + ϕ(y).

Iz uslova u′y = Q sledi da je ϕ′(y) = y cos(y), pa je ϕ(y) = y sin y + cos y, a opxte

rexe�e date jednaqine je (x + y) sin y + cos y = C (C ∈ R).

69. y′ =
1+ x

√

x2 + y2

(1−
√

x2 + y2)y
.

Rexe�e: Iz date jednaqine sledi da je

(1 + x
√

x2 + y2)dx− (1−
√

x2 + y2)ydy = 0.

Ako je

P (x, y) = 1 + x
√

x2 + y2, Q(x, y) = −y + y
√

x2 + y2,

onda je P ′y = Q′x, pa postoji funkcija u takva da je u′x = P i u′y = Q. Iz ovih

jednakosti dobijamo da je

u(x, y) = x +
1

3

√

(x2 + y2)3 − y2

2
+ C1 (C1 ∈ R),
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pa je opxte rexe�e date jednaqine

x +
1

3

√

(x2 + y2)2 − y2

2
= C (C ∈ R).

Drugo rexe�e: Opxte rexe�e je u(x, y) = C, gde je

u(x, y) =

∫ x

1

(1 + x
√

x2 + y2)dx−
∫ y

0

(1−
√

1 + y2)ydy = x+
1

3
(x2 + y2)3/2 − y2

2
− 4

3
.

70.

(

y
x2 + y2

− y
)

dx =

(

x+
x

x2 + y2
− ey

)

dy.

Rexe�e: Ako je P =

(

y

x2 + y2
− y
)

i Q = −
(

x +
x

x2 + y2
− ey

)

, onda je P ′y =

Q′z, pa imamo jednaqinu sa totalnim diferencijalom. Kako je

u(x, y) =

∫

P (x, y)dx + ϕ(y) = arctan
x

y
− xy + ϕ(y), ϕ′(y) = ey,

opxte rexe�e je dato sa

arctan
x

y
− xy + ey = C, C ∈ R.

Integracioni faktor

71. Neka je data jednaqina P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0, pri qemu je
P ′y 6= Q′x. Ako postoji funkcija λ(x, y) (integracioni faktor)
takva da je

λ(x, y)P (x, y)dx+ λ(x, y)Q(x, y)dy = 0

jednaqina sa totalnim diferencijalom, dokazati da je

λ′yP − λ′xQ = λ(Q′x − P ′y).

Rexe�e: Ako je λPdx+λQdy = 0 jednaqina sa totalnim diferencijalom, onda

je
∂(λP )

∂y
=
∂(λQ)

∂x
,

odnosno

λ′yP + λ′y = λ′xQ + λQ′y.

Iz ove jednakosti sledi tvr�e�e zadatka.

Napomena: Ako je λ = λ(x), onda je λ′y = 0, pa je
λ′x
λ

=
P ′y − Q′x

Q
. Prema tome,

integracioni faktor oblika λ(x) postoji samo ako (P ′y − Q′x)/Q ne zavisi od y.

Sliqno, inegracioni faktor oblika λ(y) postoji samo ako (Q′x − P ′y)/P ne zavisi

od x, pri qemu je
λ′y
λ

=
Q′x − P ′y

P
.
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72. Dokazati da diferencijalna jednaqina P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0
koja ima opxte rexe�e u(x, y) = C ima integracioni faktor.

Rexe�e: Iz jednakosti u′xdx + u′ydy = 0 i date jednaqine sledi da je u′x/P =

u′y/Q. Ako je λ(x, y) = u′x/P , onda je u′x = λP i u′y = λQ, xto znaqi da je λ

integracioni faktor date jednaqine.

U zadacima 73. − 77. odrediti integracioni faktor i rexiti
datu jednaqinu.

73. (2xy + x2y + y3/3)dx+ (x2 + y2)dy = 0.

Rexe�e: Neka je

P (x, y) = 2xy + x2y +
y3

3
, Q(x, y) = x2 + y2.

Kako je
P ′y − Q′x

Q
= 1, integracioni faktor ne zavisi od y. Iz jednaqine dλ/λ = dx

sledi da je λ(x) = ex. Prema tome, imamo jednaqinu sa totalnim deferencijalom
(

2xy + x2y +
y3

3

)

exdx + (x2 + y2)exdy = 0,

pa je

u(x, y) =

∫

(x2 + y2)exdy + ϕ(x) = x2yex +
y3

3
ex + ϕ(x),

gde je ϕ′(x) = C1 (C1 ∈ R). Prema tome, opxte rexe�e je y(3x2+y2)ex = C (C ∈ R).

74. (2xy2 − y)dx+ (y2 + x+ y)dy = 0.

Rexe�e: Neka je P (x, y) = 2xy2 − y i Q(x, y) = y2 + x + y. Kako je

Q′x − P ′y
P

=
2− 4xy

2xy2 − y
= −2

y
,

integracioni faktor ne zavisi od x. Iz jednaqine λ′/λ = −2/y sledi da je λ =

1/y2. Jednaqina
(

2x− 1

y

)

dx +

(

1 +
x

y2
+

1

y

)

dy = 0

je sa jednaqina sa totalnim diferencijalom, pa je

u(x, y) =

∫ (

2x− 1

y

)

dx + ϕ(y) = x2 − x

y
+ ϕ(y),

gde je ϕ(y) = 1 + 1/y, odnosno ϕ(y) = y + ln |y|. Prema tome, opxte rexe�e je

x2 − x

y
+ y + ln |y| = C (C ∈ R).

75. (y − y3)dx+ (x+ xy2)dy = 0.

Rexe�e: Naka je P (x, y) = y − y3 i Q(x, y) = x + xy2. Kako je

P ′y − Q′x
Q

= − 4y2

x + xy2
,

Q′x − P ′y
P

=
4y

1− y2
,
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data jednaqina ima integracioni faktor λ(y), pri qemu je

ln λ(y) = 4

∫

ydy

1− y2
= −2 ln(1− y2),

odnosno λ(y) = 1/(1− y2)2. Prema tome, jednaqina

y

1− y2
dx +

x(1 + y2)

(1− y2)2
dy = 0

je sa totalnim diferencijalom, pa �enim rexava�em dobijamo opxte rexe�e

y2 + Cxy − 1 = 0 (C ∈ R).

76. (2x+ y − yx2)dx+ x(1 + x2)dy = 0

Rexe�e: Neka je P (x, y) = 2x + y − yx2 i Q(x, y) = x(1 + x2). Kako je

P ′y − Q′x
Q

= − 4x

1 + x2
,

integracioni faktor ne zavisi od y. Iz jednaqine
dλ

λ
= − 4x

1 + x2
sledi da je

λ(x) = 1/(1 + x2)2. Prema tome, imamo jednaqinu sa totalnim deferencijalom

2x + y − yx2

(1 + x2)2
dx +

x

1 + x2
dy = 0,

pa je

u(x, y) =

∫

x

1 + x2
dy + ψ(x) =

xy

1 + x2
+ ψ(x),

gde je ψ′(x) = 2x/(1 + x2)2. Prema tome, opxte rexe�e je
xy − 1

1 + x2
= C (C ∈ R).

77. y′ = − tan y
x+ y

.

Rexe�e: Iz jednaqine

λ′ tan y + λ
1

cos2 y
= λ

dobijamo integracioni faktor λ(y) = cos(y). Nakon mno�e�a s λ jednaqina

postaje

sin ydx + (x + y) cos ydy = 0,

pa je

u(x, y) =

∫

sin ydx + ϕ(y) = x sin y + ϕ(y).

Kako je ϕ′(y) = y cos y, to je ϕ(y) = y sin y + cos y, a opxte rexe�e je

(x + y) sin y + cos y = C, C ∈ R.

78. Odrediti integracioni faktor λ(y) i rexiti jednaqinu

(y sin 2x+ xy2)dx+ (y3 − sin2 x)dy = 0.
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Rexe�e: Ako je

P (x, y) = (y sin 2x + xy2)λ(y), Q(x, y) = (y3 − sin2 x)λ(y),

onda iz uslova P ′y = Q′y sledi

λ′

λ
= −2 sin 2x + 2xy

y sin 2x + xy2
= −2

y
,

odnosno λ(y) = 1/y2. Jednaqina sa totalnim diferencijalom je
(

sin 2x

y
+ x

)

dx +

(

y − sin2 x

y2

)

dy = 0,

pa je

u(x, y) = −cos 2x
2y

+
x2

2
+ ϕ(y), ϕ′(y) = y − 1

2y2
,

a opxte rexe�e je x2 + y2 +
2

y
sin2 x = C.

79. Za linearnu jednaqinu y′+ p(x)y = q(x) odrediti opxte rexe�e
nala�e�em integracionog faktora.

Rexe�e: Iz date jednaqine sledi da je (p(x)y − q(x))dx + dy = 0. Ako je

P (x, y) = p(x)y − q i Q(x, y) = 1, onda je
P ′y − Q′x

Q
= p(x), xto znaqi da postoji

integracioni faktor λ(x). Iz jednaqine λ′/λ = p(x) imamo λ(x) = e

∫

p(x)dx
. Prema

tome, jednaqina

e

∫

p(x)dx
(p(x)y − q(x)) dx + e

∫

p(x)dx
dy = 0

je jednaqina sa totalnim diferencijalom, pa je

u(x, y) =

∫

e

∫

p(x)dx
dy + ψ(x) = ye

∫

p(x)dx
+ ψ(x), ψ′(x) = −q(x),

odakle dobijamo poznato opxte rexe�e linearne jednaqine.

80. Za diferencijalnu jednaqinu

(x2y + y + 1)dx+ (x+ x3)dy = 0

odrediti integracioni faktor λ(x), opxte rexe�e i izraqunati
lim
x→0

y(x).

Rexe�e: Mno�e�em date jednaqine sa λ(x), iz uslova totalnog diferencijala

dobijamo
λ′(x)

λ(x)
= − 2x

1 + x2
, pa je λ(x) =

1

1 + x2
. Nova jednaqina je

(

y +
1

x2 + 1

)

dx + xdy = 0,

a �eno opxte rexe�e je xy + arctanx = A (A ∈ R). Prema tome,

lim
x→0

y(x) = lim
x→0

(

A

x
− arctan x

x

)

=

{

±∞, A 6= 0

−1, A = 0.
.
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1.6 Razne jednaqine

Rexiti date jednaqine.

81. (x cos y − y sin y)dy + (xsin y + y cos y)dx = 0.

Rexe�e: Jednaqina ima integracioni faktor λ(x) = ex, pa je

u(x, y) =

∫

(x sin y+y cos y)exdx+ϕ(y) = (xex−ex) sin y+exy cos y+ϕ(y), ϕ′(y) = 0.

Prema tome, opxte rexe�e je

((x− 1) sin y + y cos y) ex = C, C ∈ R.

82.

(

x+ ex/y
)

dx+

(

1− x
y

)

ex/ydy = 0.

Rexe�e: Ako je P =
(

x + ex/y
)

i Q =

(

1− x

y

)

ex/y, onda je

P ′y = Q′x = − x

y2
ex/y,

pa je u pita�u jednaqina sa totalnim diferencijalom. Opxte rexe�e je dato sa

x2 + 2yex/y = C, C ∈ R.

83. (ln y + 2x− 1)y′ = 2y.

Rexe�e: Jednaqina ima integracioni faktor λ(y) = 1/y2. Iz jednaqine sa

totalnim diferencijalom

2

y
dx− 1

y2
(ln y + 2x− 1)dy = 0

dobijamo

u(x, y) =

∫

2

y
dx + ϕ(y), ϕ′(y) = − ln y − 1

y2
.

Prema tome, ϕ(y) =
ln y

y
, a opxte rexe�e je

2x

y
+
ln y

y
= C..

84. y′ = f(ax+ by + c).

Rexe�e: Smenom z = ax + by + c dobijamo jednaqinu
dz

bf(z) + a
= dx koja raz-

dvaja promen	ive x i z. Ako je F (z; a, b) integral leve strane ove jednaqine, onda

je opxte rexe�e x + C = F (ax + by + c; a, b).

85. (x+ y)y′ = y.

Rexe�e: Za y 6= 0 iz date jednaqine sledi da je x′ =
x + y

y
, xto je homogena

jednaqina, pa smenom x/y = u(y) dobijamo da je yu′ = 1, odnosno u(y) = ln |y| +
C (C ∈ R). Prema tome, opxte rexe�e date jednaqine je x = y(ln |y| + C).
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Drugo rexe�e: Za y 6= 0 iz date jednaqine sledi da je x′ − x/y = 1, xto je

linearna (po x) jednaqina, pa je

x(y) = e

∫

dy
y

(

C1 +

∫

dy

|y|

)

= |y|(C1 + sgn(y) · ln |y|) = y(C + ln |y|).

86. y(1 + xy)dx− xdy = 0.

Rexe�e: Neka je P (x, y) = y(1 + xy) i Q(x, y) = −x. Kako je

P ′y − Q′x
Q

= − 2

x
(xy + 1),

Q′x − P ′y
P

= −2

y
,

data jednaqina ima integracioni faktor λ(y), pri qemu je d ln λ(y)/dy = −2/y,
odnosno λ(y) = 1/y2. Kako je

1 + xy

y
dx− x

y2
dy =

ydx− xdy
y2

+ xdx = d

(

xy +
x2

2

)

,

to je opxte rexe�e x2 + 2 · x
y
= C (C ∈ R).

Napomena: Data jednaqina je Bernulijeva, xto znaqi da se mo�e rexiti

smenom z = 1/y.

87. (x2y2 + x)dy + ydx = 0.

Rexe�e: Kako je

(x2y2 + x)dy + ydx = x2y2dy + xdy + ydx

= x2y2dy + d(xy)

= x2y2
(

dy +
d(xy)

(xy)2

)

= (xy)2d

(

y − 1

xy

)

,

to je y − 1/xy = C, gde je C ∈ R, pa je opxte rexe�e xy2 − Cxy = 1 (C ∈ R).

88. y′ =
y(x− y)
x(x+ y)

.

Rexe�e: Iz date jednaqine imamo da je y(xdy + ydx) = x(ydx− xdy), odnosno

d(xy) = xy
ydx− xdy

y2
= (xy)d

(

x

y

)

,

odakle sledi da je ln Cxy = x/y, gde je C ∈ R.

89. (1− y lnx)xy′ = y2.

Rexe�e: Iz date jednaqine sledi da je

y
dx

x
+ (ln x)dy =

dy

y
,

odnosno d(y ln x) = d(ln y), odakle dobijamo opxte rexe�e

y ln x = ln y + C (C ∈ R).
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90. x(y3 + lnx)y′ + y = 0.

Rexe�e: Iz date jednaqine sledi da je

y3dy + ln x · dy + y

x
dx = 0,

odnosno d(y4/4) + d(y ln x) = 0, pa je opxte rexe�e y4/4 + y ln x = C (C ∈ R).
Drugo rexe�e: Iz date jednaqine sledi da je

y

x
dx + (y3 + ln x)dy = 0,

xto je jednaqina sa totalnim diferencijalom. Prema tome,

u(x, y) =

∫

y

x
dx = y ln x + ϕ(y),

gde ϕ(y) odre�ujemo iz uslova u′y = y3 + ln x.

91. y′ = −y
2 + xy + 1
x2 + xy + 1

.

Rexe�e: Iz jednakosti

(y2 + xy + 1)dx + (x2 + xy + 1)dy = 0

sledi da je

(x + y)(ydx + xdy) + d(x + y) = 0.

Smenom u = x + y i v = xy dobijamo jednaqinu dv + du/u = 0, qije je rexe�e

v + ln |u| = C, pa je rexe�e date jednaqine exy|x + y| = D (D ∈ R).

92. (x+ xy + y2)dx = (x2 + xy − y)dy.

Rexe�e: Iz date jednaqine sledi da je

dx

x2 + xy − y
=

dy

y2 + xy + x
,

odakle dobijamo
dx− dy

(x + y)(x− y − 1)
=

xdx + ydy

(x + y)(x2 + y2)
,

odnosno

(x− y − 1)2 = C(x2 + y2) (C ∈ R).

93. xy′
(

y − x2e−y
2
)

= 1.

Rexe�e: Iz date jednaqine sledi da je x′ − yx = −e−y
2

x3, xto je Bernulijeva

jednaqina po x. Smenom x−2(y) = z(y) dobijamo linearnu jednaqinu po z qije je

rexe�e z(y) = (2 + C)e−y
2
(C ∈ R). Prema tome, opxte rexe�e date jednaqine je

x(y) = ey
2
/2 (2y + C)

−1/2
(C ∈ R).

94. (x+ y − 2)dx+ (x− y + 4)dy = 0.

Rexe�e: Data jednaqina je jednaqina sa totalnim diferencijalom, pa je

u(x, y) =

∫

(x + y − 2)dx + ϕ(y) =
x2

2
+ xy − 2x + ϕ(y).
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Iz uslova u′(y) = x−y+4 sledi da je ϕ′(y) = −y+4, odnosno ϕ(y) = −y2/2+4y+C1

(C1 ∈ R). Prema tome, opxte rexe�e je

x2 + 2xy − 4x− y2 + 8y = C (C ∈ R).

Drugo rexe�e: Smenom x = u − 1 i y = v + 3 iz date jednaqine dobijamo

homogenu jednaqinu

v′ =
v + u

v − u
qije je opxte rexe�e u2 + 2uv − v2 = C (C ∈ R). Vra�a�em promen	ivih x i y

imamo opxte rexe�e date jednaqine.

95.
√
3 + 2x− x2 · y′ = y.

Rexe�e: Data jednaqina razdvaja promen	ive, pa iz jednakosti

dy

y
=

dx√
4− (x− 1)2

dobijamo da je y = Cearcsin
x−1
2 (C ∈ R).

96. (2x− y + 1)dx+ (2y − x− 1dy = 0.

Rexe�e: Data jednaqina je jednaqina sa totalnim diferencijalom, pa je

u(x, y) =

∫

(2x− y + 1)dx + ϕ(y) = x2 − yx + x + ϕ(y),

pri qemu je ϕ(y) = y2 − y + C1 (C1 ∈ R). Prema tome, opxte rexe�e je

x2 + y2 + x− y − xy = C (C ∈ R).

Napomena 1: Ako je A(x, y) leva strana date jednaqine, onda je

A(x, y) = 2xdx + dx + 2ydy − y − (ydx + xdy) = d(x2 + x) + d(y2 − y)− d(xy),

odakle direkno dobijamo oxte rexe�e.

Napomena 2: Smenama x = u + α i y = v + β jednaqina se svodi na homogenu.

97.
dx

2x2 − 2xy + 2y2
=

dy
y2 − 4xy

.

Rexe�e: Iz date jednaqine sledi da je

(y2 − 4xy)dx + (2xy − x2 − y2)dy = 0,

xto je jednaqina sa totalnim diferencijalom qije je opxte rexe�e

2y3 − 3xy2 + 6x2y = C (C ∈ R).

Napomena: Data jednaqina je i homogena.

98. y′ =
2x− 4y + 1
x− 2y + 1

.

Rexe�e: Smenom x− 2y = z data jednaqina se svodi na jednaqinu

z + 1

3z + 1
dz = −dx
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qije je rexe�e
1

3
z +

2

9
ln+3z + 1| = −x + C1, C1 ∈ R.

Vra�a�em promen	ivih x i y i sre�iva�em dobijamo opxte rexe�e

(3x− 6y + 1)2e12x−6y = C (C ∈ R).

99. y′ = −5x+ 3y + 2
x+ y

.

Rexe�e: Smenama x = u− 1 i y = v + 1 dobijamo homogenu jednaqinu

v′ = −5u + 3v

u + v
,

a zatim smenom v/u = t dobijamo jednaqinu

1 + t

t2 + 4t + 5
dt = −du

u
.

Integracijom leve i desne strane ove jednakosti i vra�a�em promen	ivih x i y

nalazimo opxte rexe�e date jednaqine

exp

{

arctan

(

x + 1

y − 1
+ 2

)}

= C|x + 1|

√

(

x + 1

y − 1

)2

+ 4

(

x + 1

y − 1

)

+ 5, C ∈ R.

100. xy′ =
√

3x2 + y2 + y.

Rexe�e: Data jednaqina je homogena, pa se smenom u = y/x svodi na jednaqinu
du√
u2 + 3

=
dx

x
qije je rexe�e u +

√
u2 + 3 = Cx (C 6= 0), a opxte rexe�e date

jednaqine je

Cx2 = y +
√

3x2 + y2.

101. yy′ = xey
2−x2 .

Rexe�e: Iz date jednaqine sledi da je ye−y
2
dy = xe−x

2
dx, odnosno d(e−x

2
) =

d(e−x
2
), pa je opxte rexe�e e−y

2
= E−x

2
+ C (C ∈ R).

102. y′(xy − y3x4) = 1.

Rexe�e: Data jednaqina je Bernulijeva po x

x′ − yx = −y3x4.

Smenom z(y) = x−3(y) ona se svodi na linearnu jednaqinu qije je rexe�e

z(y)3 = Ce−3y
2
/2 + y2 − 2

3
, C ∈ R.

Prema tome, opxte rexe�e je
1

x3
= Ce−3y

2
/2 + y2 − 2

3
.

103. y′ + tan y =
x

cos y
.

Rexe�e: Smenom z = sin y data jednaqina se svodi na linearnu jednaqinu

z′ + z = x qije je rexe�e z = Ce−x + x− 1 (C ∈ R). Opxte rexe�e date jednaqine

je sin y = Ce−x + x− 1.



38 1 Diferencijalne jednaqine prvog reda

104. (xsin y + y)dx+ (x2 cos y + x lnx)dy = 0.

Rexe�e: Ako je

P = (x sin y + y)λ(x), Q = (x2 cos y + x ln x)λ(x),

onda iz uslova P ′y = Q′x dobijamo integracioni faktor λ(x) =
1

x
. Rexava�em nove

jednaqine sa totalnim diferencijalom nalazimo opxte rexe�e

x sin y + y ln x = C, C ∈ R.

105. (x2 + 2xy − y2)dx+ (y2 + 2xy − x2)dy = 0.

Rexe�e: Data jednaqina je homogena. Smenom u = y/x, za u 6= −1, ona se

svodi na jednaqinu
dx

x
= − u2 + 2u− 1

(u2 + 1)(u + 1)
du

qije je rexe�e x(u2 + 1) = C(u + 1). Opxte rexe�e date jednaqine je x2 + y2 =

C(x + y), a partikularno rexe�e y = −x (za u = −1) se dobija iz opxteg za

C =∞.

106. y′ =
√

y/x.

Rexe�e: Data jednaqina je definisana za xy > 0 ili y = 0, pri qemu y = 0

jeste �eno rexe�e. Za xy > 0 smenom u = y/x jednaqina se svodi na jednaqinu

du√
u− u

=
dx

x
,
√
u 6= u

qije je rexe�e
√

|x|
(√

u− 1
)

= C (C 6= 0). Za
√
u = u i xy 6= 0 dobijamo rexe�e

y = x. Prema tome, opxte rexe�e date jednaqine je
√

|y| =
√

|x| + C, gde je

C ∈ R.

107. (x3 − y
√

x2 + y2)dx+ (x2y + x
√

x2 + y2)dy = 0.

Rexe�e: Iz date jednaqine sledi da je

xdx + ydy√
x2 + y2

=
ydx− xdy

x2
,

odnosno d
√

x2 + y2 = −d(y/x). Prema tome, opxte rexe�e je

√

x2 + y2 +
y

x
= C, C ∈ R.

108. (xdy − ydx)ch x = x2dx.

Rexe�e: Data jednaqina je linearna y′ − 1

x
y =

x

ch x
, pa je

y(x) = |x|
(

C + sgn(x)

∫

dx

ch x

)

= Dx + 2x arctan ex, D ∈ R.

Drugo rexe�e: Iz date jednaqine sledi d
( y

x

)

=
dx

ch x
, pa je

y

x
=

∫

dx

ch x
+ C.



1 Diferencijalne jednaqine prvog reda 39

Tre�e rexe�e: Za x 6= 0 data jednaqina je ekvivalentna jednaqini sa totalnim

diferencijalom
(

1

ch x
+

y

x2

)

dx− 1

x
dy = 0.

Ako je

u(x, y) =

∫ (

1

ch x
+

y

x2

)

dx + ϕ(y) = 2 arctan ex − y

x
+ ϕ(y),

onda iz uslova u′y = −1/x sledi da je ϕ(y) = A (A ∈ R). Opxte rexe�e je

u(x, y) = B (B ∈ R), odnosno y/x = 2 arctan ex + C (C ∈ R).

109. x(1 + x2)y′ = 2x+ y(x2 − 1).

Rexe�e: Za x 6= 0 iz date jednaqine sledi da je

y′ − x2 − 1

x(1 + x2)
y =

2

1 + x2
.

Ovo je linearna jednaqina, pa je

y(x) =
x2 + 1

|x|

(

A +

∫

2|x|dx
(1 + x2)2

)

= C
1 + x2

x
− 1

x
, C ∈ R.

110. x4y′ = (x2 + y2)2 + yx3.

Rexe�e: Smenom u = y/x dobijamo jednaqinu du/(1 + u2)2 = dx/x. Ako je

I =

∫

du

(1 + u2)2
, primenom parcijalne integracije imamo da je

∫

du

1 + u2
=

u

1 + u2
+ 2

∫

du

1 + u2
− 2I,

pa je 2I =
u

1 + u2
+ arctan u, a opxte rexe�e date jednaqine je

xy

x2 + y2
+ arctan

y

x
= ln x2 + C, C ∈ R.

111. (2xy + 3)dy − y2dx = 0.

Rexe�e: Data jednaqina je linearna po x jer je x′ − 2

y
x =

3

y2
, pa je

x(y) = y2
(

C + 3

∫

dy

y4

)

= Cy2 − 1

y
,

a y = 0 je singularno rexe�e.

Napomena: Qesta grexka studenata je da previde znak − i da zak	uqe da se

radi o jednaqini sa totalnim diferencijalom.

Drugo rexe�e: Data jednaqina ima integracioni faktor λ(y) = 1/y2, pa je

u(x, y) = − 1

y2

∫

dx = − x

y2
+ ϕ(y),

pri qemu je ϕ′(y) = 3/y4, odnosno ϕ(y) = −1/y3 + A (A ∈ R). Prema tome, opxte

rexe�e je u(x, y) = B, odnosno x/y2 − 1/y3 = C (C ∈ R).
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112. y′ =
x+ y
y − x

.

Rexe�e: Smenom y/x = u(x) dobijamo jednaqinu

1− u
1 + 2u− u2

= −dx
x
, 1 + 2u− u2 6= 0.

Integracijom leve i desne strane nalazimo da je

ln |1 + 2u− u2| = −2 ln |x| + C1 (C1 ∈ R).

Kako su i z = 1 +
√
2 i z = 1−

√
2 rexe�a, to je opxte rexe�e date jednaqine

x2 + 2xy − y2 = C (C ∈ R).
Napomena: Integralne krive su hiperbole sa svojim asimptotama y = (1+

√
2)x

i y = (1−
√
2)x.

Drugo rexe�e: Iz date jednaqine sledi da je (x+ y)dx− (y − x)dy = 0, xto je

jednaqina sa totalnim diferencijalom, pa je

u(x, y) =

∫

(x + y)dx + ϕ(y) =
x2

2
+ xy + ϕ(y).

Kako je u′y = x + ϕ′(y), iz jednakosti u′y = Q(x, y) sledi da je ϕ′(y) = −y, odnosno
ϕ(y) = −y2/2 + A (A ∈ R).

113. xy′ + y = y2 lnx.

Rexe�e: Data jednaqina je definisana za x > 0 i ekvivalentna je Bernuli-

jevoj jednaqini

y′ +
1

x
y = y2

ln x

x
.

Smenom z = y−1 dobijamo linearnu jednaqinu

z′ − 1

x
z = − ln x

x
,

pa je

z(x) = x

(

C −
∫

ln x

x2
dx

)

= Cx + ln x + 1,

a opxe rexe�e y(x) =
1

Cx + ln x + 1
.

Drugo rexe�e: Ako je y = uv, tada iz date jednaqine sledi da je

xu′v + u(xv′ + v) = u2v2 ln x.

Za xv′ + v = 0, odnosno za v = 1/x, imamo jednaqinu
du

u2
=
ln x

x2
dx qije je rexe�e

u = x/(lnx+1+Cx) (C ∈ R). Prema tome, opxte rexe�e je y(x) = 1/(Cx+ ln x+1).

Tre�e rexe�e: Ako je z(x) = yx, onda je y′ = z′/x− z/x2, pa iz date jednaqine

dobijamo jednaqinu
dz

z2
=
ln x

x
dx qije je rexe�e

1

z
=
ln x + 1

x
+ C (C ∈ R).

Prema tome, 1/y = ln x + 1 + Cx.
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114. (x2 − y2 + 2xy)dx+ (y2 − x2 + 2xy)dy = 0.

Rexe�e: Data jednaqina je homogena. Ako je u(x) = y/x, onda je dy = udx+xdu,

a iz date jednaqine sledi da je

(1− u2 + 2u)dx + (u2 − 1 + 2u)(udx + xdu) = 0,

odnosno

(u3 + u2 + u + 1)dx + x(u2 − 1 + 2u)du = 0. (∗)

Za u 6= −1 i x 6= 0 je
u2 + 2u− 1

(u2 + 1)(u + 1)
du +

dx

x
= 0.

Ako je
u2 + 2u− 1

(u2 + 1)(u + 1)
=

A

u + 1
+
Bu + C

u2 + 1
,

onda je

u2 + 2u− 1 = A(u2 + 1) + (Bu + C)(u + 1).

Iz ove jednakosti za u = −1 dobijamo A = −1, a za u = i dobijamo B = 2 i C = 0.

Prema tome,
∫

u2 + 2u− 1

(u2 + 1)(u + 1)
du = ln

u2 + 1

|u + 1|
+ E, E ∈ R,

pa je opxte rexe�e jednaqine (∗) dato sa (u2 + 1)x = F (u + 1), F 6= 0, a opxte

rexe�e polazne jednaqine je x2 + y2 = G(x + y). Rexe�e y = −x se dobija za

u = −1.

115. cos y(sin y − 3x2 cos y)dx+ xdy = 0.

Rexe�e: Ako datu jednaqinu pomno�imo sa λ(y) i ako je

P = λ cos y(sin y − 3x2 cos y), Q = λx,

onda je
λ′(y)

λ(y)
=

2 sin2 y − 6x2 sin y cos y

2 cos y(sin y − 3x2 cos y)
= 2

sin y

cos
,

pa je λ(y) =
1

cos2 y
. Rexava�em jednaqine sa totalnim diferencijalom

(tan y − 3x2)dx +
x

cos2 y
dy = 0

dobijamo opxte rexe�e x tan t− x3 = C.

116. 2xy ln ydx+ (x2 − ln y)dy = 0.

Rexe�e: Jednaqina je Bernulijeva po x

x′ +
1

2y ln y
x =

1

2y
x−1.

Smenom z = x2 dobijamo linearnu jednaqinu z′ +
1

y ln y
z =

1

y
qije je opxte rexe�e

2x2 ln y = ln2 y + C.
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Drugo rexe�e: Jednaqina ima integracioni faktor λ(y) =
1

y
, pri qemu je

u(x, y) = x2 ln y + ϕ(y), ϕ′(y) = − ln y
y
, ϕ(y) = − ln

2 y

2
.

117. (sinx+ ey)dx+ cosx dy = 0.

Rexe�e: Jednaqina ima integracioni faktor λ(y) = e−y. Za jednaqinu sa

totalnim diferencijalom
(

e−y sin x + 1
)

dx + e−y cos xdy = 0

nalazimo

u(x, y) =

∫

(

e−y sin x + 1
)

dx + ϕ(y) = x− e−y cos x + C.

Prema tome, opxte rexe�e je x− e−y cos x = D.

Drugo rexe�e: Smenom ey = u dobijamo Bernulijevu jednaqinu

u′ + u tan x = − u2

cos x
,

a novom smenom z = u−1 dobijamo linearnu jednaqinu z′ − tan xz =
1

cos x
qije je

rexe�e z =
C + x

cos x
. Vra�a�em promen	ivih x i y nalazimo opxte rexe�e.

118. (x+ y − 3)y′ + 2x− 4y + 6 = 0.

Rexe�e: Smenama x = u + 1 i y = v + 2 jednaqina se svodi na homogenu

v′ =
4v − 2u

u + v
,

a ova smenom
v

u
= t na jednaqinu

1 + t

t2 − 3t + 2
dt = −du

u
.

Kako je
1 + t

t2 − 3t + 2
=

3

t− 2
− 2

t− 1
,

rexe�e posled�e jednaqine je (t− 2)3u = C(t− 1)2, a opxte rexe�e polazne jed-

naqine je

(y − x− 1)2 = C(y − 2x)3.
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