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1. Odrediti opxte rexe�e sistema diferencijalnih jednaqina

x′ = x− 3y + 6z

y′ = 3x− 5y + 6z

z′ = 3x− 3y + 4z.

Rexe�e metodom eliminacije. Dati sistem ne mo�e da se svede na jednu jednaqinu
tre�eg reda jer uslov tipa (20) iz u
benika1 (str.76) nije ispu�en ni za jednu od nepoz-
natih x, y i z.

Me�utim, sistem mo�e da se svede na jednu jednaqinu drugog reda i jednu jednaqinu
prvog reda (videti Primer 9 iz u
benika, str.81). Iz prve jednaqine sistema diferen-
cira�em imamo da je x′′ = x′ − 3y′ + 6z′, pa zamenom izraza za y′ i z′ iz druge i tre�e
jednaqine dobijamo jednaqinu (po x) sa konstantnim koeficijentima

x′′ = x′ − 3(3x− 5y + 6z) + 6(3x− 3y + 4z)

= x′ + 9x− 3y + 6z

= x′ + 9x+ x′ − x
= 2x′ + 8x.

Karakteristiqni polinom ove jednaqine je k2 − 2k − 8, odnosno (k − 4)(k + 2), pa je �eno
opxte rexe�e

x(t) = C1e
4t + C2e

−2t, C1, C2 ∈ R.
U preostale dve jednaqine mo�emo jednu od nepoznatih da eliminixemo ( y ili z). Na
primer, ako u tre�oj jednaqini −3y zamenimo sa x′−x− 6z, dobijamo linearnu jednaqinu
prvog reda z′ + 2z = q, gde je

q(t) = 2x+ x′ = 2C1e
4t + 2C2e

−2t + 4C1e
4t − 2C2e

−2t = 6C1e
4t.

Prema formuli za opxte rexe�e linearne jednaqine imamo da je

z(t) = e−2t
(

C3 +

∫

q(t)e2tdt

)

= e−2t
(

C3 + 6C1

∫

e6tdt

)

= C3e
−2t + C1e

4t,

gde je C3 ∈ R. Tre�u nepoznatu (y) sada jednostavno nalazimo iz prve ili tre�e jednaqine.
Na primer, iz prve jednaqine i dobijenih rexe�a za x i z sledi da je

3y = x+ 6z − x′ = 3C1e
4t + 2C2e

−2t + 6C3e
−2t,

odakle nalazimo da je
y(t) = C1e

4t + (C2 + 2C3)e
−2t.

Rexe�e Ojlerovom metodom (videti U
benik, str.117 i Zbikru2, str.77 i str.87). Ako je
X vektor nepoznatih funkcija, Ẋ vektor izvoda tih funkcija i A matrica koeficijenata
datog sistema,

X =





x
y
z



 , Ẋ =





x′

y′

z′



 , A =





1 −3 6
3 −5 6
3 −3 4



 ,
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tada sistem glasi Ẋ = AX. Ojlerova metoda se gradi na ideji (koja se pokazala uspex-
nom) da se rexe�e sistema tra�i u obliku X = Meλt, gde je M vektor koeficijenata.
Zamenom X i Ẋ = λMeλt u sistem dobijamo jednakost (A − λE)M = 0 koja predstav	a
linearan homogen sistem po nepoznatim elementima vektora M . Netrivijalna rexe�a
tog sistema postoje samo kada je |A − λE| = 0 (singularna matrica sistema). Kako je
|A − λE| polinom stepena n po λ (karakteristiqni polinom), svaka nula tog polinoma
mo�e da generixe jedno partikularno rexe�e datog sistema diferencijalnih jednaqina.
Pri tome, dobijena partikularna rexe�a su linearno nezavisna (ovo je jako va�no, a
obrazlo�e�e treba smisliti ili konsultovati u
benik).

Dakle, na�imo prvo karakteristiqni polinom i �egove nule.

|A− λE| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1− λ −3 6
3 −5− λ 6
3 −3 4− λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (4− λ)(λ+ 2)2.

Za jednostruku nulu λ = 4 i elemente a, b i c vektora M imamo da je

(A− 4E)M =





−3 −3 6
3 −9 6
3 −3 0



 ·





a
b
c



 ,

pa je sistem (A− λE)M = O (za a, b i c) ekvivalentan sistemu

a+ b− 2c = 0, a− 3b+ 2c = 0, a− b = 0.

Za jedno rexe�e ovog sistema, na primer a = b = c = 1, imamo partikularno rexe�e datog
sistema

X1(t) =





1
1
1



 e4t.

Za dvostruku nulu (λ = −2) karakteristiqnog polinoma mo�emo da dobijemo dva neza-
visna partikularna rexe�a koja su oblika (ovde treba jox malo teorije iz u
benika)

X(t) = (M1 +M2t)e
λt, M1 =





a1
b1
c1



 , M2 =





a2
b2
c2



 ,

pri qemu vektore M1 i M2 nalazimo iz sistema

(A− λE)M2 = O, (A− λE)M1 =M2.

U naxem sluqaju to je sistem




3 −3 6
3 −3 6
3 −3 6



 ·





a2
b2
c2



 =





0
0
0



 ,





3 −3 6
3 −3 6
3 −3 6



 ·





a1
b1
c1



 =





a2
b2
c2





koji je ekvivalentan sistemu

a2 − b2 + 2c2 = 0, a1 − b1 + 2c1 = a2 = b2 = c2.

Dva nezavisna rexe�a ovog sistema dobijamo, na primer za a1 = 1, c1 = 0 i za a1 = 0,
c1 = 1. U prvom sluqaju je b1 = 1 i a2 = b2 = c2 = 0, a u drugom sluqaju je b1 = 2 i
opet a2 = b2 = c2 = 0. Odgovaraj�a partikularna rexe�a datog sistema diferencijalnih
jednaqina su

X2(t) =





1
1
0



 e−2t, X3(t) =





0
2
1



 e−2t.



Opxte rexe�e datog sistema je (ponovo treba malo teorije)

X(t) = C1X1 + C2X2 + C3X3, C1, C2, C3 ∈ R,

odnosno

x(t) = C1e
4t + C2e

−2t

y(t) = C1e
4t + (C2 + 2C3)e

−2t

z(t) = C1e
4t + C3e

−2t.

Rexe�e primenom Laplasove transformacije . Ako je x(0) = −a, y(0) = −b i z(0) = −c i
ako je L[x] = X, L[y] = Y i L[z] = Z, tada primenom Laplasove transformacije na dati
sistem dobijamo da je

sX + a = X − 3Y + 6Z

sY + b = 3X − 5Y + 6Z

sZ + c = 3X − 3Y + 4Z,

odnosno

(1− s)X − 3Y + 6Z = a

3X − (5 + s)Y + 6Z = b

3X − 3Y + (4− s)Z = c.

Ovaj algebarski linearni sistem (po nepoznatim X, Y i Z) mo�emo da reximo Kramerovim
pravilom. Determinanta ovog sistema je

∆ = −s3 + 12s+ 16 = −(s− 4)(s+ 2)2,

a determinante ∆X , ∆Y i ∆Z su

∆X = (s+2)(as− a− 3b+6c), ∆Y = (s+2)(3a+ bs− 7b+6c), ∆Z = (s+2)(3a− 3b+ cs+2c).

Rastav	a�em na proste razlomke dobijamo da je

X =
∆X

∆
= −as− a− 3b+ 6c

(s− 4)(s+ 2)
=
b− a− 2c

2
· 1

s− 4
+

2c− a− b
2

· 1

s+ 2
=

C1

s− 4
+

C2

s+ 2
,

Z =
∆Z

∆
= −3a− 3b+ cs+ 2c

(s− 4)(s+ 2)
=
b− a− 2c

2
· 1

s− 4
+
a− b
2
· 1

s+ 2
=

C1

s− 4
+

C3

s+ 2
,

Y =
∆X

∆
= −3a+ bs− 7b+ 6c

(s− 4)(s+ 2)
=
b− a− 2c

2
· 1

s− 4
+
a− 3b+ 2c

2
· 1

s+ 2
=

C1

s− 4
+
C2 + 2C3

s+ 2
.

Iz ovih jednakosti, inverznom Laplasovom transformacijom, nalazimo da je

x(t) = C1e
4t + C2e

−2t, y(t) = C1e
4t + (C2 + 2C3)e

−2t, z(t) = C1e
4t + C3e

−2t.

Da li je ovo opxte rexe�e datog sistema diferencijalnih jednaqina ? Nove konstane C1, C2

i C3 smo definisali jednakostima

−a+ b− 2c = 2C1, −a− b+ 2c = 2C2, a− b = 2C3.

Poxto je
∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 1 −2
−1 −1 2
1 −1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −4 6= 0,



za proizvo	ne vrednosti konstanti C1, C2, C3 ∈ R postoje (jedinstvene) vrednosti a, b i
c pomo�u kojih dobijamo te konstante. Prema tome, zaista imamo opxte rexe�e datog
sistema.

2. Izraqunati

∫

C−
z(|z + 1|+Re z)dz, gde je C granica oblasti {z : Re z < 0, |z| < 1}.

Rexe�e. Podintegralna funkcija z 7→ z(|z+1|+Re z) nije analitiqka u datoj oblasti,

pa za

∫

C

f(z)dz ne mo�emo primeniti ni Koxijevu teoremu, ni �utn-Lajbnicovu formulu,

ni Koxijeve formule.

Ne preostaje nam nixta drugo, ve� da konturu C parametrizujemo i dati integral
svedemo na integrale kompleksne funkcije realne promen	ive. Konturu C mo�emo da
razlo�imo na du� C1 i polukru�nicu C2,

C1 = {z = it : t ∈ [−1, 1]}, C2 = {z = eit : t ∈ [π/2, 3π/2]

pri qemu je
∫

C−
f(z)dz = −

∫

C+

f(z)dz = −I, I =

∫

C1

f(z)dz +

∫

C2

f(z)dz = I1 + I2.

Za z ∈ C1 je

z = −it, dz = idt, Re z = 0, z + 1 = 1 + it, |z + 1| =
√

1 + t2,

pa je

I1 = −
∫ 1

−1
it
√

1 + t2idt =

∫ 1

−1
t
√

1 + t2dt = 0

jer je integrand neparna funkcija, a interval integracije simetriqan u odnosu na t = 0.

Za z ∈ C2 je

z = e−it, dz = ieitdt, z + 1 = 1 + cos t+ i sin t, |z + 1| =
√
2 + 2 cos t = 2

∣

∣

∣

∣

cos
t

2

∣

∣

∣

∣

,

pa je

I2 = 2i

∫ 3π/2

π/2

∣

∣

∣

∣

cos
t

2

∣

∣

∣

∣

dt+ i

∫ 3π/2

π/2
cos tdt = 2iJ + iK.

Smenom t/2 = u u integralu J imamo da je

J = 2

∫ 3π/4

π/4
|cosu|du = 2

∫ π/2

π/4
cosudu− 2

∫ 3π/4

π/2
cosudu = 4

∫ π/2

π/4
cosudu = 2(2−

√
2).

Kako je K =

∫ 3π/2

π/2
cos tdt = −2, to je

I = I2 = 2iJ + iK = 2(3− 2
√
2)i.

Prema tome,
∫

C−
f(z)dz = 2(2

√
2− 3)i.

3. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′(t)− 4y′(t) + 5y(t) = 25t



ako je y(0) = 1 i y′(0) = 2.

Rexe�e. Ako je L[y] = Y , tada je

L[y′] = sY − 1, L[y′′] = s2Y − s− 2,

pa iz date jednaqine imamo da je

Y (s2 − 4s+ 5) =
25

s2
+ s− 2,

odnosno

Y (s) =
25

s2(s2 − 4s+ 5)
+

s− 2

s2 − 4s+ 5
= 25 · U(s) + V (s).

Iz jednakosti

U(s) =
A

s
+
B

s2
+

Cs+D

s2 − 4s+ 5

sledi da je
1 = (A+ C)s3 + (B +D − 4A)s2 + (5A− 4B)s+ 5B.

Rexava�em sistema

5B = 1, A+ C = 0, B +D − 4A = 0, 5A− 4B = 0

dobijamo da je A = 4/25, B = 1/5, C = −4/25 i D = 11/25. To znaqi da je

25U(s) =
4

s
+

5

s2
+
−4s+ 11

s2 − 4s+ 5
=

4

s
+

5

s2
− 4 · s− 2

(s− 2)2 + 1
+

3

(s− 2)2 + 1
.

Sada je jednostavno 'proqitati' inverznu Laplasovu sliku za 25U .

Kako je L−1[V ] : t 7→ e2t sin t, to je y = L−1[Y ], gde je

y(t) = 4 + 5t− 4e2t cos t+ 3e2t sin t+ e2t sin t

= 4 + 5t+ 3e2t(sin t− cos t).

Napomena. Inverzna Laplasova slika funkcije U mo�e da se odredi i primenom Teo-
reme o integraciji originala (videti U
benik, str.217). Kako je

U(s) =
G(s)

s2
, G(s) =

1

(s− 2)2 + 1
, L−1[G] = g, g(t) = e2t sin t,

prema toj teoremi imamo da je

L−1[U ] =

∫ t

0
dt

∫ t

0
g(t)dt =

∫ t

0

[

1

5
− 1

5
e2t(cos t− 2 sin t)

]

dt

=
1

25

(

4 + 5t+ e2t(3 sin t− 4 cos t
)

.


