
1

Jun 2024

1. Napisati Tejlorov polinom drugog stepena koji u okolini taqke B(2, 0)
aproksimira funkciju z = f(x, y) zadatu implicitno jednaqinom:

z2(1 + x)− x2 + 5y2 + xyz = 24, z > 0

2. Odrediti sve ekstremne vrednosti funkcije

f(x, y) =
1

x
− y2,

pri uslovu x2y =
√
2.

3. Izraqunati
∫

x2 · cosx

sin3 x
dx.

4. Izraqunati: ∫∫
D

y3 dxdy,

gde je oblast D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 2, 0 ≤ y ≤
√
x}.

Rexeǌa:

1. Zamenom x = 0 i y = 2 u datu jednakost dobijamo jednaqinu z2 = 4,
z > 0, qije je rexeǌe z = 2, te je z(B) = 2.

Diferenciraǌem date jednakosti po x i y, redom dobijamo:

z′x(xy + 2xz + 2z) = 2x− yz − z2,(1)

z′y(xy + 2xz + 2z) = −xz − 10y.(2)

Zamenom x = 0, y = 2 i z = 2 u (1) i (2) dobijamo da je z′x(B) = −2 i
z′y(B) = −5.

Diferenciraǌem jednakosti (1) po x i y, i jednakosti (2) po y, redom
dobijamo

z′′xx(xy + 2xz + 2z) = 2− 2yz′x − 4zz′x − 2(1 + x)(z′x)
2,

z′′xy(xy + 2xz + 2z) = −z − yz′y − xz′x − 2zz′y − 2(1 + x)z′xz
′
y,

z′′yy(xy + 2xz + 2z) = −2xz′y − 10− 2(1 + x)(z′y)
2.

(3)

Zamenom x = 0, y = 2, z = 2, z′x = −2 i z′y = −5 u (3) dobijamo da je
z′′xx(B) = 9

2 , z′′xy(B) = 2 i z′′yy(B) = −15.
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Na kraju, zamenom dobijenih vrednosti u

T2(x, y) = z(B) + z′x(B)△x+ z′y(B)△y

+
1

2

(
z′′xx(B)△x2 + 2z′′xy(B)△x△y + z′′yy(B)△y2

)
(△x = x− 0 = x, △y = y − 2) dobijamo tra�eni Tejlorov polinom:

T2(x, y) = 2− 2x− 5(y − 2) +
1

2

(
9

2
x2 + 4x(y − 2)− 15(y − 2)2

)
.

2. Ako je φ = x2y −
√
2, tada je odgovaraju�a Lagran�ova funkcija

L(x, y;λ) = f(x, y) + λφ(x, y) =
1

x
− y2 + λ(x2y −

√
2)

Stacionarne taqke �emo tra�iti iz sistema L′
x(x, y) = 0, L′

y(x, y) = 0 i
φ(x, y) = 0 tj.

− 1

x2
+ 2λxy = 0,(4)

−2y + λx2 = 0,(5)

x2y −
√
2 = 0.(6)

Iz jednaqine (5) dobijamo y =
λx2

2
, pa, zamenom u (4) i (6), dobijamo

da je λ2x5 = 1 i λx4 = 2
√
2. Odatle nije texko dobiti da je x = 2 i

λ =
2
√
2

x4
=

√
2

8
, a odatle i y =

√
2

4
. Dakle, jedina stacionarna taqka je

S(2,

√
2

4
) za λ =

√
2

8
.

Kako je L′′
xx =

2

x3
+2λy, L′′

xy = 2λx i L′′
yy = −2, to za drugi diferencijal

Lagran�ove funkcije u stacionarnoj taqki va�i

(7) d2L(S) =
3

8
dx2 +

√
2 dx dy − 2 dy2.

Iz uslova dφ(x, y) = 0 tj. 2xy dx + x2 dy = 0 u taqki S dobijamo da je

dy = −
√
2

4
dx, odnosno zamenom u (7) imamo da va�i

(8) d2L(S) =
3

8
dx2 − 1

2
dx2 − 1

4
dx2 = −3

8
dx2 < 0, za dx ̸= 0.

Iz (8) sledi da funkcija f ima lokalni maksimum u taqki S koji iznosi

fmax =
3

8
.
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3. Primenom parcijalne integracije, pri qemu je u = x2 i dv =
cosx

sin3 x
dx

a odatle du = 2xdx i v = − 1

2 sin2 x
, dobijamo

∫
x2 · cosx

sin3 x
dx = − x2

2 sin2 x
+

∫
x

sin2 x
dx

=

⌈
u = x dv =

1

sin2 x
dx

du = dx v = − ctg x

⌋

= − x2

2 sin2 x
− x ctg x+

∫
cosx

sinx
dx

= − x2

2 sin2 x
− x ctg x+ ln | sinx|+ C.

4. Data oblast D je oznaqena na slici i mo�emo je predstaviti kao:

D =
{
(x, y) | 0 ≤ y ≤ 1, y2 ≤ x ≤

√
2− y2

}
.

Odatle je

I =

∫∫
D

y3 dxdy =

1∫
0

dy

√
2−y2∫
y2

y3 dx

=

1∫
0

y3
(√

2− y2 − y2
)
dy =

⌈
t = y2

dt = 2y dy

⌋

=
1

2

1∫
0

t
(√

2− t− t
)
=

1

2

1∫
0

t
√
2− tdt− 1

6
.

Kako je

1∫
0

t
√
2− tdt =

⌈
u = 2− t
du = −dt

⌋
=

2∫
1

(2− u)
√
udu =

2∫
1

(2
√
u− u

√
u) du

=

(
4

3
u

3
2 − 2

5
u

5
2

) ∣∣∣∣2
1

=

(
8
√
2

3
− 8

√
2

5

)
−
(
4

3
− 2

5

)
=

16
√
2− 14

15
,

to je, konaqno, I =
16
√
2− 14

15
− 1

6
=

32
√
2− 33

30
.


