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терминанте

2. задатак

Множење
матрица

Инверз
матрице

3. задатак

Матрице

A = [aij ]m×n =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n
a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
. . .

...
ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
. . .

...
. . .

...
am1 am2 · · · amj · · · amn


Врста, колона
Нека су A = [aij ]m×n и B = [bij ]m×n матрице и α реалан броj.
Збир матрица: A+ B = [aij + bij ]m×n.
Производ скалара и матрице: αA = [αaij ]m×n.
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матрице

3. задатак

Специjални случаjеви

Квадратна матрицаa11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann


Горње троугаона матрица

a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann


Доње троугаона матрица ( )
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Транспонат матрице

A =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n
a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
. . .

...
ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
. . .

...
. . .

...
am1 am2 · · · amj · · · amn


m×n

AT =



a11 a21 · · · ai1 · · · am1
a12 a22 · · · ai2 · · · am2
...

...
. . .

...
. . .

...
a1j a2j · · · aij · · · amj
...

...
. . .

...
. . .

...
a1n a2n · · · ain · · · amn


n×m
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Детерминанте 2 × 2 и 3 × 3
A = [aij ]n×n квадратна матрица
Детерминанта матрице 2 × 2:

det

([
a b
c d

])
=

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = ad − bc

Детерминанта матрице 3 × 3 (Сарусово правило):∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32
−a31a22a13−a32a23a11−a33a21a12

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

Само за детерминанте 3 × 3.
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Детерминанте вишег реда

Минор Mij елемента aij матрице A = [aij ]n×n jе
детерминанта коjа се добиjе када се из det(A)
избаце i-та врста и j-та колона
Кофактор Aij елемента aij jесте

Aij = (−1)i+jMij

Лапласов развоj детерминанте по i-тоj врсти:

det(A) =
n∑

j=1

aijAij

(може и по j-тоj колони)
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1. задатак

Задатак

Доказати да jе ∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 2 −1
0 4 0 1
2 1 3 1
2 2 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 6.

Лапласов развоj по другоj врсти (зашто баш?).

D := −0 ·

∣∣∣∣∣∣
−1 2 −1
1 3 1
2 3 2

∣∣∣∣∣∣+ 4 ·

∣∣∣∣∣∣
2 2 −1
2 3 1
2 3 2

∣∣∣∣∣∣
− 0 ·

∣∣∣∣∣∣
2 −1 −1
2 1 1
2 2 2

∣∣∣∣∣∣+ 1 ·

∣∣∣∣∣∣
2 −1 2
2 1 3
2 2 3

∣∣∣∣∣∣
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D = 4 ·

∣∣∣∣∣∣
2 2 −1
2 3 1
2 3 2

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
D1

+

∣∣∣∣∣∣
2 −1 2
2 1 3
2 2 3

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
D2

D1 =
2 2 −1 2 2
2 3 1 2 3
2 3 2 2 3

= 2 · 3 · 2 + 2 · 1 · 2 + (−1) · 2 · 3
− (2 · 3 · (−1) + 3 · 1 · 2 + 2 · 2 · 2)

= 12 + 4 − 6 − (−6 + 6 + 8)
= 10 − 8
= 2
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D2 =
2 −1 2 2 −1
2 1 3 2 1
2 2 3 2 2

= 6 − 6 + 8 − (4 + 12 − 6)
= 8 − 10
= −2.

D = 4D1 + D2 = 4 · 2 − 2 = 8 − 2 = 6,

што jе и требало доказати.
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Особине детерминанте
1 det(A) = det(AT )

2 Ако jе цела jедна врста или колона матрице A
сачињена од нула, онда jе det(A) = 0 (зашто?)

3 Множењем неке врсте (колоне) детерминанте и
додавањем другоj, детерминанта не мења вредност

4 Ако међу врстама или колонама матрице A има
jеднаких или пропорционалних, онда jе det(A) = 0
(зашто?)

5 Заменом места двама врстама (колонама),
детерминанта мења само знак

6 A jе горње (или доње) троугаона матрица:

A =


a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann


Тада jе det(A) = a11a22 · · · ann (зашто?).
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7 Адитивност по колони (врсти):∣∣∣∣∣∣
a11 + α11 a12 a13
a21 + α21 a22 a23
a31 + α31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
α11 a12 a13
α21 a22 a23
α31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
(важи за детерминанту произвољног реда)

8 Хомогеност по колони (врсти):∣∣∣∣∣∣
αa11 a12 a13
αa21 a22 a23
αa31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = α

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
(важи за произвољну врсту/колону, произвољан ред)
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2. задатак

Задатак

Доказати да jе∣∣∣∣∣∣∣∣
a a a a
a b b b
a b c c
a b c d

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a(b − a)(c − b)(d − c).

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a a a
a b b b
a b c c
a b c d

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
a a a a
a b b b
a b c c
0 0 0 d − c IV − III
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=

a a a a
a b b b
0 0 c − b c − b III − II
0 0 0 d − c

=

a a a a
0 b − a b − a b − a II − I
0 0 c − b c − b
0 0 0 d − c

= a(b − a)(c − b)(d − c),

што jе и требало доказати.
(детерминанта троугаоне матрице)
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Множење матрица

A = [aij ]m×k =



a11 a12 · · · a1j · · · a1k
a21 a22 · · · a2j · · · a2k
...

...
. . .

...
. . .

...
ai1 ai2 · · · aij · · · aik
...

...
. . .

...
. . .

...
am1 am2 · · · amj · · · amk



B = [bij ]k×n =



b11 b12 · · · b1j · · · b1n
b21 b22 · · · b2j · · · b2n
...

...
. . .

...
. . .

...
bi1 bi2 · · · bij · · · bin
...

...
. . .

...
. . .

...
bk1 bk2 · · · bkj · · · bkn


„Средња” димензиjа мора да буде иста!
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A · B =


A1→ · B1↓ A1→ · B2↓ · · · A1→ · Bn↓
A2→ · B1↓ A2→ · B2↓ · · · A2→ · Bn↓

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

Am→ · B1↓ Am→ · B2↓ · · · Am→ · Bn↓

 ,

где jе

Ai→ · Bj↓ =
k∑

t=1

aitbtj

скаларни производ i-те врсте матрице A и j-те колоне
матрице B .
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Особине множења матрица

Теорема (Бине-Коши)

Нека су A и B квадратне матрице истог реда n × n. Тада jе

det(A · B) = det(A) · det(B).

Множење матрица jесте асоциjативно:

(A · B) · C = A · (B · C )

Напомена

МНОЖЕЊЕ МАТРИЦА НИJЕ КОМУТАТИВНО!
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Инверз матрице

Дефинициjа

Нека jе A квадратна n× n матрица. Кажемо да jе квадратна
n × n матрица B инверзна матрица матрице A уколико jе

AB = BA = En,

где jе

En =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1


тзв. jединична матрица реда n. Пишемо B = A−1.

Коjу особину има jединична матрица?
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Особине инверзне и транспоноване матрице

(A−1)T = (AT )−1

(AB)−1 = B−1A−1

(A+ B)T = AT + BT

(AB)T = BTAT
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Како наћи инверз?

Дефинициjа

Нека jе A квадратна матрица реда n × n. Њена
адjу(н)гована матрица дата jе као

Adj(A) =


A11 A12 · · · A1n
A21 A22 · · · A2n
...

...
. . .

...
An1 An2 · · · Ann


T

.

Теорема

Квадратна матрица A има инверз ако и само ако
det(A) ̸= 0. Тада jе таj инверз дат као

A−1 =
1

det(A)
Adj(A).
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3. задатак

Задатак

Одредити инверзну матрицу матрице

A =

−2 0 4
1 3 1
1 1 −2

 .

Поступамо по алгоритму...



A =

−2 0 4
1 3 1
1 1 −2


A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣3 1
1 −2

∣∣∣∣ = −7 A12 = (−1)1+2
∣∣∣∣1 1
1 −2

∣∣∣∣ = 3 A13 = (−1)1+3
∣∣∣∣1 3
1 1

∣∣∣∣ = −2

A21 = (−1)2+1
∣∣∣∣0 4
1 −2

∣∣∣∣ = 4 A22 = (−1)2+2
∣∣∣∣−2 4

1 −2

∣∣∣∣ = 0 A23 = (−1)2+3
∣∣∣∣−2 0

1 1

∣∣∣∣ = 2

A31 = (−1)3+1
∣∣∣∣0 4
3 1

∣∣∣∣ = −12 A32 = (−1)3+2
∣∣∣∣−2 4

1 1

∣∣∣∣ = 6 A33 = (−1)3+3
∣∣∣∣−2 0

1 3

∣∣∣∣ = −6

Дакле

Cof(A) =

 −7 3 −2
4 0 2

−12 6 −6


то jест

Adj(A) =

−7 4 −12
3 0 6
−2 2 −6


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A =

−2 0 4
1 3 1
1 1 −2


Рачунамо детерминанту:

det(A) =
−2 0 4 −2 0
1 3 1 1 3
1 1 −2 1 1

= 12 + 0 + 4 − (12 − 2 + 0) = 6.

Инверз:

A−1 =
1

det(A)
Adj(A) =

1
6

−7 4 −12
3 0 6
−2 2 −6

 .
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Методичка збирка решених задатака из Математике 1.
Оливера Михић, Владимир Балтић, Мариjа Боричић.
ФОН, Београд, 2022.
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