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Zadaci i rexe�a

1. Izraqunati

∫

dx
6
√
x− 1 + 3

√
x− 1 +

√
x− 1

.

Rexe�e: Smenom x− 1 = t6 imamo da je

dx = 6t5dt, 6
√
x− 1 = t, 3

√
x− 1 = t2,

√
x− 1 = t3,

a za dati integral I va�i I = 6

∫

t4dt

1 + t+ t2
= 6J .

Integral J je integral racionalne funkcije. Kako je

t4

1 + t+ t2
=
t4 + t3 + t2 − t3 − t2

1 + t+ t2
= t2 − t3 + t2

1 + t+ t2
= t2 − t+ t

1 + t+ t2
,

to je

J =

∫

t2dt−
∫

tdt+

∫

tdt

1 + t+ t2
=
t3

3
− t2

2
+K.

Integral K se svodi na

∫

du

u
i

∫

du

u2 + a2
,

K =
1

2

∫

d(t2 + t+ 1)

t2 + t+ 1
− 1

2

∫

d(t+ 1/2)

(t+ 1/2)2 + (
√
3/2)2

=
1

2
ln(1 + t+ t2)− 1√

3
arctan

2t+ 1√
3

+ C.

Prema tome,

I = 6J

= 2t3 − 3t2 + 3 ln(1 + t+ t2)− 2
√
3 arctan

2t+ 1√
3

+ C

= 2
√
x− 1− 3 3

√
x− 1 + 3 ln(1 + 6

√
x− 1 + 3

√
x− 1)− 2

√
3 arctan

2 6
√
x− 1 + 1√

3
+ C.

2. Izraqunati du�inu luka krive date u parametarskom obliku

x = t
√

4− t2, y(t) = 4
√
2
√

4− t2, 0 ≤ t ≤
√
2.

Rexe�e: Kako je

x′(t) =
√

4− t2 − t2√
4− t2

=
4− 2t2√
4− t2

, y′(t) = − 4
√
2t√

4− t2
,

to je

x′2(t) + y′2(t) =
1

4− t2
(16− 16t2 + 4t4 + 32t2) =

(4 + 2t2)2

4− t2
.

Prema formuli za du�inu luka imamo da

l =

∫

√
2

0

√

x′2(t) + y′2(t) dt = 2

∫

√
2

0

2 + t2√
4− t2

dx = 2L.



Ako u integralu L uvedemo smenu t = 2 sinu, dobijamo da je

L =

∫ π/4

0
(2 + 4 sin2 u)du = 2

∫ π/4

0
du+ 4

∫ π/4

0

1− cos 2u

2
du = 4u− sin 2u







π/4

0
= π − 1.

Prema tome, l = 2L = 2(π − 1).

3. Izraqunati
∫∫

D

(x+ 2)4 dxdy,

gde je D =
{

(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 + 4x− 2y − 1 ≤ 0, x ≥ −2, y ≥ 1
}

.

Rexe�e: Primetimo najpre da je x2 + y2 + 4x− 2y − 1 = (x+ 2)2 + (y − 1)2 − 6, xto znaqi
da je oblast D 'gor�a-desna' qetvrtina kruga s centrom u taqki (−2, 1) i polupreqnikom
du�ine

√
6. Transformacijom (x, y) 7→ (r, t), gde je x = −2 + r cos t i y = 1 + r sin t, oblast

integracije D preslikava se u pravougaonik G = [0,
√
6]× [0, π/2].

Kako je Jakobijan jednak r, to je

∫∫

D

(x+ 2)4 dxdy =

∫∫

G

(r cos t)4rdrdt =

∫

√
6

0
r5dr ·

∫ π/2

0
cos4 tdt =

r6

6







√
6

0
· I = 36I.

Za integral I imamo da je

I =

∫ π/2

0
(cos2 t)2dt =

1

4

∫ π/2

0
(1 + cos 2t)2dt

=
1

4
t






π/2

0
+

1

2
sin 2t







π/2

0
+

1

4

∫ π/2

0

1 + cos 4t

2
dt

=
π

8
+ 0 +

π

16
=

3π

16
.

Prema tome,

∫∫

D

(x+ 2)4 dxdy = 36 · 3π
16

=
27

4
π.

Napomene. Ako se prvo izraquna neodre�eni integral,
∫

cos4 tdt =
3

8
t+

1

4
sin 2t+

1

32
sin 4t+ C = F (t) + C,

onda je

I = F (t)






π/2

0
=

3

8
t






π/2

0
=

3π

16
.

U radovima je bilo pokuxaja da se integral I izraquna uvo�e�em smene tanx = t, ali
na�alost bez uspeha. Nakon ove smene imamo da je

cosx =
1√

1 + t2
, dx =

dt

1 + t2
, I =

∫ ∞

0

dt

(1 + t2)3
.

Novi, ovog puta nesvojstveni, integral mo�emo izraqunati ako krenemo od jednakosti

I1 =

∫ ∞

0

dt

1 + t2
= arctan t







∞

0
=
π

2

i dva puta primenimo parcijalnu integraciju.

Najpre sa u =
1

1 + t2
i dv = dx imamo da je

I1 =
t

1 + t2







∞

0
+ 2

∫ ∞

0

t2dt

(1 + t2)2
= 2

∫ ∞

0

t2 + 1− 1

(1 + t2)2
dt = 2I1 − 2I2,



odakle sledi da je

I2 =

∫ ∞

0

dt

(1 + t2)2
=
π

4
.

Sada sa u =
1

(1 + t2)2
i dv = dx imamo da je

I2 =
t

(1 + t2)2







∞

0
+ 4

∫ ∞

0

t2dt

(1 + t2)3
= 4

∫ ∞

0

t2 + 1− 1

(1 + t2)3
dt = 4I2 − 4I,

odakle sledi da je 4I = 3I2 =
3π

4
, odnosno da je I =

3π

16
.

Naravno, i ovde mo�e prvo da se na�e neodre�en integral,

∫

dt

(1 + t2)3
=

1

8
· 3t

3 + 5t

(1 + t2)2
+

3

8
arctan t+ C = G(t) + C,

iz kojeg zatim dobijamo I = G(t)






∞

0
=

3π

16
.
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