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ПРЕДАВАЊЕ  13
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   Ако је   произвољна непрекидна функција, површина криволинијског
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Ове тачке одређују изломљену линију са дужима . Интуитивно је јасно да 
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приближно једнака дужини лука криве 
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Тврђење следи на основу претходне теореме, због
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Посматрајмо поделу [image: ]; 
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Запремину обртног тела можемо дефинисати као гранничну вред. Дарбуових сума
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Одатле се добија:
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[image: ],  такође због непр.
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Нека је функција f(x) дефинисана и непрекидна за сваку вредност аргумента x, a  x  . Тада је  дефинисан за свако b  a. Ако се горња граница b мења, овај интеграл је непрекидна функција од b. 


Дефиниција. Ако постоји коначна гранична вредност , тада се она назива уопштеним или несвојственим интегралом функције f(x) на интервалу и означава са 					.
У том случају кажемо да интеграл постоји или конвергира. Ако интеграл нема коначну граничну вредност кад b, тада се каже да не постоји или да дивергира.
[image: sl16]
Напомена. Аналогно се могу дефинисати уопштени интеграли


	и	.



Теорема 1. Ако за свако xa, 0  f(x)  g(x) и ако  конвергира, тада ће конвергирати  и  и при томе је 			.


Теорема 2. Ако за xa, 0  f(x)  g(x) и ако  дивергира, дивергираће и .


Теорема 3. Ако  конвергира, конвергираће и .

 Уопштени интеграл са неограниченим интеграндом


Дефиниција. Ако је функција f(x) непрекидна на интервалу a  x  b, а f(x)   кад x  b,     x  b, и ако постоји коначна гранична вредност   (  0), тада се та гранична вредност назива уопштени (несвојствени) интеграл функције f(x) на одсечку [a, b] и означава 

.
Тада кажемо да уопштени интеграл постоји, тј. конвергира. У супротном, ако интеграл нема коначну граничну вредност, он не постоји, односно дивергира. 


На сличан начин, ако је функција f(x) непрекидна на интервалу a   x  b, и ако постоји коначна гранична вредност 			, тада је .
1. 

Интеграл: , a  0		
· 

За a  1	, па је у овом случају .
· 

За 0  a  1 	, па је интеграл , тј. дивергира.
· 

Ако је a = 1 	, па  дивергира.
2. 
Интеграл: , a  0
· 
За 0  a  1 	 , интеграл конвергира.
· 
Може се закључити да за a  1,  интеграл  дивергира.

[image: pozadina]Бројни редови



Дефиниција. Израз облика  или  називамо бесконачним бројним редом; a1, a2, a3, ... су чланови бесконачног реда; an је општи члан тог реда. 




Дефиниција. Низом делимичних сума реда  назива се низ {sn} чији је општи члан , n = 1, 2, 3, ... ; sn је (делимична) парцијална сума тог реда.


Дефиниција. Бесконачни ред  назива се конвергентним (дивергентним) ако конвергира (дивергира) низ његових делимичних сума {sn}. Сума конвергентног реда је број 

.


Ако је ред конвергентан и има суму s, тада се пише .
[image: pozadina]Пример. Код реда који представља геометријску прогресију 



n-та парцијална сума је 		.
1. 

Ако је , тада  кад n  , па је

,

што значи да ред конвергира и има суму .
2. 

Када је , тада  кад n  , а

, 	ред дивергира.
3. 
За  ред гласи a – a + a – a + ... , тј. делимичне суме су

 . 	
Како низ делимичних сума има две тачке нагомилавања, он дивергира, као и ред.
4. 

Ако је  ред има облик a + a + a + a + ..., а  sn = na,  што значи да је ,		тј. ред дивергира.


[image: pozadina]Теорема. Ако је ред  конвергентан, тада његов општи члан  кад n  .



Доказ. Ако ред конвергира, конвергира и његов низ делимичних сума, , па је 	.


Пример 1. Ред  је дивергентан, јер му општи члан тежи ка 1.


Пример 2. Хармонијски ред  дивергира, мада његов општи члан . (Доказ у уџбенику)

ОПЕРАЦИЈЕ СА РЕДОВИМА



Теорема 1. Ако је ред  конвергентан и има суму s, тада је конвергентан и ред , c  R, и им а суму cs.



[image: pozadina]Теорема 2. Ако су редови  и  конвергентни и имају суму s, односно t, конвергентан је и ред  и има суму  s  t.

КОШИЈЕВ КРИТЕРИЈУМ КОНВЕРГЕНЦИЈЕ




Теорема. Ред  конвергира, тада и само тада ако за свако произвољно мало позитивно  постоји такав број N() тако да n > m > N() 	.
Доказ. На основу Кошијевог критеријума конвергенције за низ делимичних сума.


Редови са позитивним члановима

Теорема 1. Ред са позитивним члановима може само конвергирати или дивергирати према +. Такав ред је конвергентан тада и само тада ако су његове делимичне суме ограничене.



[image: pozadina]Теорема 2. Ако је ред  са позитивним члановима конвергентан, тада је и ред такође конвергентан, ако су коефицијенти k позитивни и ограничени.



Теорема 3. Ако је ред  са позитивним члановима дивергентан, тада је у случају да бројеви k, k = 0, 1, 2, ... , имају позитивно доње ограничење , дивергентан и ред .

КРИТЕРИЈУМИ УПОРЕЂИВАЊА








Теорема 1. (Критеријум упоређивања прве врсте) Нека је ред  конвергентан, а ред  дивергентан и нека су оба, редови са позитивним члановима. Ако чланови неког датог реда  са позитивним члановима задовољавају услов , за све n > m (m  N), тада је ред  конвергентан. Ако  за све n > m (m  N), тада је ред  дивергентан.







[image: pozadina]Теорема 2. (Критеријум упоређивања друге врсте) Нека је ред  конвергентан, а ред  дивергентан и нека су оба, редови са позитивним члановима. Ако за чланове реда  с позитивним члановима за n  m (m  N), важи , тада је ред  конвергентан; ако је за n  m (m  N), , тада је ред  дивергентан.




Теорема 3. (Даламберов (количнички) критеријум упоређивања) Ако је за n, an > 0, и почев од неког индекса n0 , n > n0, 	, 	тада је ред  конвергентан. Ако је почевод n1 , n > n1, 	, 	    тада је ред  дивергентан. 


[image: pozadina]Теорема 4. (Кошијев (корени) критеријум упоређивања) Ако је за n, an > 0, и почев од неког индекса n0 , n > n0, 		   тј.   ,



тада је ред  конвергентан. Супротно, ако је почевод n1 , n > n1, 	, тада је ред  дивергентан. 

Алтернативни редови

Дефиниција. Алтернативним редовима се називају редови облика 

,
где је {a k} монотоно опадајући низ позитивних бројева.
	Алтернативни ред 	a0 – a1 + a2 – a3 + ... ,	у којем чланови a k > 0 монотоно опадају (a k > a k+1, k = 0, 1, 2, ...) и теже нули, назива се Лајбницовим редом. 

Теорема. (Лајбницов критеријум) Лајбницов ред конвергира и његова сума s < a0.

Доказ.  За Лајбницов ред, делимична сума са непарним индексом 2n + 1 је једнака

,

што значи да је је . С друге стране, 

[image: pozadina]			,
из чега следи да монотоно неопада. Зато постоји гранична вредност, за коју важи

.
За парне чланове низа делимичних сума важи


чиме је доказан Лајбницов критеријум конвергенције.






Теорема. Ред  је конвергентан ако конвергира одговарајући ред са позитивним члановима . При томе, ако је  и ,тада је .





Дефиниција. За конвергентан ред  кажемо да је апсолутно конвергентан, ако конвергира и ред . У супротном, када ред  дивергира, за конвергентан ред  кажемо да условно конвергира.

[image: pozadina]Интегрални критеријум




Теорема. Ако је  дати ред са позитивним монотоно опадајућим члановима, а f(x) за x  1 непрекидна позитивна монотоно опадајућа функција таква да је n, f(n) = an, тада ред  конвергира ако и само ако несвојствени интеграл  постоји (конвергира).


 	Ако интеграл  не постоји, тада је ред  дивергентан.
Доказ.  Како је f(x) опадајућа функција, важи

.
[image: sl35a]







[image: pozadina]Ако интеграл  постоји, означимо га са J. Тада је , па ред  има ограничне делимичне суме и према томе, конвергира, из чега следи конвергенција реда . Обрнуто, ако је ред  конвергентан и има суму s, тада је , па конвергира интеграл .


Степени редови



Дефиниција. Ако је низ функција {fk(x)} дефинисан на неком скупу M тачака осе Ox, тада се израз  назива функционалним редом. Функције fk(x), k = 0,1,2, ... су чланови тог реда, а сума  је n-та делимична сума.




[image: pozadina]Дефиниција. Ако низ делимичних сума  конвергира на неком скупу M тачака осе Ox ка , тада се каже да и ред  конвергира на том скупу и да има суму .

Дефиниција. Ред облика 	 	назива се степеним редом.

Бројеви ak, k = 0,1,2, ... су коефицијенти степеног реда, а x0 је дата тачка развитка степеног реда. Посебно ако је x0 = 0, степени ред има облик .

Дефиниција. Скуп тачака осе Ox на којем степени ред конвергира зове се интервал конвергенције степеног реда.



Теорема. (Абелова) Ако је степени ред  конвергентан у тачки x1  x0, тада је конвергентан и у свакој тачки x у којој је 	.



Дефиниција. Радијус конвергенције степеног реда представља број , где x узима све вредности на скупу тачака на којима ред  конвергира.
[image: pozadina]Разликују се три случаја радијуса конвергенције степеног реда:

1. Степени ред конвергира у свакој тачки осе Ox. Тада је радијус конвергенције бесконачно велики (r = ).
2. Степени ред конвергира у некој тачки x  x0 (где је x0 тачка развитка степеног реда), али не конвергира у свим тачкама осе Ox. У том случају радијус конвергенције реда је позитиван број r (0 < r < +).
3. Степени ред конвергира само у тачки развитка x0: радијус конвергенције је тада једнак 0 (r = 0).


Ако су коефицијенти степеног реда , онда се може показати да, унутар интервала конвергенције, важи

.

Ово је Тејлоров ред. Слично, Маклоренов ред је .
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