
DU�INA KRIVE U RAVNI

Rexeni primeri i zadaci za ve�bu

Dragan �ori�

1 Kriva u Dekartovim koordinatama

Neka je f : [a, b] → R neprekidno diferencijabilna funkcija. Kriva k definisana
funkcijom f je {(x, y) : x ∈ [a, b], y = f(x)} (grafik funkcije f). Du�ina l krive k
data je formulom

l =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x) dx. (1)

Za izvo�eǌe ove formule treba videti [1].

Rexeni primeri

1.1. Izraqunati du�inu luka koji odgovara centralnom uglu α kru�nice x2+y2 = r2.

Rexeǌe. Luk BA koji odgovara centralnom uglu α je deo krive y =
√
r2 − x2 na

odseqku CA, odnosno za x ∈ [r cosα, r]. Prema fomuli (1) za du�inu krive imamo

l =

∫ r

r cosα

√
1 +

x2

r2 − x2
dx

= r

∫ r

r cosα

dx√
r2 − x2

= rα.

Specijalno, za α = 2π dobija se du�ina cele kru�nice, l = 2rπ.

U narednim zadacima treba izraqunati du�inu krive odre�ene datom funkcijom
na datom odseqku.

1.2. y = ax2, x ∈ [0, b].

Rexeǌe. Prema formuli (1) za du�inu krive imamo da je l =

∫ b

0

√
1 + 4a2x2dx.

Kako je

I =

∫ √
1 + 4a2x2dx = x

√
1 + 4a2x2 −

∫
4a2x2√
1 + 4a2x2

dx

= x
√

1 + 4a2x2 −
∫ √

1 + 4a2x2 +

∫
dx√

1 + 4a2x2

= x
√

1 + 4a2x2 − I + 1

2a
ln |2ax+

√
1 + 4a2x2|,
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to je

I =
1

2
x
√

1 + 4a2x2 +
1

4a
ln |2ax+

√
1 + 4a2x2|+ C,

pa je

l =
1

2
b
√
1 + 4a2b2 +

1

4a
ln |2ab+

√
1 + 4a2b2|.

Specijalno, za a = b = 1, du�ina dela parabole y = x2 na odseqku [0, 1] jednaka je

l =
1

2

√
5 +

1

4
ln |2 +

√
5|.

1.3. y =
x2

2
− lnx

4
, x ∈ [1, 3] (zadatak 112, str.89 u [4])

Rexeǌe. Za f(x) =
x2

2
− lnx

4
imamo da je

f ′(x) = x− 1

4x
, f ′2(x) = x2 +

1

16x2
− 1

2

1 + f ′2(x) =
1

2
+ x2 +

1

16x2
=

(
x+

1

4x

)2

,

pa je
√

1 + f ′2(x) = x+
1

4x
.

Prema formuli (1) za du�inu krive

l =

∫ 3

1

(
x+

1

4x

)
dx =

x2

2
+

1

4
lnx
3

1
,

odnosno l =
9

2
+

1

4
ln 3− 1

2
= 4 +

1

4
ln 3.

1.4. y = ln(x2 − 1), x ∈ [2, 5]. (zadatak 115, str.89 u [4])

Rexeǌe. Za f(x) = ln(x2 − 1) je

f ′(x) =
2x

x2 − 1
, 1 + f ′2(x) = 1 +

4x2

(x2 − 1)2
,

pa je

1 + f ′2(x) =
(x2 − 1)2 + 4x2

(x2 − 1)2
=

(x2 + 1)2

(x2 − 1)2
.

Prema formuli (1) za du�inu krive

l =

∫ 5

2

x2 + 1

x2 − 1
dx =

∫ 5

2
dx+ 2

∫ 5

2

dx

x2 − 1

= x
5

2
+ 2 · 1

2
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣ 5

2

= 3 + ln
2

3
− ln

1

3
= 3 + ln 2.

1.5. y = ln(sinx),
π

3
≤ x ≤ 2π

3
(zadatak 117, str.89 u [4])

Rexeǌe. Kako je

y′ = cotx, 1 + y′2(x) = 1 + cot2 x =
1

sin2 x
,
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to je

l =

∫ 2π/3

π/3

dx

sinx
=

1

2

∫ 2π/3

π/3

dx

sin x
2 cos

x
2

=

∫ 2π/3

π/3

d
(
tan x

2

)
tan x

2

= ln
(
tan

x

2

)2π/3

π/3

= ln
√
3− ln

1√
3
= ln

√
3 + ln

√
3

= ln 3.

1.6. y =
x2

2
− 1 ispod x-ose

Rexeǌe. Kako je y′ = x, to je

l =

∫ √2
−
√
2

√
1 + x2 dx = 2

∫ √2
0

√
1 + x2 dx

= 2

∫ √2
0

1 + x2√
1 + x2

dx

= 2

∫ √2
0

(
1√

1 + x2
+

x2√
1 + x2

)
dx

= 2 ln(x+
√

1 + x2)
√2
0

+ 2J.

Za integral J parcijalnom integracijom sa u = x, dv =
xdx√
1 + x2

, v =
√
1 + x2

nalazimo da je

2J = 2x
√

1 + x2
√2
0
− 2

∫ √2
0

√
1 + x2 dx = 2

√
6− l.

Prema tome,
l = 2 ln(

√
2 +
√
3) + 2

√
6− l, l = ln(

√
2 +
√
3) +

√
6.

1.7. y = ln
ex − 1

ex + 1
, x ∈ [1, 2].

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [1].

1.8. y = ln(1− x2), x ∈ [−1/2, 1/2].

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [3].

1.9. y = ln(1− x2), x ∈ [0, 1/2].

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [3], str.122 (Kolokvijum, 2015).

1.10. y =
1

3

√
x(x− 3), x ∈ [1, 9].

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [3], str.125 (Kolokvijum, 2015).

1.11. y =
x2

4
(2 lnx− 1)− 1

4
ln(lnx), x ∈ [e, e2].
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Rexeǌe. Zadatak je rexen u [2].

1.12. y = ln
ex + 1

ex − 1
, x ∈ [1, 2]

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [2].

1.13. y =
√
x2 − 48 + 4

√
6 ln(x+

√
x2 − 48), x ∈ [7, 8]

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [2].

1.14. y =
√
x2 − 16− 4

√
2 ln(x+

√
x2 − 16), x ∈ [4, 5].

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [3], str.144 (Kolokvijum, 2013).

1.15. y = 3 ln(x−
√
x2 − 9), x ∈ [3, 5].

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [3], str.183 (Pismeni ispit, februar, 2014).

1.16. y = ln
1

cosx
, x ∈ [0, π/3].

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [3], str.198 (Pismeni ispit, oktobar, 2014).

1.17. y = arcsin(e−x), x ∈ [0, 1].

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [3], str.200 (Pismeni ispit, oktobar, 2014).

1.18. y = 2 ln(x+
√
x2 − 4), x ∈ [2,

√
5].

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [3], str.173 (Pismeni ispit, septembar, 2015).

1.19. y = x

√
x

1− x
, x ∈ [0, 5/6]. (zadatak 120, str.89 u [4])

Rexeǌe. Kako je 1 + y′2 =
3x− 4

4(x− 1)3
, to je l =

1

2

∫ 5/6

0

√
4− 3x

(1− x)3
dx =

1

2
I. Smenom

1

1− x
= t imamo da je I =

∫ 6

1

√
t+ 3

t
dt, a novom smenom t+ 3 = u2 dobijamo

I = 2

∫ 3

2

u2du

u2 − 3

= 2

∫ 3

2
du+ 6

∫ 3

2

du

u2 − 3

= 2u
3

2
+

3√
3
ln

∣∣∣∣∣u+
√
3

u−
√
3

∣∣∣∣∣ 3

2

= 2 +
√
3 ln(2 +

√
3).

Prema tome, l = 1 +

√
3

2
ln(2 +

√
3).

1.20. Izraqunati obim figure ograniqene linijama

y = −x2 + 3x, y = |x− 3/2|+ 3/2.

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [2].
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Zadaci za samostalan rad

1.21. y =
√

2x− x2 − 1, x ∈ [1/4, 1].

Rezultat. arcsin
3

4
.

1.22. y =
x

6

√
x+ 12, x ∈ [−11,−3]

Rezultat. 25/3.

1.23. y =

√
x

3
(1− x), x ∈ [1/2, 1]

Rezultat.
3
√
3

2
−
√
3

2
√
2
.

1.24. y = sinh2 x, x ∈ [−a, a], a > 0

Rezultat. sinh 2a.

1.25. y = ln cosx, x ∈ [0, π/4].

Rezultat. ln tan
3π

8
.

1.26. y = ln(x−
√
x2 − 1), x ∈ [2, 3]

Rezultat. 2
√
2−
√
3.

1.27. y = ln(1 + sinx) x ∈ [0, π/2]

Rezultat. 2 ln(1 +
√
2).

1.28. y =
√

1− x2 + arcsinx, x ∈ [0, 9/16]

Rezultat.
1√
2
.

1.29. y =
√
x− x2 − arccos

√
1− x, x ∈ [11/36, 15/16]

Rezultat.
7

6
.

1.30. y = 2
√
ex − 1− 2 arctan

√
ex − 1, x ∈ [0, 2]

Rezultat. 2(e− 1).

1.31. y =
√
x2 − 32 + 8 ln(x+

√
x2 − 32), x ∈ [6, 9]

Rezultat.
√
2(5 + 4 ln 2).

1.32. Izraqunati obim figure ograniqene linijama

x = 1, y = 0, y = 2 ln
4

4− x2
.

Rezultat. l = 4 ln 2.
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2 Kriva u parametarskom obliku

Ako je kriva zadata parametarski sa x = x(t) i y = y(t) za t ∈ [t1, t2], gde su funkcije
x : [t1, t2]→ R i y : [t1, t2]→ R neprekidno diferencijabilne, onda je

l =

∫ t2

t1

√
x′2(t) + y′2(t) dt. (2)

Rexeni primeri

2.1. x = a cos3 t, y = a sin3 t, t ∈ [0, 2π]. (Astroida, zadatak 123, str.89 u [4])

Rexeǌe. Kako je

x′2 = 9a2 cos4 t sin2 t, y′2 = 9a2 sin4 t cos2 t,

to je
x′2 + y′2 = 9a2 cos2 t sin2 t(cos2 t+ sin2 t) = 9a2 cos2 t sin2 t.

Prema formuli (2) za du�inu krive imamo da je

l = 4 · 3a
∫ π/2

0
cos t sin t dt

= 12a

∫ π/2

0
sin td(sin t)

= 6a sin2 t
π/2
0

= 6a.

Pitaǌe. Ako se formula za du�inu krive primeni na celom odseqku [0, 2π] dobija
se

l = 3a

∫ 2π

0
cos t sin t dt =

3a

2
sin2 t

2π

0
= 0 !

Gde je grexka?
Na slici je astroida za a = 1, a zadatak je rexen i u [3].

2.2. x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), t ∈ [0, 2π] (Cikloida, zadatak 124, str.89 u [4])

Rexeǌe. Kako je x′ = a(1− cos t), i y′ = a sin t, to je

x′2 + y′2 = a2(1 + cos2 t− 2 cos+ sin2 t) = 2a2(1− cos t) = 4a2 sin2
t

2
.

Prema formuli (2) za du�inu krive imamo da je

l =

∫ 2π

0
2a sin

t

2
dt

= 2a

(
− cos

t

2

)
· 2
2π

0

= 4a(1 + 1)

= 8a.
Na slici je cikloida za a = 1.
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2.3. x = (t2 − 2) sin t+ 2t cos t, y = (t2 − 2) cos t− 2t sin t, t ∈ [0, π].

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [3].

2.4. x = t2 cos
1

t
, y = t2 sin

1

t
, t ∈ [1/2,

√
2].

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [3], str.137 (Kolokvijum, 2014).

2.5. x = (2t2 − 1) cos 2t− 2t sin 2t, y = (2t2 − 1) sin 2t+ 2t cos 2t− 4

3
t3, t ∈ [0, π].

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [3], str.150 (Kolokvijum, 2013).

2.6. x = 2
√
2
√

1− t2, y(t) = t
√
1− t2, t ∈ [0, 1]

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [2].

2.7. x =
t2

2
, y = ln t, t ∈ [1, 2].

Rexeǌe. Zadatak je rexen u [2].

Zadaci za samostalan rad

2.8. x = t, y =
t2

2
, t ∈ [0, 1].

Rezultat.
1√
2
+ ln

√
1 +
√
2.

2.9. x = t, y = −t2 + 4, t ∈ [0, 2].

Rezultat.
√
17 +

1

4
ln(4 +

√
17).

2.10. x = cosh3 t, y = sinh3 t, t ∈ [0, 1]

Rezultat.
1

2
(cosh3/22− 1).

2.11. x = 1− cos 2t, y = sin t− 1

3
sin 3t, t ∈ [0, π/2]

Rezultat.
4

3
(2
√
2− 1).

2.12. x = sin3 t, y = cos 2t, t ∈ [0, π/2]

Rezultat. 61/27.

2.13. x = sin4 t, y = cos2 t, t ∈ [0, π/2]

Rezultat.

√
5

2
+

1

4
ln(2 +

√
5).

2.14. x = cos4 t, y = sin4 t, t ∈ [0, π/2]

Rezultat. 1 +
1√
2
ln(1 +

√
2).

2.15. x = sinh t− t, y = cosh t− 1, t ∈ [0, 7]

Rezultat. 10−
√
2 ln(
√
2 + 1).
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2.16. x =

∫ t

1

cosu

u
du, y =

∫ t

1

sinu

u
du, t ∈ [1, 2].

Rezultat. ln
π

2
.

3 Kriva u polarnim koordinatama

Ako je kriva zadata u polarnim koordinatama sa r = r(ϕ) za ϕ ∈ [α, β], gde je funkcija
r : [α, β]→ R neprekidno diferencijabilna, tada je

l =

∫ β

α

√
r2(ϕ) + r′2(ϕ) dϕ. (3)

Rexeni primeri

3.1. r = aϕ, ϕ ∈ [0, 2π], a > 0 (Arhimedova spirala)

Rexeǌe. Prema formuli (3) za du�inu krive u polarnim koordinatama imamo da
je

l =

∫ 2π

0

√
a2ϕ2 + a2 dϕ

= a

∫ 2π

0

√
1 + ϕ2 dϕ

= a

[
ϕ

2

√
ϕ2 + 1 +

1

2
ln(ϕ+

√
ϕ2 + 1)

]2π

0

= a

[
π
√

1 + 4π2 +
1

2
ln
(
2π +

√
1 + 4π2

)]
.

Na slici je Arhimedova spirala za a = 1.

3.2. r = a sin3
ϕ

3
, ϕ ∈ [0, 3π], a > 0

Rexeǌe. Prema formuli (3) za du�inu krive u polarnim koordinatama imamo da
je

l = a

∫ 3π

0

√
sin6

ϕ

3
+ sin4

ϕ

3
cos2

ϕ

3
dϕ

= a

∫ 3π

0
sin2

ϕ

3

√
sin2

ϕ

3
+ cos2

ϕ

3
dϕ

= a

∫ 3π

0
sin2

ϕ

3
dϕ

=
a

2

∫ 3π

0

(
1− cos

2ϕ

3

)
dϕ

=
3πa

2
.

Na slici je data kriva za a = 1.

Zadaci za samostalan rad

3.3. r = a(1 + cosϕ), ϕ ∈ [0, 2π], a > 0. (Kardioida)
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Rezultat. 8a.

3.4. r = 4 cos3
ϕ

3
, ϕ ∈ [0, 3π/2].

Rezultat. 3π.

3.5. r = a(1− sinϕ), ϕ ∈ [−π/2,−π/6]

Rezultat. 2a.

3.6. r = a sin4
ϕ

4
ϕ ∈ [0, 4π]

Rezultat. 16a/3.
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