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Dragan �ori�

1. Izraqunati
∫

x
√
x2 + 1

16x4 − 25
dx.

Rexeǌe. Smenom x2 + 1 = t2 imamo da je xdx = tdt, pa je

I =

∫
t2dt

16(t2 − 1)2 − 25
=

∫
t2dt

(4t2 − 9)(4t2 + 1)
.

Kako je1

t2

(2t− 3)(2t+ 3)(4t2 + 1)
=

3

80
· 1

2t− 3
− 3

80
· 1

2t+ 3
+

1

40
· 1

4t2 + 1
,

to je

I =
3

160
ln |2t− 3| − 3

160
ln |2t+ 3|+ 1

80
arctan 2t+K =

3

160
ln

∣∣∣∣2t− 3

2t+ 3

∣∣∣∣+ 1

80
arctan 2t+K,

gde je K ∈ R.

Prema tome,

I =
3

160
ln

∣∣∣∣∣2
√
x2 + 1− 3

2
√
x2 + 1 + 3

∣∣∣∣∣+ 1

80
arctan 2

√
x2 + 1 +K.

2. Izraqunati zapreminu tela nastalog rotacijom oko Oy ose
figure ograniqene linijama y = (x− 2)2 i 2x− y = 4.

Rexeǌe. Neka je V1 zapremina tela koje nastaje rotacijom oko y-ose krivolinij-
skog trapeza odre�enog funkcijom x1 : y 7→ 2 +

√
y za y ∈ [0, 4] i neka je V2 zapremina

tela koje nastaje rotacijom oko y-ose trapeza odre�enog funkcijom x2 : y 7→ 2 + y/2
za y ∈ [0, 4]. Tada je tra�ena zapremina V jednaka V1 − V2.

1Iz jednakosti

t2 = A(2t+ 3)(4t2 + 1) +B(2t− 3)(4t2 + 1) + (Ct+D)(2t− 3)(2t+ 3)

koeficijente A, B, C i D lako odre�ujemo biraǌem ’pogodnih’ vrednosti za t. Za t = 3/2 dobijamo da
je A = 3/80, za t = −3/2 dobijamo da je B = −3/80, a za t = 0 zamenom vrednosti za A i B dobijamo da
je D = 1/40. Najzad, za t = i/2 dobijamo da je C = 0.
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Kako je

V1 = π

∫ 4

0
x21(y)dy = π

∫ 4

0
(2+
√
y)2dy =

136

3
π, V2 =

∫ 4

0
x22(y)dy = π

∫ 4

0
(2+y/2)2dy =

112

3
π,

to je V = V1 − V2 = 8π.

Drugo rexeǌe. Neka je V3 zapremina tela koje nastaje rotacijom oko y-ose trougla
sa temenima (2, 0), (4, 0) i (4, 4) i neka je V4 zapremina tela koje nastaje rotacijom
krivoliniskog trougla odre�enog funkcijom y : x 7→ (x − 2)2 za x ∈ [2, 4]. Tada je
V = V3 − V4. Kako je

V3 = 2π

∫ 4

2
x(2x− 4)dx =

80π

3
, V4 = 2π

∫ 4

2
|xy(x)|dx = 2π

∫ 4

2
x(x− 2)2dx =

56π

3
,

to je V = V3 − V4 = 8π.

3. Izraqunati ∫∫
D

(4x2 − y2) cos2(2x+ y)dxdy,

gde je D paralelogram ograniqen pravama

y = −2x, y = −2x+ π

2
, y = 2x− 1, y = 2x− 2.

Rexeǌe. Smenom u = 2x+ y i v = 2x− y imamo da je

I =

∫∫
D
(4x2 − y2) cos2(2x+ y)dxdy =

∫∫
G
uv cos2 u|J |dudv,

gde je G = [0, π/2]× [1, 2] i 1/J =

∣∣∣∣u′x u′y
v′x v′y

∣∣∣∣ = −4.
Oblast G je pravougaonik, pa je

I =
1

4

∫ 2

1
vdv

∫ π/2

0
u cos2 udu =

1

4
· 3
2
·K,

gde je

K =

∫ π/2

0
u cos2 udu =

1

2

∫ π/2

0
udu+

1

2

∫ π/2

0
u cos 2udu =

π2

16
− 1

4
.

Prema tome, I =
3

128
(π2 − 4).
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