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REDOVI

• Brojni redovi

• Redovi sa pozitivnim qlanovima

• Alternativni redovi

• Stepeni redovi
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Brojni redovi

• Osnovni pojmovi

• Neka svojstva redova

• Koxijev kriterijum konvergencije
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Osnovni pojmovi
Da li 'beskonaqna suma' realnih brojeva

a1 + a2 + · · ·+ an + · · ·

ima smisla?

Oqigledno da u sluqaju

1 + 1 + · · ·+ 1 + · · ·

takva suma nije konaqna,

a u sluqaju
1− 1 + 1− 1 + 1− ·

ona ne postoji.

Me�utim, u sluqaju

1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · ·+ 1

2n
+ · · ·

takva suma postoji i jednaka je 2 (beskonanaqni
geometrijski red).
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Dakle, u nekim sluqajevima 'beskonaqna suma' ima, a u
nekim sluqajevima nema smisla.

Neka je (an) niz realnih brojeva i neka je (sn) niz
definisan sa

sn = a1 + a2 + · · ·+ an, n ∈ N.

Definicija Izraz

∞
∑

n=1

an = a1 + a2 + · · ·+ an + · · ·

je beskonaqni red ili kra�e red sa opxtim qlanom an i
parcijalnom sumom sn.
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U zavisnosti od toga da li niz (sn) konvergira ili ne
definixu se odgovaraju�i pojmovi za red.

Definicija Dati red konvergira ako je niz �egovih
parcijalnih suma konvergentan, a divergira ako niz
parcijalnih suma nije konvergentan.

Ka�e se tako�e i da je dati red konvergentan, odnosno
divergentan.
Ako red konvergira i ako sn → s (n→∞), pixe se

∞
∑

n=1

an = s,

uk	uquju�i i sluqaj s = ±∞.
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Primeri

1. Red sa opxtim qlanom an = (−1)n divergira jer niz
(sn) nije konvergentan.

2. (Geometrijski red) Ako je an = qn−1 za q 6= 0, tada je

sn = 1 + q + · · ·+ qn−1 =
1− qn

1− q
za q 6= 1 i sn = n za q = 1. Prema tome, red konvergira
za |q| < 1 i divergira za |q| ≥ 1.

3. Red sa opxtim qlanom an =
1

n2
konvergira jer je niz

(sn) rastu�i i ograniqen odozgo,

sn < 1 +
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

(n− 1)n
= 2− 1

n
.

4. Red sa opxtim qlanom an = ln(1 + 1/n) divergira jer je

sn = ln
2

1
+ ln

3

2
+ · · ·+ ln

n+ 1

n
= ln(n+ 1)→∞ (n→∞).
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Neka svojstva redova

Neophodan uslov konvergencije

Teorema Ako red
∞
∑

n=1

an konvergira, tada an → 0 (n→∞).

Dokaz. Tvr�e�e sledi iz jednakosti

an = sn − sn−1

i pretpostavke o konvergenciji reda. �
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Obrnuto tvr�e�e ne va�i,

odnosno uslov an → 0 (n→∞) nije dovo	an,

ve� samo neophodan uslov konvergencije.

Na primer, ako je an =
1√
n
, tada an → 0 (n→∞), a

sn = 1 +
1√
2
+ · · ·+ 1√

n
> n · 1√

n
=
√
n.

Iz teoreme sledi (na osnovu zakona kontrapozicije) da
red divergira ako opxti qlan ne te�i nuli kad n te�i
∞.

Na primer, red sa opxtim qlanom an =
n

n+ 1
divergira.
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Operacije sa redovima

Slede�a teorema daje mogu�nost da se uvedu i neke
operacije sa redovima.

Teorema 1. Ako red
∞
∑

n=1

an konvergira, onda konvergira

i red
∞
∑

n=1

can za c ∈ R, pri qemu je
∞
∑

n=1

can = c ·
∞
∑

n=1

an.

2. Ako redovi
∞
∑

n=1

an i
∞
∑

n=1

bn konvergiraju, onda

konvergira i red
∞
∑

n=1

(an + bn), pri qemu je

∞
∑

n=1

(an + bn) =
∞
∑

n=1

an +
∞
∑

n=1

bn.
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Dokaz. Neka je sn parcijalna suma reda
∞
∑

n=1

an i tn

parcijalna suma reda
∞
∑

n=1

bn.

1. Kako je parcijalna suma reda
∞
∑

n=1

can jednaka csn, red

je konvergentan i va�i data jednakost.

2. Kako je

(a1 + b1) + (a2 + b2) + · · ·+ (an + bn) = sn + tn,

red
∞
∑

n=1

(an + bn) konvergira i va�i data jednakost. �

Za red
n
∑

n=1

(an + bn) ka�emo da je zbir redova
∞
∑

n=1

an i
∞
∑

n=1

bn.
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Koxijev kriterijum konvergencije
Slede�e tvr�e�e daje opxti kriterijum, odnosno
potreban i dovo	an uslov za konvergenciju proizvo	nog
reda.

Teorema Red
∞
∑

n=1

an konvergira ako i samo ako za za

svako ε > 0 postoji n0(ε) ∈ N tako da iz n > m > n0 sledi

|am+1 + am+2 + · · ·+ an| < ε.

Dokaz. Kako je

am+1 + am+2 + · · ·+ an = sn − sm,

iz pretpostavke teoreme sledi da za niz (sn) va�i
odgovaraju�i Koxijev kriterijum za nizove, pa taj niz
konvergira, xto znaqi da i red konvergira. �
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Primeri

1. Ako je an =
1

n2
, tada je

sm − sn =
1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
+ · · ·+ 1

m2

≤ 1

n(n+ 1)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+ · · ·+ 1

(m− 1)m

=
1

n
− 1

m

<
1

n
,

pa je za m > n > n0 > 1/ε ispu�en uslov Koxijevog
kriterijuma, xto znaqi da red konvergira.
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2. (Harmonijski red) Ako je an =
1

n
, tada je

s2n − sn =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n
> n · 1

2n
=

1

2
,

pa red ne konvergira jer nije ispu�en uslov iz
Koxijevog kriterijuma.
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REDOVI SA
NENEGATIVNIM QLANOVIMA

• Kriterijumi upore�iva�a

• Dalamberov kriterijum

• Koxijev kriterijum

• Integralni kriterijum
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Kriterijumi upore�ivaǌa
Ako je an ≥ 0 za n ≥ n0 ∈ N, niz parcijalnih suma (sn) reda
∞
∑

n=1

an je neopadaju�i za n ≥ n0.

Prema tome, ako je niz (sn) ograniqen, red konvergira, a
u protivnom divergira ka +∞.

Teorema Neka su
∞
∑

n=1

an i
∞
∑

n=1

bn redovi sa nenegativnim

qlanovima i neka je an ≤ bn za n ≥ n0.

1. Ako red
∞
∑

n=1

bn konvergira, tada i red
∞
∑

n=1

an

konvergira.

2. Ako red
∞
∑

n=1

an divergira, tada i red
∞
∑

n=1

bn divergira.
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Dokaz. Iz konvergencije reda
∞
∑

n=1

bn sledi ograniqenost

niza �egovih parcijalnih suma, a iz pretpostavke an ≤ bn

sledi da je i niz parcijalnihh suma reda
∞
∑

n=1

an tako�e

ograniqen.

Prema tome, va�i 1., a 2. sledi iz 1. na osnovu zakona
kontrapozicije. �
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Primeri

1. Kako je
1

nα
>

1

n
za α < 1, iz divergencije harmonijskog

reda sledi konvergencija reda
∞
∑

n=1

1

nα
za α < 1.

2. Kako je
1

nα
<

1

n2
za α > 2, iz konvergenicje reda

∞
∑

n=1

1

n2

sledi konvergencija reda
∞
∑

n=1

1

nα
za α > 2.
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3. Iz
n!

nn
=

1 · 2 · · ·n
n · n · · ·n

≤ 1 · 2
n2

sledi konvergencija reda
∞
∑

n=1

n!

nn
.

4. Iz konvergencije reda
∞
∑

n=1

an (an > 0) sledi

konvergencija reda
∞
∑

n=1

an
1 + n2an

jer je
an

1 + n2an
<

1

n2
.
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Teorema Neka su
∞
∑

n=1

an i
∞
∑

n=1

bn redovi sa nenegativnim

qlanovima i neka je

an+1

an
≤ bn+1

bn

za n ≥ n0.

1. Ako red
∞
∑

n=1

bn konvergira, tada i red
∞
∑

n=1

an

konvergira.

2. Ako red
∞
∑

n=1

an divergira, tada i red
∞
∑

n=1

bn divergira.
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Dokaz. Pretpostavimo radi jednostavnosti da je n0 = 1.
Iz pretpostavke teoreme sledi da va�e nejednakosti

a2
a1
≤ b2
b1
,

a3
a2
≤ b3
b2
, . . . ,

an
an−1

≤ bn
bn−1

iz kojih sledi da je

an ≤
a1
b1
bn,

b1
a1
an ≤ bn.

Iz ovih nejednakosti tvr�e�e sledi na osnovu prethodne
teoreme. �
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Dalamberov kriterijum
Slede�a teorema daje dovo	an uslov za konvergenciju,
odnosno divergenciju reda sa nenengativnim qlanovima.

Teorema (Dalamberov kriterijum) Neka je
∞
∑

n=1

an red sa

nenegativnim qlanovima.

1. Ako za n ≥ n0 va�i
an+1

an
≤ q < 1,

dati red konvergira.

2. Ako za n ≥ n0 va�i
an+1

an
≥ 1,

dati red divergira.
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Dokaz. Kako geometrijski red
∞
∑

n=1

qn konvergira za

0 < q < 1, iz nejednakosti

an+1

an
≤ q = qn+1

qn

i prethodne teoreme sledi 1.

Ako
an+1

an
≥ 1,

opxti qlan an ne te�i nuli, xto znaqi da va�i 2. �
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Pretpostavimo da za red
∞
∑

n=1

an sa nenegativnim

qlanovima postoji
lim
n→∞

an+1

an
= l.

Iz teoreme sledi da dati red

konvergira ako je l < 1

i

divergira ako je l > 1.

U sluqaju l = 1 nema zak	uqka, jer red tada mo�e biti
konvergentan, a mo�e biti i divergentan.

Na primer, i za harmonijski red i za red sa an = 1/n2 je
l = 1.
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Primeri

1. Red sa opxtim qlanom an =
n2 + n+ 1

2n
konvergira jer je

lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

(n+ 1)2 + n+ 1 + 1

2n+1
· 2n

n2 + n+ 1
=

1

2
.

2. Red sa opxtim qlanom an =
(n!)2

(2n)!
konvergira jer je

lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

(n+ 1)2

(2n+ 1)(2n+ 2)
=

1

4
.
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Koxijev kriterijum

Jox jedan dovo	an uslov za konvergenciju, odnosno
divergenciju je dat slede�om teoremom.

Teorema (Koxijev kriterijum) Neka je
∞
∑

n=1

an red sa

nenegativnim qlanovima.

1. Ako za n ≥ n0 va�i

n
√
an ≤ q < 1,

dati red konvergira.

2. Ako za n ≥ n0 va�i
n
√
an ≥ 1,

dati red divergira.
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Dokaz. Tvr�e�e 1. sledi iz prve toereme o poredbenim
kriterijumima za bn = qn, a tvr�e�e 2. sledi iz qi�enice
da je an ≥ 1 za n ≥ n0. �
Kao i kod Dalamberovog kriterijuma, u sluqaju da
postoji

lim
n→∞

n
√
an = l,

iz teoreme sledi da dati red konvergira ako je l < 1 i
divergira ako je l > 1.

U sluqaju l = 1 nema zak	uqka, jer red tada mo�e biti
konvergentan, a mo�e biti i divergentan.

Na primer, i za harmonijski red i za red sa an = 1/n2 je
l = 1. Isto va�i i ako je

lim sup
n→∞

n
√
an = l.
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Primeri

1. Red za koji je an =
1

lnn n
konvergira jer je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

1

lnn
= 0.

2. Red za koji je a2n =
1

3n
i a2n+1 =

1

2n
je konvergentan jer

je

2n
√
a2n =

1√
3
, 2n+1

√
a2n+1 =

1√
2
, lim sup

n→∞
=

1√
2
< 1.
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Integralni kriterijum

Teorema Neka f : [1,+∞)→ (0,+∞) i neka je:

1. f neprekidna i opadaju�a funkcija,

2. an = f(n).

Tada
n
∑

n=1

an konvergira

ako i samo ako
∫ +∞

1
f(x)dx konvergira.
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Dokaz.

Iz 1. sledi

f(2) + f(3) + · · ·+ f(n) ≤
∫ n

1
f(x)dx ≤ f(1) + f(2) + · · ·+ f(n− 1)
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f(2) + f(3) + · · ·+ f(n) ≤
∫ n

1
f(x)dx ≤ f(1) + f(2) + · · ·+ f(n− 1)

Ako integral konvergira, tada iz prve nejednakosti i 2.
sledi da je niz parcijalnih suma reda ograniqen, pa i
red konvergira.

Ako integral divergira (ka +∞), tada iz 2. i druge
nejednakosti sledi da i red divergira.

Na osnovu zakona kontrapozicije zak	uqujemo da
integral konvergira ako red konvergira.

Tvr�e�e va�i i ako su uslovi za f ispu�eni za x ≥ n0 ∈ N
(umesto x ≥ 1).
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Primeri

1. Red
∞
∑

n=1

1

nα
konvergira ako i samo ako je α > 1 jer to

va�i za integral
∫ ∞

1

dx

xα
. Dakle, za svako α > 0 red

daje jedan realan broj, pa mo�e da se definixe
funkcija (Rimanova) ζ : (1,+∞)→ R+ sa

ζ(x) =
∞
∑

n=1

1

nx
.

2. Red
∞
∑

n=2

1

n lnα n
konvergira ako i samo ako je α > 1 jer

to va�i za integral
∫ ∞

2

dx

x lnα x
.
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ALTERNATIVNI REDOVI

• Lajbnicov kriterijum

• Apsolutna konvergencija
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Lajbnicov kriterijum

Definicija Red oblika

∞
∑

n=1

(−1)n+1an = a1 − a2 + a3 − · · · ,

gde je an > 0 za n ∈ N je alternativni red.

Za neke alternativne redove postoje posebni
kriterijumi koji daju dovo	ne uslove konvergencije.
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Teorema (Labnicov kriterijum) Altenativni red
konevrgira ako je an+1 ≤ an i an → 0 (n→∞).

Dokaz. Kako je an+1 ≤ an, to je

s2n+2 = s2n + a2n+1 − a2n+2 ≥ s2n

i

s2n = a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− · · · − (a2n−2 − a2n−1)− a2n ≤ a1,

pa je niz (s2n) konvergentan (rastu�i i ograniqen
ododzgo).
Iz jednakosti s2n+1 = s2n + a2n+1 i pretpostavke
an → 0 (n→∞) sledi da je

lim
n→∞

s2n+1 = lim
n→∞

s2n.

Prema tome, niz (sn) konvergira, pa i dati red
konvergira. �
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Primeri

1. Alternativni red sa an =
n

n2 + 1
je konvergentan jer

an → 0 (n→∞), a funkcija f(x) =
x

x2 + 1
je opadaju�a za

x > 1.

2. Alternativni red sa an =
1

nα
konvergira za α > 0.

3. Alternativni red sa an =
1

n lnα n
konvergira za α > 0.
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Apsolutna konvergencija

Ako alternativni red
∞
∑

n=1

(−1)n+1an konvergira,

red
∞
∑

n=1

an ne mora da konvergira.

To je sluqaj, na primer, za an =
1

n
.

Me�utim, u suprotnom smeru va�i slede�e tvr�e�e.

Teorema Neka je an > 0 za n ∈ N. Ako red
∞
∑

n=1

an

konvergira, tada konvergira i alternativni red
∞
∑

n=1

(−1)n+1an.
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Dokaz. Tvr�e�e sledi na osnovu Koxijevog kriterijuma
konvergencije jer je

|sn − sm| ≤ am+1 + am+2 + · · ·+ an,

gde je (sn) niz parcijalnih suma alternativnog reda. �

Definicija Alternativni red
∞
∑

n=1

(−1)n+1an je apsolutno

konvergentan ako red
∞
∑

n=1

an konvergira, a uslovno

konvergentan ako konvergira, a red
∞
∑

n=1

an ne konvergira.
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Primeri

1. Alternativni red sa an =
1

n2
je apsolutno

konvergentan.

2. Alternativni red sa an =
1

n
je uslovno konvergentan.
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Pojam apsolutne i uslovne konvergencije definixe se
sliqno i za proizvo	ne redove.

U sluqaju apsolutne konvergencije razna svostva
konaqnih zbirova se prenose i na redove, dok u sluqaju
uslovne konvergencije to ne mora da va�i.

Na primer, ako red uslovno konevrgira, onda se
premexta�em qlanova reda mo�e dobiti zbir koji je
jednak proizvo	nom realnom broju (Rimanova teorema).
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STEPENI REDOVI

• Osnovni pojmovi

• Odre�iva�e radijusa konvergencije

• Diferencira�e i integracije reda

41



Osnovni pojmovi

Za svaki realan broj x takav da je 0 < x < 1 red
∞
∑

n=0

xn

konvergira (geometrijski red).

Naravno, u ovom sluqaju xn mo�emo posmatrati i kao
stepenu funkciju na (0, 1), xto znaqi da imamo red
stepenih funkcija.

Pomenuti red 'konvergira'.

Me�utim, isti red na (0, 2) 'ne konvergira' (na primer,
za x = 1).

Definicija Red oblika
∞
∑

n=0

an(x− x0)n, gde su x0, a1, a2 . . .

dati realni brojevi a x realna promen	iva, je stepeni
ili potencijalni red. Brojevi an su koeficijenti, a x0
je taqka razvoja stepenog reda.
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Za x0 = 0 imamo stepeni red
∞
∑

n=0

anx
n i dovo	no je

razmatrati ovakve stepene redove, jer se ostali smenom
x− x0 = y svode na �ih.

Za neke vrednosti promen	ive x dati stepeni red
konvergira, a za neke divergira.

Na primer, stepeni red
∞
∑

n=0

n!xn konvergira samo za x = 0,

jer za ostale vrednosti opxti qlan ne te�i nuli.

Me�utim, red
∞
∑

n=0

xn

n!
konvergira za svaki realan broj x

jer je

lim
n→∞

|x|n+1

(n+ 1)!
· n!
|x|n

= lim
n→∞

|x|
n+ 1

= 0,

pa na osnovu Dalamberovog kriterijuma red apsolutno
konvergira.

43



Teorema (Abelov stav)

1. Ako
∞
∑

n=0

anx
n konvergira za x = r (r 6= 0), tada je on

apsolutno konvergentan za svako x za koje je |x| < |r|.

2. Ako je
∞
∑

k=0

anx
n divergentan za x = r, tada je on

divergentan za svako x za koje je |x| > |r|.

Dokaz. 1. Iz pretpostavke sledi anr
n → 0 kada n→∞, pa

postoji broj M takav da je |anrn| ≤M za n ∈ N. Tada je

|anxn| =
∣

∣

∣

∣

anr
nx

n

rn

∣

∣

∣

∣

= |anrn|
∣

∣

∣

x

r

∣

∣

∣

n

≤M
∣

∣

∣

x

r

∣

∣

∣

n

.

Kako geometrijski red
∞
∑

k=0

∣

∣

∣

x

r

∣

∣

∣

n

konvergira za |x| < |r|,

konvergira i dati red.
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2. Ako bi red bio konvergentan za neko x za koje je
|x| > |r|, na osnovu 1. bio bi konvergentan i za x = r. �

Iz teoreme sledi da za svaki stepeni red postoji realan
broj r (0 ≤ r ≤ +∞) takav da va�i:

1. ako je |x| < r, red je konvergentan,

2. ako je |x| > r, red je divergentan.

Takav broj r je polupreqnik konvergencije reda
∞
∑

k=0

akx
k.

Ako je r > 0, interval (−r, r) naziva se interval
konvergencije tog reda.

Za r = 0 red konvergira samo za x = 0, a ako je r = +∞ red
konvergira na R.

Na primer, za an = n! je r = 0, a za an =
1

n!
je r = +∞.
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Odre�ivaǌe radijusa konvergencije

Polupreqnik konvergencije stepenog reda
∞
∑

n=0

anx
n mo�e

da se odredi

pomo�u Dalamberovog kriterijuma ako postoji

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

,

odnosno pomo�u Koxijevog kriterijuma ako postoji

lim
n→∞

n
√

|an|
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Iz jednakosti
∣

∣

∣

∣

an+1x
n+1

anxn

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

|x|

sledi da je red konvergenatan za

|x| < 1

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

i divergentan za

|x| > 1

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

.

Prema tome,

r =
1

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an
an+1

∣

∣

∣

∣

.
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Sliqno je i u sluqaju Koxijevog kriterijuma,

r =
1

lim
n→∞

n
√

|an|
,

a ako pomenute graniqne vrednosti ne postoje, va�i
slede�e tvr�e�e.

Teorema (Koxi-Hadamarova teorema)

Za stepeni red
∞
∑

k=0

akx
k je

r =
1

lim sup
n→∞

n
√

|an|
.

Isto va�i i za stepeni red
∞
∑

n=1

an(x− x0)n.
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Primeri

1. Za an = (1 + (−1)n)n je

lim sup
n→∞

n
√

|an| = lim sup
n→∞

(1 + (−1)n) = 2,

pa je r = 1/2.

2. Za an =
n!

nn
je

lim
n→∞

an
an+1

= lim
n→∞

(n+ 1)n

nn
= e,

pa je r = e.

3. Za an =
(n!)2

(2n)!
je r = 4.
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ISPITNA PITAǋA

1. Pojam beskonaqnog brojnog reda. Konvergencija
reda.

2. Redovi sa nenegativnim qlanovima. Kriterijumi
upore�iva�a.

3. Alternativni redovi. Lajbnicov kriterijum
konvergencije.

4. Integralni kriterijum konvergencije beskonaqnog
reda.

5. Stepeni redovi. Radijus konvergencije stepenog
reda.
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POJMOVI KOJE TREBA ZNATI

1. Beskonaqni red

2. Opxti qlan beskonaqnog reda

3. Parcijalna suma beskonaqnog reda

4. Konvergentan red

5. Divergentan red

6. Harmonijski red

7. Alternativni red

8. Apsolutno konvergentan red

9. Uslovno konvergentan red

10. Stepeni (potencijalni) red

11. Polupreqnik konvergencije stepenog reda

12. Interval konvergencije stepenog reda
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TVR�E�A KOJA TREBA ZNATI (sa dokazom)

Iz prethodnih tema

8.1 Dovo	an uslov za R-integrabilnost funkcije

8.2 R-integrabilnost neprekidne funkcije na [a, b]

8.3 Teorema o sred�oj vrednosti odre�enog integrala

8.4 Osnovna teorema diferencijalnog i integralnog
raquna

9.1 Teorema o smeni u neodre�enom integralu

9.2 �utn Lajbnicova formula

9.3 Teorema o smeni u odre�enom integralu
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11.1 Formule za du�inu luka krive (sve tri)

11.2 Formula za zapreminu rotacionog tela

11.3 Formula za povrxinu omotaqa rotacionog tela

12.1 Teorema o sred�oj vrednosti dvojnog integrala

12.2 Teorema o sred�oj vrednosti trojnog integrala

13.1 Povrxina dela povrxi date sa z = f(x, y)
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Iz ove teme

14.1 Neophodan uslov za konvergenciju reda

14.2 Koxijev kriterijum za konvergenciju reda

14.3 Kriterijumi upore�iva�a (dve teoreme)

14.4 Dalamberov kriterijum

14.5 Koxijev kriterijum

14.6 Integralni kriterijum

14.7 Lajbnicov kriterijum

14.8 Abelov stav za stepene redove
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