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DVOJNI I TROJNI INTEGRALI

• Dvojni integral

• Trojni integral

• Smene promen	ivih u dvojnom integralu

• Smene promen	ivih u trojnom integralu

• Primene dvojnog i trojnog integrala
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SMENE PROMENǈIVIH
U DVOJNOM INTEGRALU

• Opxti sluqaj

• Polarne koordinate
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Opxti sluqaj smene u dv. int.
Dat je integral

∫∫

D

f(x, y)dxdy

i data je oblast G ⊂ R2

koja se funkcijama ϕ i ψ preslikava u oblast D

na slede�i naqin:

x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v),

pri qemu (u, v) ∈ G.

Mo�e li dati integral da se izraquna preko oblasti G i
promenǉivih u, v?
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Pretpostavimo

1. da je preslikava�e G→ D bijekcija,

2. da funkcije ϕ,ψ imaju u G neprekidne parcijalne
izvode prvog reda,

3. da je Jakobijan preslikava�a

J =
D(x, y)

D(u, v)
=
∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣

∣

∣

∣

ϕ′u ϕ′v
ψ′u ψ′v

∣

∣

∣

∣

razliqit od nule u G.
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Tada va�i slede�e tvr�e�e koje daje formulu za smene
promenǉivih u dvojnom integralu.

Teorema Ako f ∈ R(D) i ako preslikava�e G→ D
ispu�ava uslove 1.-3., tada je

∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫∫

G

g(u, v)|J |dudv,

pri qemu je
g(u, v) = f(ϕ(u, v), ψ(u, v)).
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Ovakvom smenom se sa dekartovih koordinata (x, y)
prelazi na nove koordinate (u, v) (u opxtem sluqaju,
krivolinijske).
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Pri tome je
[

dx
dy

]

=

[

x′u x′v
y′u y′v

] [

du
dv

]

i

J =

∣

∣

∣

∣

x′u x′v
y′u y′v

∣

∣

∣

∣

.

Koeficijent deformacije je |J |, a element povrxine je
dat sa

dσ = dxdy = |J |dudv.

Nekada je prirodnije uvesti najpre smene u = α(x, y),
v = β(x, y), a zatim iz �ih odrediti funkcije ϕ i ψ za
smene x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v). Pri tome, Jakobijan mo�e da se
dobije i iz relacije

∂(x, y)

∂(u, v)
· ∂(u, v)
∂(x, y)

= 1.
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Primeri

1. Neka je D = {(x, y) | |x|+ |y| ≤ 1} i neka je

f(x, y) =

(

x− y
x+ y + 2

)2

. Smenom u = x+ y, v = x− y

pojednostav	uje se i funkcija i oblast integracije.

Nova oblast integracije je G = [−1, 1]2, a iz x =
u+ v

2
i

y =
u− v
2

dobijamo da je

J =

∣

∣

∣

∣

1/2 1/2
1/2 −1/2

∣

∣

∣

∣

= −1

2
, dσ =

1

2
dudv.

Prema tome,

∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫∫

G

(

v

u+ 2

)2
1

2
dudv =

∫ 1

−1
v2dv

∫ 1

−1

du

(u+ 2)2
=

2

9
.
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2. Neka je D oblast ograniqena linijama y = 0, y = x/2,
x2 − y2 = 1 i x2 − y2 = 4 i neka je f(x, y) = y/x. Smenom
u = x2 − y2, v = y/x imamo

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣

∣

∣

∣

2x −2y
−y/x2 1/x

∣

∣

∣

∣

= 2− 2
y2

x2
= 2− 2v2,

odakle dobijamo J =
1

2(1− v2)
. Kako je nova oblast

integracije G = [1, 4]× [0, 1/2], to je

∫∫

D

y

x
dxdy =

∫∫

G

vdudv

2(1− v2)
=

1

2

∫ 4

1
du

∫ 1/2

0

vdv

1− v2
= −3

4
ln

3

4
.
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Polarne koordinate
Polarne koordinate su (ρ, ϕ), pri qemu

ρ ∈ [0,∞), ϕ ∈ [0, 2π].
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Veze dekartovih (x, y) i polarnih koordinata su

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ.

Jakobijan je dat sa

J =

∣

∣

∣

∣

cosϕ −ρ sinϕ
sinϕ ρ cosϕ

∣

∣

∣

∣

= ρ,

a koeficijent deformacije je |J |.

Element povrxine je

dσ = ρdρdϕ.

Prema tome,
∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫∫

G

g(ρ, ϕ)ρdρdϕ,

pri qemu je
g(ρ, ϕ) = f(ρ cosϕ, ρ sinϕ).
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Primeri

1. Neka je

I =

∫∫

D

sin
√

x2 + y2
√

x2 + y2
dxdy, D = {(x, y) | π2/9 ≤ x2 + y2 ≤ π2}.

Uvo�e�em polarnih koordinata imamo da je

I =

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

π/3
sin ρdρ = 3π.

2. Neka je

I =

∫∫

D

e−x
2−y2 sin(x2 + y2)dxdy, D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ π}.

U polarnim koordinatama je

I =

∫ 2π

0
dϕ

∫

√
π

0
e−ρ

2

cos ρ2ρdρ =
π

2
(e−π + 1).
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3. Za

I =

∫∫

D

√

a2 − x2 − y2dxdy, D = {(x, y) | x2+y2 ≤ a2, x ≥ 0, y ≥ 0}

imamo

I =

∫ π/2

0
dϕ

∫ a

0

√

a2 − ρ2ρdρ =
π

6
a3.
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Nekada je zgodno pomeriti koordinatni poqetak u taqku
M(x0, y0), odnosno uvesti smenu

x = x0 + ρ cosϕ, y = y0 + ρ sinϕ,

pri qemu se jakobijan ne me�a.

U sluqaju eliptiqkih oblasti pogodne su uopxtene
polarne koordinate

x = aρ cosϕ, y = bρ sinϕ,

pri qemu je J = abρ.
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SMENE PROMENǈIVIH
U TROJNOM INTEGRALU

• Opxti sluqaj

• Cilindriqne koordinate

• Sferne koordinate
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Opxti sluqaj smene u tr. int.
Dat je integral

∫∫∫

D

f(x, y, z)dxdydz

i data je oblast G ⊂ R3

koja se funkcijama α, β i γ preslikava u oblast D

na slede�i naqin:

x = α(u, v, w), y = β(u, v, w), z = γ(u, v, w),

pri qemu (u, v, w) ∈ G.

Mo�e li dati integral da se izraquna preko oblasti G i
promenǉivih u, v, w?
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Pretpostavimo

1. da je preslikava�e G→ D bijekcija,

2. da funkcije α, β, γ imaju u G neprekidne parcijalne
izvode prvog reda,

3. da je Jakobijan preslikava�a

J =
D(x, y, z)

D(u, v, w)
=
∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α′u α′v α′w
β′u β′v β′w
γ′u γ′v γ′w

∣

∣

∣

∣

∣

∣

razliqit od nule u G.
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Tada va�i slede�e tvr�e�e koje daje formulu za smene
promenǉivih u trojnom integralu.

Teorema Ako f ∈ R(D) i ako preslikava�e G→ D
ispu�ava uslove 1.-3., tada je

∫∫∫

D

f(x, y, z) =

∫∫∫

G

g(u, v, w)|J |dudvdw,

pri qemu je

g(u, v, w) = f(α(u, v, w), β(u, v, w), γ(u, v, w)).
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Ovakvom smenom se sa dekartovih koordinata (x, y, z)
prelazi na nove koordinate (u, v, w)

(u opxtem sluqaju, krivolinijske).

Pri tome je




dx
dy
dz



 =





x′u x′v x′w
y′u y′v y′w
z′u z′v z′w









du
dv
dw





i

J =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x′u x′v x′w
y′u y′v y′w
z′u z′v z′w

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Koeficijent deformacije je |J |, a element zapremine je
dat sa

dV = dxdydz = |J |dudvdw.
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Cilindriqne koordinate
Cilindriqne koordinate su (ρ, ϕ, z), pri qemu

ρ ∈ [0,∞), ϕ ∈ [0, 2π], z ∈ R.
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Veze dekartovih (x, y, z) i cilindriqnih koordinata su

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, z = z.

Jakobijan je dat sa

J =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cosϕ −ρ sinϕ 0
sinϕ ρ cosϕ 0
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ρ,

a koeficijent deformacije je |J |.
Element zapremine je dV = ρdρdϕdθ.
Prema tome,

∫∫∫

D

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫

G

g(ρ, ϕ, z)ρdρdϕdz,

pri qemu je
g(ρ, ϕ, z) = f(ρ cosϕ, ρ sinϕ, z).
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Primer Neka je I =

∫∫∫

T

((x+ y)2 − z)dxdydz, gde je T telo

ograniqeno povrxima z = 0 i (z − 1)2 = x2 + y2.

23



Kako je

T = {(x, y, z) | (x, y) ∈ D, 0 ≤ z ≤ 1−
√

x2 + y2},

gde je D krug polupreqnika 1 s centrom u koordinatnom
poqetku, prelaskom na cilindriqne koordinate imamo da
je

I =

∫∫∫

T

(ρ2(1 + sin 2ϕ)− z)ρdρϕdz.

Svo�e�em trojnog integrala na trostruki nalazimo

I =

∫ 2π

0
dϕ

∫ 1

0
dρ

∫ 1−ρ

0
(ρ2(1 + sin 2ϕ)− z)ρdz = . . . =

π

60
.
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Sferne koordinate

Sferne koordinate su (ρ, ϕ, θ), pru qemu

ρ ∈ [0,∞), ϕ ∈ [0, 2π], θ ∈ [−π/2, π/2].
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Veze dekartovih (x, y, z) i sfernih koordinata su

x = ρ cos θ cosϕ, y = ρ cos θ sinϕ, z = ρ sin θ.

Jakobijan je dat sa

J =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cos θ cosϕ −ρ cos θ sinϕ −ρ sin θ cosϕ
cos θ ρ cos θ cosϕ −ρ sin θ sinϕ
sin θ 0 ρ cos θ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ρ2 cos θ(cos2 ϕ cos2 θ + sin2 θ sin2 ϕ+ sin2 θ cos2 ϕ+ cos2 θ sin2 ϕ)

= ρ2 cos θ(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)

= ρ2 cos θ,

a koeficijent deformacije je |J |.
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Element zapremine je

dV = dxdydz = |J |dρdϕdθ = ρ2 cos θdρdϕdθ.

Prema tome,
∫∫∫

D

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫

G

g(ρ, ϕ, θ)ρ2 cos θdρdϕdθ,

pri qemu je

g(ρ, ϕ, θ) = f(ρ cos θ cosϕ, ρ cos θ sinϕ, ρ sin θ).
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Primer Neka je

I =

∫∫∫

T

√

x2 + y2 + z2dxdydz, T = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 ≤ 1}.

Prelaskom na sferne koordinate imamo za novu oblast
integracije kvadar [0, 1]× [0, 2π]× [−π/2, π/2], pa je

I =

∫ 2π

0
dϕ

∫ π/2

−π/2
cos θdθ

∫ 1

0
ρ3dρ = . . . = π.
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PRIMENE DVOJNOG
I TROJNOG INTEGRALA

• Neke primene dvojnog integrala

• Primena trojnog integrala
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Primene dvojnog integrala

Zapremina cilindriqnog tela

Zapremina cilindriqnog tela

qija je jedna osnova figura D u ravni Oxy,

a druga osnova povrx z = f(x, y)

data je sa

V =

∫∫

D

f(x, y)dxdy.
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Primeri

1. Gor�a povrx tela sa slike je data sa z = 4− x2 − y2.
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Kako je telo simetriqno u odnosu na koordinatne
ravni xOz i yOz, to je

V = 4

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
(4− x2 − y2)dy = . . . =

40

3
.
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2. Ako je telo ograniqeno povrxima z = x2 + y2,
z = 2(x2 + y2), y = x i y2 = x, tada je �egova zapremina V
data sa

V = V1 − V2,

gde je

V1 =

∫∫

D

2(x2 + y2)dxdy, V2 =

∫∫

D

(x2 + y2)dxdy

i gde je
D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤

√
x}.

Prema tome,

V =

∫∫

D

(x2 + y2)dxdy =

∫ 1

0
dx

∫

√
x

x

(x2 + y2)dy = . . . =
3

35
.
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Povrxina ravanske figure

Povrxinu σ(D) figure D mo�emo dobiti ako u dvojnom
integralu na D uzmemo funkciju f(x, y) = 1.

Dakle,

σ(D) =

∫∫

D

dxdy.
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Primer

Neka je D figura ograniqena parabolom

(x

a
+
y

b

)2
=
x

a
− y

b

i x osom. Uvo�e�em smene

u =
x

a
+
y

b
, v =

x

a
− y

b

nova oblast G je ograniqena parabolom u2 = v i pravom

u = v, pri qemu je J = −ab
2
. Prema tome,

σ(D) =

∫∫

D

dxdy =
ab

2

∫ 1

0
du

∫ u

u2
dv = . . . =

ab

12
.
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Povrxina dela povrxi

Neka je povrx data sa z = f(x, y).
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Podeli Π oblasti D odgovara podela Π∗ date povrxi nad
oblax�u D.

Ako su σ∗k (k = 1, 2, . . . , n) povrxine delova podele Π∗,
tra�ena povrxina P je data sa

P =
n
∑

k=1

σ∗k,

pod uslovom da sve navedene povrxine postoje.

Me�utim, povrxine σ∗k nije mogu�e u opxtem sluqaju
odrediti, niti utvrditi da li postoje.

Umesto �ih mo�emo uzeti povrxine Pk odgovaraju�ih
delova tangentnih ravni u izabranim taqkama delova
povrxi.
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Pretpostavimo da je data podela (Π,Mi) oblasti D

i da je Pi povrxina dela tangentne ravni u taqki Mi nad
delom Di.

Neka je

P (Π) =
n
∑

i=1

Pi.

Definicija Ako postoji lim
λ(Π)→0

P (Π) = P , tada je P

povrxina posmatranog dela date povrxi.
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Teorema Ako z′x, z
′
y ∈ C(D), tada povrxina dela povrxi

nad D postoji i data je sa

P =

∫∫

D

√

1 + z′2x + z′2y dxdy.

Dokaz. Jednaqina tangente u Mi(xi, yi, zi) je

z − zi = z′x(Mi)(x− xi) + z′y(M1)(y − yi).
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Kako je ugao γ izme�u tangentne ravni i ravni xOy jednak
uglu izme�u normale tangentne ravni i z ose i kako je

cos γ =
1

√

1 + z′2x (Mi) + z′2y (Mi)
,

to je

Pi =
σi

cos γ
=
√

1 + z′2x (Mi) + z′2y (Mi) σi.

Zbir P (Π) je integralna suma dvojnog integrala za
funkciju

g =
√

1 + z′2x + z′2y

na oblasti D. Iz pretpostavke teoreme sledi da je g
neprekidna na D, pa integralna suma konvergira
integralu. Prema tome,

P = lim
λ(Π)→0

n
∑

i=1

g(Mi)σi =

∫∫

D

g(x, y)dxdy =

∫∫

D

√

1 + z′2x + z′2y dxdy. �
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Primeri

1. Neka je P povrxina dela ravni z = y + 1 nad krugom
x2 + y2 ≤ 1. Kako je z′x = 0 i z′y = 1, to je

√

1 + z′2x + z′2y =
√
2,

pa je

P =
√
2

∫∫

x2+y2≤1
dxdy =

√
2

∫ 2π

0
dϕ

∫ 1

0
ρdρ = π

√
2.

2. Neka je P povrxina dela povrxi z = x2 + y2 nad
krugom x2 + y2 ≤ 1. Kako je z′x = 2x i z′y = 2y, to je

P =

∫ 2π

0
dϕ

∫ 1

0

√

1 + 4ρ2ρdρ =
π

6
(53/2 − 1).
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Primena trojnog integrala

Ako je f(x, y, z) = 1 na telu T ,

tada je
Sn(f,Π) = σ(T )

za svaku podelu Π.

Prema tome, zapremina V mer	ivog tela T je data sa

V =

∫∫∫

T

dxdydz.
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Primeri

1. Zapremina V lopte L : x2 + y2 + z2 ≤ r2 mo�e da se
dobije sa

V =

∫∫∫

L

dxdydz.

Prelaskom na sferne koordinate imamo novu oblast
integracije

G = [0, r]× [0, 2π]× [−π/2, π/2],

pa je

V =

∫∫∫

G

ρ2 cos θdρdϕdθ

=

∫ r

0
ρ2dρ

∫ 2π

0
dϕ

∫ π/2

−π/2
cos θdθ

=
4

3
r3π.
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2. Ako je T telo ograniqeno povrxima

x2 + y2 + z2 = 16, x2 + y2 + z2 = 8z,

tada prelaskom na cilindriqne koordinate dobijamo

V =

∫ 2p

0
dϕ

∫ 2
√
3

0
ρdρ

∫

√
16−ρ2

4−
√

16−ρ2
dz = . . . =

80

3
π.
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ISPITNA PITAǋA

1. Smena promen	ivih u dvojnom integralu. Polarne
koordinate.

2. Smena promen	ivih u trojnom integralu.
Cilindriqne koordinate.

3. Smena promen	ivih u trojnom integralu. Sferne
koordinate.

4. Primene dvojnog integrala.

5. Primena trojnog integrala.
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POJMOVI KOJE TREBA ZNATI

1. Krivolinijske koordinate

2. Koeficijent deformacije

3. Uopxtene polarne koordinate

4. Cilindriqne koordinate

5. Sferne koordinate

6. Povrxina dela povrxi
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TVR�E�A KOJA TREBA ZNATI (sa dokazom)

Iz prethodnih tema

8.1 Dovo	an uslov za R-integrabilnost funkcije

8.2 R-integrabilnost neprekidne funkcije na [a, b]

8.3 Teorema o sred�oj vrednosti odre�enog integrala

8.4 Osnovna teorema diferencijalnog i integralnog
raquna

9.1 Teorema o smeni u neodre�enom integralu

9.2 �utn Lajbnicova formula

9.3 Teorema o smeni u odre�enom integralu
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11.1 Formule za du�inu luka krive (sve tri)

11.2 Formula za zapreminu rotacionog tela

11.3 Formula za povrxinu omotaqa rotacionog tela

12.1 Teorema o sred�oj vrednosti dvojnog integrala

12.2 Teorema o sred�oj vrednosti trojnog integrala

Iz ove teme

13.1 Povrxina dela povrxi date sa z = f(x, y)
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QI�ENICE KOJE TREBA ZNATI

1. Smena promen	ivih u dvojnom integralu

2. Veze dekartovih i polarnih koordinata

3. Smena promen	ivih u trojnom integralu

4. Veze dekartovih i cilindriqnih koordinata

5. Veze dekartovih i sfernih koordinata

6. Zapremina cilindriqnog tela

7. Povrxina ravanske figure pomo�u dvojnog
integrala

8. Zapremina tela pomo�u trojnog integrala
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