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JABOJHM 1 TPOJHU MHTEI'PAJIN

e JIBojuu mHTErpaa
e Tpojuu maTErpaI
e CMeHe IPOMEHJ/LUBUX Y ABOJHOM WHTErPAJY
e CMeHe IPOMEHLUBUX Y TPOJHOM HMHTEIrPAJLY

e [IpyMene ABOjJHOr W TPOJHOI MHTETrPAJa



CMEHE ITPOMEHJbNUBUX
Y IBOJHOM MHTEI'PAJLY

e OmmrTH; ciryuaj

o Ilonapue KoopmuHaTe



IlaT je wHTErpad
/ / f(z,y)dzdy
D

u gara je obsact G C R?
KOja ce QyHEOMjaMa ¢ W ¢ IpecIuKaBa y obmact D

Ha C.TIe,ZIehI/I Ha4lMH:

npu yemy (u,v) € G.

Moxce au damu unmezpaa da ce uzpauyna npexo obaacmu G u
NPOMEHDUBUT U, vT



[IpernoctaBuMmo
1. ma je mpecnukaBame G — D dUjekrmuUja,

2. ma dyHENUjE ¢,¢ MMajy y G HeIpeKnaHe MaplnjaaHe
U3BOJe IPBOT pena,

3. ma je JakoOujaH IpPeCIUKaABabA

/ ’
Pu Po
’ /
u v

pasauuur oxm Hyne y G.



Tana Baxxku cnenehe TBpheme koje maje popmyny 3a cmene
NPOMENDHUBUT Y TBOJHOM WHTETPAIY.

Teopema Ako f € R(D) n ako mpeciukaBame G — D
ncnymana ycaose 1.-3., tama je

//D f(z,y)dzdy = //G g(w, v)|J|dudv,

g(“ﬂ U) = f(@(%“)a 1#(%“))-

Ipu YeMy je



OBaxBOM CMEHOM Ce€ Ca AC€KapPTOBUX KOODAWHATA (a:,y)

npesa3y Ha HOBe KoopauHare (u,v) (y ommrem ciydajy,
KPUBOJIMHI]CKE ).




[Ipu Tome je

SN~

Roepunujenr nepopmanuje je |J|, a eareMeHT NMOBPIINHE je
naT ca

do = dzdy = |J|dudv.

Hekana je mpupomuuje yBecTtu Hajupe cmene u = a(z,y),
v=[3(z,y), & 3aTUM U3 BUX oAPeIUTN PYHKIUjEe ¢ U ) 3a
cMeHe z = p(u,v), y=1(u,v). [Ipu Tome, Jakobujan Moske na ce
noduje m M3 peJsialyje




IIPMEPH
1. Heka je D= {(x,y) | |z|+ |y| <1} n HEKA je
2

flz,y) = <H) .CMeEOM u =z +y, v=x—y

T+y+2
II0je THOCTaBJbYyje ce U (PyHKIUja U 0OJIaCT MHTErpaluje.
HoBa o6mact unrerpanuje je G =[-1,1?, a u3 z = u;v u

u v 5 3
y=—— nobujamMo ma je

1
J<_‘1/2 1/2‘::

1
1/2 —1/2 5 do = Edudv.

IIpema TowMme,

//D flz,y)dzdy = //G (ui2>2 %dudv = /11 v2dv /11 v iu2)2 = g




2. Heka je D obaacTt orpanuveHa JuHUjaMa y =0, y = z/2,

22—y’ =1u 2?2 —y?> =4 u HeKa je f(x,y) =y/z. CMeHOM

u=2%—19y% v=y/r UMaMO

(u,v) 2r =2y y
O(x,y) ‘—y/af2 1z| -
. 1 .
omakJie mooujamo J = 30— 07 Kako je mosa obmacTt

uHTerpanuje G = [1,4] x [0,1/2], To je

vdudv 1/2 3. 3
o 4 o = 3



[Tonaprae koopmuHATE CY (p, ), IPU YEMY

p€[0,00), ¢ €][0,2n].




Bese mexkapToBUX (7,y) W MOJIAPHUX KOOPAWHATA CY

T =pcosy, Y= psinep.
JakobujaH je mar ca

cosp —psing|
sinp pcosp | "7

a koepunujeHT nedopmanuje je |J|.

EnemenT nmoBpmwune je

do = pdpdp.

J[ szt = [[ sto.orpdse,

9(p,p) = f(pcosp, psin ).

IIpema ToOME,

npu JyeMmy je



ITPyUMEPU

1. Hexka je
2
e // . +y —F———dady, D={(z,y)|7°/9<a®+y* <n}.
YBobewmeM morapHUX KOOPAMHATA MUMaMO 14 je

27 ™
1 :/ dcp/ sin pdp = 3.
0 /3

2. Heka je
- // eV sin(a? +y?)dady, D ={(z,y) | 2® +y* <7}
D

Y mojaapHUM KOOpAWHATAMA j€

2 VT 2 ™
I :/ d<p/ e " cospipdp = = (e ™ +1).
0 0 2



3.

3a
I:// \/mdxdy, D={(z,y) | 2 +y% < a® x>0,y > 0}
D

nMaMO

w/2 a
I:/ d(p/ Mpdp:%a?’.
0 0



Hekana je 3romao moMepuTy KOOPAUHATHU IOYETAK Y TaUKy
M (z0,Yy0), OMHOCHO YBECTU CMEHY

T =x0+pcosy, Yy=yo+psing,

IpU YeMy ce jakoOujaH He Mema.

Y ciy4dajy eIUnTUYKUX 00JaCTU MOTOITHE CY Yonwumere
noaapHe Koopourame

x =apcosp, y=bpsiny,

npu vyeMmy je J = abp.



CMEHE ITPOMEHJbNUBUX
Y TPOJHOM MHTEI'PAJIY

e OmmrTH; ciryuaj
e llunuanpuuHe KOOpOMHATE

e ChepHe KOOpIUHaATE



IlaT je wHTErpad
[ 1@v.2)dudyaz
D

u gara je obsact G C R?

KOja ce (yHEKNUjaMa «, § U vy OIpecIuKaBa y obaact D

Ha Cﬂe,ﬂehﬂ Ha4YMH:
z=a(u,v,w), y=pumvw), z=75uv,w),

npum yemy (u,v,w) € G.

Moxce au damu unmezpana 0a ce uspadyra npexo obaacmu G u
NPOMEHSUBUT U, v, W



[IpernoctaBuMmo

1.
2.

Ia je mpecaukaBame G — D Oujekmuja,

na QyHENUje o, B,y mMajy y G HenpeKuIHe NaplujarHe

M3BOJE NPBOT pena,

. ma je JakoOujaH mpeciauKaBamba

g_D@ye) 0wy |3
D(u,v,w)  9(u,v,w) fyq/i

pasnuuur on Hyne y G.



Tana Baxxkn caenehe tBpbheme koje maje popmymny 3a cmerne
NPOMEHDUBUT Y TPOJHOM UHTETPAIY.

Teopema Ako f € R(D) n ako mpeciukaBame G — D
ncnymana ycaose 1.-3., tama je

///D f@9,2) = ///c g(u, v, w)|J|dudvdw,

9,0, w) = f(alu,v,w), Bu, v, w),y(u,v,w)).

Ipu YeMy je



OBakKBOM CMEHOM Ce Ca HEKapTOBUX KOOpAWHATA (T,y,2)
IIpesas3yu Ha HOBE KOOpIuHaATE (u,v,w)

(y ommreM ciaydajy, KDUBOJIUHU]CKE).
[Ipu Tome je
dz

o, x| | du
_ / / /
dy = Y% Yo Yu dv
dz 2z 2| [dw
n
Ty T, T,
_ / / /
J= Yu Yv Yo
N

Roepunujerr nepopmanuje je |J|, a eaeMeHT 3alpeMUHe je
IaT ca

dV = dxdydz = |J|dudvdw.



Hunuanpuyne koopauHATE
[Hununapuyune koopauHaTe Cy (p,p,2), IPUA YEMY

p€l0,00), @e€[0,2n], =z€R.

-4

=
e

mmmmmeeleeeeea g
yq
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Bese J€KapPTOBUX (.Z‘,y,Z) 1 INIMHAPUYHNX KOODAWMHATa CYy
T =pcosy, y=psinp, 2z=z.
JakoOujan je mar ca
cosp —psing 0

J=|sing pcosp 0| =p,
0 0 1

a koepunujeHT nedpopmanuje je |J|.
Enxement 3anpemvune je dV = pdpdpdo.
[Ipema ToMme,

///D flz,y, z)dedydz = ///Gg(/’a%z)pdpdwdz,

Ipu YeMy je
9(p, ¢, 2) = f(pcos g, psin g, 2).



Imrumer Heka je I = /// ((z +y)? — 2)dedydz, roe je T Teao
I I

OrpaHUYEHO MOBpImIUMa 2z =0 U (2 — 1)? = 22 + 32,

"




Kaxko je

T ={(z,y,2) | (z,y) € D, 0< 2 <1— /a2 +¢2},

rae je D Kpyr moJgynpedyHuka 1 ¢ HEHTPOM y KOOPAMHATHOM
Oo4YeTKY, IpeJackoM Ha MUINHAPWYHE KOODAWHATE MMaMO Oa

. I:///T(p2(1+sin2<p) — 2)pdpypdz.

CBobemeM TpojHOT MHTerpaJjia Ha TPOCTPYKHU HAJAZUMO

2 1 1—p
I:/ dgo/ d,o/ (p2(1+sin2<p)—z)pdz:...:1.
0 0 0 60



Cdepre koopaunaTe cy (p,¢,0), Ipy deMmy
pEe [0,00), pE [0,27!'], IS [_7T/277T/2]'

r'y




Bese mexkaproBux (z,y,z) u cepHUX KOODIMHATA CY

x=pcosfcosp, y=pcoshsing, 2z = psind.

Jakobujan je mat ca

cosfcosp —pcosfsingp —psinfcosy

J = cosf pcosfcosp —psinfsing
sin 0 0 pcos b
= p?cosf(cos? pcos? @ + sin? §sin? ¢ + sin’ § cos? @ + cos? fsin? )
= p?cosf(cos? ¢ + sin® p)
= p*cosh,

a koepunujeHT nepopManuje je |J|.



EnemenT 3anpemune je

dV = dxdydz = |J|dpdpdd = p* cos Odpdpds.
[Ipema Towme,

///D f(z,y, z)dzdydz = ///Gg(p’ 0, 0)p? cos Bidpdiadd),

pu yeMy je

9(p,p,0) = f(pcosbcosp,pcosfsinp, psinb).



Itrumer Heka je
1= [[[ V@ Pdsdyaz, T ={((@y2) |2+ 2 <1
T

IIpenackoM Ha chepHe KOOpAMHATE UMaMO 3a HOBY 00OJIacT
uHTerpamnuje kBagap [0,1] x [0,27] x [-7/2,7/2], ma je

27 /2 1
I:/ d<p/ cos@d@/ pldp=...=m.
0 —n/2 0



I[IPUMEHE IABOJHOTI'
N TPOJHOI' UHTEI'PAJIA

o Heke nmpumMeHe mBOjHOT MHTErpaja

¢ IIpuMena TpojHOT MHTErpaJa



3anpEeMURA YUAUHOPUYHOZ MEAG

3ampeMuHa IMAIUHAPUIHOT TeJa
4unja je jenHa ocHOBa ¢urypa D y pasBHE Ouzxy,
a Ipyra OCHOBa mOBpHI z = f(z,y)

V= //D f(z,y)dxdy.

maTa je ca



ITPyUMEPU

1. T'opwma moBpumr Tesia ca ciauke je maTta ca z =4 — z2 — 2.
Yy




Kako je Teqo cumeTpudHO y OOHOCY Ha KOODPIMHATHE
paBam 20z u yOz, TO je

1 1
4

V:4/ dm/ (4—x2—y2)dy:...:—0.

0 0 3



2. Ako je Tes0 orpaHMYEHO HMOBpIIUMAa 2 = 22 + 32,
z=2(2*+4y?), y=2 U y? =r, Tada je mHEroBa 3ampeMuHa V
naTa ca

V= Vl o V27

rue je

Vi= // 2(a? + y)dady, Vo= // (z® + y*)dzdy
D D

u e je
D={(z,y)[0<z<1 z<y<Va}

IIpema Towme,

1 Ve 5
V://(weryz)dwdy:/ dx/ @2 +y2)dy =...= —.
D 0 a3 B



Ilospwuna pasarcke gueype

[loBpmmuy o(D) ¢purype D MOKeMO TOOUTU aKO Y ABOJHOM
uHTErpanxy Ha D y3MmeMo GpyHENujy f(z,y)=1.

o(D) = //D dzdy.

Ilakie,



ITPUMEP

Heka je D ¢urypa orpanmvyena mapadoaom

(G+i) =21

u r ocoM. Y BobhemeMm cMmeHe

HOBa objact G je orpaHmdeHa mapabdbosioM u? =v ¥ IpaBoM

u=v, IPpU YeMy je J = —%. IIpema Towme,

D):/ dmdy——/ du/ dv =. :ab
D



IHospwuna deaa nospuu

Hexka je moBpm mara ca z= f(x,y).




[Tomenu 11 obmacTu D oarosapa mosmesia II* maTe MOBPIIA HAT
obmamhy D.

Axo cy of (k=1,2,...,n) HIOBPIIKXHE AeJIOBa momese I,
TpaskeHa NMOBpIMHa P je mara ca

P =
k

*
O’k”
1

n

oo o yCJIOBOM a CBE€ HaBE€OCHE IMMOBPIIMHE HOCTOje.

MebyruMm, nmoBpmuHe o; HUje MOryhe y ommreM Cirydajy
ONpeqUTU, HUTU YTBPAUTHU Ja JIU MOCTOje.

YMecTo BUX MOKEMO Y3eTHU MOBpIUHe P, oaroBapajyhmx
[eJIOBa TAHT'€HTHUX PaBHU y M3abpaHUM TayKaMa JeI0Ba
IIOBPIIN.



[IpernocraBumo na je mara nomena (I, M;) obmactu D

U 1a je P, MOBpIIMHA Nejla TAHTeHTHE PaBHU Yy Tadyky M, HaI
neaoMm D;.

Hexa je

He¢pumannuja Axko nocroju lim P(II) = P, taxa je P

A(ID)—0
HNOBPIINHA IIOCMATPaHOTr Oejia AaTe MOBPIIN.



Teopema Axo 2,2, € C(D), Tajga HOBPIIMHA AEJa MOBPIIA

Haa D MOCTOjU W maTa je ca

P://D./l—f—zf—kzy’fdxdy.

Joka3. Jemnaumua tanredte y M;(z;,y;, 2;) je

z = z; = 2,(M;) (% — 23) + 2, (M1)(y — )-




Kako je yrao v uamelby TtanrenTtHe paBHu u paBHU zOy jeIHAK
yriy naMely HOpMaJie TAHT€HTHE PABHU U z OCE U KAKO je

TO je

= \/1 + Z&Q(M,) + Z?(MZ) 0.

cos 7y

36up P(I) je uHTErpaJiHA CyMa ABOJHOI MHTErpaJia 3a

bysrIT)Y
=4/1+22+ 22

Ha obaactu D. V3 mpermocTtaBke TeopeMe Cillenn Ia je g
HEeNpEeKUJHa Ha D, ma MHTerpaJiHa cyMa KOHBeprupa
UHTET PaJLy. HpeMa TOME,

P= lim // x,y)dzdy = // L+ 22+ z2dedy. W
A(ID) Ho



ITPUMEPU

1. Heka je P nospmmua mesa paBHU z =y + 1 HaJ KPyrom
2?2 +y? <1. Kako je z, =0m 2, =1, 10 je /1422 + 22 =2,
na je

2m 1
Pz\/ﬁ// dxdyzﬁ/ dcp/ pdp = V2.
r24y2<1 0 0

2. Heka je P moBpmwuHa meja NOBpIM z = z2 + y? HAL

kpyrom z?+y? <1. Kako je z, =2z u 2, =2y, To je

27 1
P:/ d<p/ \/1+4p2pdp=%(53/2—1).
0 0



Axo je f(x,y,2) =1 ma Teay T,

Taga je
S (f, 1) = o(T)

3a cBaky momeuay II.

IIpema Tome, 3ampeMuHa V MepJ/ouBOr Teda T je mara ca

v [[] oy



ITPyUMEPU

1. 3anpemuna V monte L : 22+ y? + 22 <r? Moke Ha ce

nobuje ca
V= /// dxdydz.
L

IIpenackoMm Ha chepHE KOOpAMHATE MMAMO HOBY 00OJIACT
WHTEr paluje

G =[0,r] x [0,27] x [-7/2,7/2],

V= /// p? cos Odpdpdh
@
r 2 /2
= /p2dp/ d<p/ cos 0df
0 0 —/2
43

= -r°m

3

na je



2. Ako je T Tejio OrpaHMYEHO MOBPIIAMA
2?24+ +22=16, 22+y%+22=28z,

Taga MPeJacKoM Ha MUJIWHIPUYHE KOOPAWHATE TO0MjaMo

2p 2v/3 \/16—p2 S0
V:/ dcp/ pdp/ dz=...= —m.
0 0 4

—+/16—p2 3



NCIINTHA TIIUTAIA

1. Cvmena nmpoMeH/UBUX YV aABOjHOM mHTerpaty. llomapue
KOODIUHATE.

2. CMeHa TPOMEHJBPUBUX Yy TPOJHOM WHTErPAJY.
Hunuaapuyne koopauHATE.

3. CMena npoMmeH/sUBUX y TpojHOM mHTerpany. Cdepre
KOODp OIUHATE.

4. IlpumeHe mBOjHOT WMHTErpaJia.

5. Ilpumena TpojHOT MHTerpaJa.



KpuBosnunujcke koopauuare
Koedunujenr mepopmanuje
Yomnmrene mojapHe KOO AUHATE
[Inmuaapuyne KOOpaUHATE

C¢epue xoopamuate

2 B N

I[ToBpmuua mena moBpmiu



TBPBHBEIHLA KOJA TPEGA 3HATWU (ca noka3oMm)
U3 npemzoonuzr mema
8.1 /loBoJbaH yCIJIOB 3a R-MHTErpAOMIIHOCT (DYHKIU]e
8.2 R-mHTerpadMIHOCT HeNpeKuaHe (QyHKIUje Ha [a,b]
8.3 Teopema o cpenmoj BpemnocTu oapeheHor mHTErpaJia
8.4 OcHoBHaA TeopeMa aUPEPEHIN)ATHOT U MHTET PAITHOT

pagyHa

Teopema o cMmenu y HeonpeheHOM MHTErpasry
byrn Jlajorunosa popMmyna

Teopema o cmenu y onpebheHoMm mHTErpasry



11.1 ®opmyne 3a nyskuHY JIyKa Kpuse (CBe TPU)
11.2 Popmyna 3a 3aIpPpeMUHY POTAIUOHOI TEJa

11.3 Popmyna 3a MOBPOIMHY OMOTaYa POTAIUOHOI TEJIa

12.1 Teopema 0 cpemmoj BPEeAHOCTU ABOJHOT MHTETPAJa

12.2 Teopema 0 cpemmoj BPeAHOCTU TPOJHOT MHTErpaJia

U3 ose meme

13.1 IloBpmmHua mena moBpmu mate ca z = f(x,y)



SR B e B

UNIHLEHUIIE KOJE TPEBA 3HATU

CMeHa MPOMEHJ/BUBUX Y ABOJHOM WHTEr DAY
Be3se nmexkapToBuX M moJapHUX KOODIWHATA
CMeHa MPOMEHJBUBUX Y TPOJHOM MHTETPAILY
Bese nexkapToBuX M NMJIMHAPUYHUX KOODAMHATA
Bese mexapToBux u chepHUX KOODIAMHATA
3anpeMyHa MUIVHAPUYHOD TeJia

[loBpmuna paBaHCcke purype nomohy maBojHOT
UHTeTpaja

. 3ammpeMmuHa Tela MOMONY TpojHOr MHTErpaJja



