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JABOJHM 1 TPOJHU MHTEI'PAJIN

e /[BojHM MHTErpaa

e T'pojuu maTETpAT

e CMeHEe TPOMEH/LUBUX Y JIBOJHOM UHTETrPAJLy
e CMeHe IPOMEH/LUBUX Y TPOJHOM HMHTET DAY
e Heke mpumene nBOjHOT mHTErpaJsia

e Heke mpumene TpojHOr MHTErpaja



JBOJHU MHTEI'PAJI

o JlepmHUIMja ABOJHOT MHTErpaJsa
e OcobOune mBOjHOr MHTErpaJa

e CBoheme mBOjHOr MHTErpaJia Ha IBOCTPYKU



JIE®UHUIINIA JBOJHOI' UHTETPAJIA

Momue u o3nake

Hexa je:

D C R? — obaact (OTBOpEHA MM 3aTBOPEHA) KOja MMa
noBpmuHy (MepJbUBA)

d = diam(D) — mmjamerap obisactu D nedumHUCAH KAO
CYyIpeMyM CBUX pacrojama uaMehy nBejy tavaka y D

Il =[Dy,Ds,...,D,] — monena obmactu D, IpU YeMy je
D=U!,D;, a D; u D; HeMa]jy 3ajeTHUYKAX YHYTPaIIHUX
Tavaka 3a i#j u Dq,...,D, cy Takohe MepbUBA ACITOBU
(uMajy moBpmuHY ).

o — noBpmwmHa ox Dy, (k=1,...,n)

f:D— Rt (cnuka)



mi,Mi TakKBU Oa m; < f(IE,’y) < M; 3a (ZL‘,y) e D;




Axko je V 3ampeMuHa MUIMHAPUYHOD TeJa OrPAHUUYEHOT
c mome cTpane obisamhy D,
C Topwme cTpaHe rpaduroM QyHKIUje f,

OYUTJIE THO j€ B
S, <V <S8,



Axko je V 3ampeMuHa MUIMHAPUYHOD TeJa OrPAHUUYEHOT
c mome cTpane obisamhy D,
C Topwme cTpaHe rpaduroM QyHKIUje f,

OYUTJIE THO j€ B
S, <V <S8,

Moxcemo au paszauxy uamehy S, u S, YywuHuUMU NPOU3BOHHO
MAAOMT



Heka f: D — R u Heka je:
A1) — mapamerap mozeJsie obaactu D mar ca
A = max{dy,ds,...,d,},
rae je d; = diam(D;) 3a i=1,2,...,n

S.(f,11,A;) — nHTETpaHA cyMa (yHKOUje f maTa ca

n

Sn(f,H,Ai) = Zf(Ai)Uiu Al S D,

i=1



JIE®UHUIINIA JBOJHOI' UHTETPAJIA

Heka f: D — R u Heka je:
A(I) — mapaMeTap moaeae objgactu D maT ca
A = max{d;,ds,...,d,},
rae je d; = diam(D;) 3a i=1,2,...,n

Sn(f,II,A;) — mHTerpaJiHa cyMa (QyHKOUje f marta ca

n

Sn(f7H7AZ') = Zf(Ai)oia Az S Dz

p=I

Axko n360p Tavaka HUje OWUTAH MM je PUKCUPAaH,
WHTEeTPaJHy CYyMy MoskeMo 3amucatu kpahe ca S,(f,1II).

Ilonekan, pagu kpaher 3amnmca, KOPUCTUMO U O3HAKY S,.



Jlepununmja Bpoj I je qBOjHM MHTerpasl (QyHKIUje [ Ha
obmacTty D aKo 3a CBako e > 0 mocToju 6(e) >0 Tako ma 3a
cBaky nogmenay II 3a kojy je AII) < § u cBaku M300p Tadyaka
M; € D; Bayxxu

1S, (f, 1) — I] < e.

dyurnuja f je MHTETPAHA, a D 00JaCT MHTErpaluje.



Jlepumaunuja Lpoj [ je nBojHM mMHTerpan (GyHKOMje [ Ha
obsacT; D ako 3a CBakKO ¢ >0 mocToju i(c) > 0 Tako ma 3a
cBaky nogneiy IT 3a kojy je AII) < d u cBaku M3060OpP Tavyaka
M; € D; BayKn

Su(f,I0) — I| < e.

dyurnmja f je MHTErpaHA, a D o0JacT MHTerpanuje.

KRaxke ce jom u nma je I rpaHWYHA BPEIHOCT UHTETPAJIHE CyMe
Sp, kKam A(II) — 0 u o3Ha4yaBa ca

IZ}\A_III)TLS //fa:yda—//fxydxdy /f



Hepmuanmmja Bpoj I je gBojHM MHTErpa GyHKIUje f Ha
obmacTy D aKo 3a CBakKoO e > 0 mocToju d(e) > 0 Tako ma 3a
cBaky nogneiy IT 3a kojy je A(II) < § 1 cBakm M300p Tayaka
M, € D; Baxu

So(f, 1) — I <e.
dyurnuja f je MHTETpPaHI, a D 00JIacCT UHTErpaluje.

KRaxke ce jom u nma je I rpaHWYHA BPEIHOCT UHTETPAJIHE CyMe
Sp, kKam A(II) — 0 u o3Ha4yaBa ca

=t 500 ] e [ s s

3a ¢QyHENUjy f 3a KOjy HOCTOjW NBOJHW WMHTETpPAJ HAHL D
kaskeMo na je R (Puman) mnrerpabuina na D.

Ckyn cBuUX TakBUX (yHKIMja o3HadaBaMo ca R(D).



ITPyUMEPU

1. Ako je f(z,y) =0 Ha D, Tana je S,(f,1I) =0 3a cBaKy
noneiry I, ma je // f(z,y)do = 0.
D

2. Ako je f(z,y) =1 Ha D, Tama je S,(f,1I Zoz—o ), Tae
je o(D) moBpmuHa obaacTtl D.

3. Axko je f(M)=1 ranma Tauyka M UMa paldoHAJHE
kKoopmuHaTe 1 f(M) =0 Kama Tadyka M nMa UPalUOHAJJIHE
koopauHaTe n ako cy (I, M;) u (II, N;) momene y KojuMa
Tayke M; MMajy palvoHaJHE, a Tavyke N; mpalroHaJJIHE
KOOpIWHATE, TANA je

Su(f,IL, M;) = (D),  Su(f,II, N;) = 0.

IIpema ToMe, ¢pyHEIMja f HeMa ABOJHU MHTErpaJs Ha
obmactu D.



[Torpeban ycaoB 3a MHTErpabMIIHOCT (GYHKNUjE je HeHa
OTPAHUYEHOCT.



[Torpeban ycaoB 3a MHTErpabMIIHOCT (GYHKNUjE je HeHa
OTPAHUYEHOCT.

Teopema Ako f < R(D), ouma je f orpanudena Ha D.



[Torpeban ycaoB 3a MHTErpabMIIHOCT (GYHKNUjE je HeHa
OTPAHUYEHOCT.

Teopema Ako f < R(D), ouma je f orpanudena Ha D.

Hexa je f orpammuena ¢yHEnmWja Ha D 1 HEKa je

m; = inf f(P), M;= sup f(P), i=1,...,n.
PeD; PeD;

Teopema (Besza ca nowemnum momugom) Orpannuena
¢yHKIUja f je MHTerpadOUIHa Ha D akO U caMO aKo 3a CBAaKO
e > 0 mocToju moszesa Il TakBa na je

Sn—8, <e.



Axo je D 3aTBOpeHa 00JaCT, JOBOJHAH YCJIOB 34
MHTETpadUIHOCT (QyHKOUje f je HmeHa HEeIPEKUTHOCT.

Teopema Ako je ¢pysrnuja f: D — R HEIPEKUIHA HA
3aTBOpEHOj obaactu D, oHxa f € R(D).



Axo je D 3aTBOpeHa 00JaCT, JOBOJHAH YCJIOB 34
MHTETpadUIHOCT (QyHKOUje f je HmeHa HEeIPEKUTHOCT.

Teopema Ako je dpyHrmmja f: D — R HEIPEKUIHA HA
3aTBOPEHOj obsactm D, oHna f € R(D).

Kao u kon ompebheHor mHTErpama mocroje u npekumgHe
¢yHKIUje Koje cy R MHTerpabuiIHe.



3a mBOjHM MHTerpaJt Baxke TBphema camuna tBphemuma 3a
oapebheHu mHTErpaJI.

Teopema (Juneaprocm) Axo f,g€ R(D) u o, € R, Tana
af + g € R(D), npu yemy je

//D(ozf(x,y) + Bg(z,y))do = a//D f(z,y)do +5//D gz, y)do.



3a mBOjHM MHTerpaJt Baxke TBphema camuna tBphemuma 3a
oapebheHu mHTErpaJI.

Teopema (Juneaprocm) Axo f,g€ R(D) u o, € R, Tana
af + g € R(D), npu yemy je

//D(af(:c,y) + Bg(z,y))do = a//D f(z,y)do +/B//D gz, y)do.

Teopema (Adumuenocm) Axo f e R(D) u ako je D= AU B,
npu yeMy A m B HeMa]y 3ajeHUYKAX yHYyTpAaIllbUX Tadaka,

Tana je
//Df(l"y)dgz//Af(x’y)d0+//3f(x,y)da.



Teopema 1. Ako f € R(D) u f(P) >0, Tana // f(P)do > 0.
D

2. Axo f,ge R(D) u f(P)<g(P) 3a P € D, tana je

/ /D f(Pyio < [ /D 9(P)do.



Teopema 1. Ako f € R(D) u f(P) >0, Tana // f(P)do > 0.
J JD

2. Ako f,ge R(D) m f(P)<g(P) 3a P€ D, tana je

| //D f(P)o < /[Dg(P)do

Hoka3. 1. U3 f(P) >0 caemu na je S,(f,1I) > 0 3a cBaky
noxeny I, ma m y ciyuajy Kama A(II) — 0.

2. Rako je ¢g(P)— f(P)>0, u3 1. caemmn

[ s®rao— [[ srao = [[ Py = 5Pz =0 m



Teopema (IIpoyena epednocmu dsojnoz unmezpana) Axo
feR(D) m ako je m < f(P) < M 3a P € D, Tana

mo (D) < //D f(P)do < Mo(D),

rae je o(D) moBpmwmHa obsactu D.



Teopema (IIpoyena epednocmu dsojnoz unmezpana) Axo
fe€R(D) n ako je m < f(P) <M 3a Pec D, Tana

mo(D) < // f(P)do < Mo (D),
D
rze je o(D) moBpmmHA obysactu D.

Joka3. Kako je f(P) > m, IpuMeHOM IPETXOIHE TeopeMe
caenm ma je

//Df(P)da2//Dmda:m//Dda:ma(D).

Cauuno, u3z M > f(P) mobujamo

//Df(P)dog//DMda:M//Ddg:Ma(D). |



Teopema (Cpedma epednocm 0sojroz unmezpaaa) Ako je f
HeNpeknIHa (GyHKIMja HA 3aTBOPEHO] obmacTtm D, Tana
IIOCTOjU yHyTpallkha Tadyka () obmactu D, TakBa Aa je

/ /D f(P)do = £(Q) - #(D).



Teopema (Cpedma epednocm 08ojroz unmezpana) Axo je f
HepeKnHa (QyHKIWja Ha 3aTBOPEHOj objactm D, Tana
IIOCTOjW yHyTpalllhba Tadyka () obiacTtu D, TakBa Aa je

[éf@ﬂa=ﬂ@%dD)

Ioka3. Ako cy m u M HajMama u HajBeha BpemHOCT
¢yHEIUje f Ha D, oHxa U3 IpeTXOIHEe TeopeMe ClIeayl na je

mgﬁ//l)f(P)dagM.

Kako mocroju Tauka Q yHyTpammbocTu obnactu D (3amTo?)

TakKBa na je
1
f(Q)_o(D)//Df(P)dU’

[Lﬂmw:ﬂ@vw» .

TO je



[TpaBoyraona obmact

Hexka je obmact uHTErpamnmje npaBoyraoHUK,

D =a,b] x [¢,d] = {(z,y) |a <x <b, c<y<d}.

i

e

L o X = const. 2



Nmajyhu y Buay reoMeTpujcko TyMademe ABOJHOT
WHTEerpaia (3ampeMuHa), BUAUMO Ia OV jemaH HaUUH
WHTErpalje Morao OUTU JaT ca

- /ab (/cdf(x,y)dy> da.

4

-




To ce moxke u cTporo nokasaru nosnasehwn on mnedpunnnmje
nBojHOT mMHTerpaJia. Heka je

I(x):/ f(z,y)dy, J(y):/ f(z,y)dz.

Teopema (Csoheme dsojroz na dsocmpyru ukmezpan) Axo
f € R([a,b] x [¢,d]), I € Rla,b] 1 J € Rle,d], Tama Baku

Ilakae, b )
J[ s@aty = [“1@yae = [y



[ToHOBILEHN je THOCTPYKM MHTErPaJMl y IPETXOTHOM TBPhemy
ce UMy W Y OOJIUKY

/abda:/cdf(x,y)dy, /cddy/abf(x,y)dx

U 30BY 080CMPYKU UNMEZPAAU.

Axo je
f(z,y) = g(x)h(y),

| st@daty = [ e / " hw)dy.

Tanga je



Tpanoe3ounaa obiract

Heka je obiacT mHTerpanuje y-tpamnes3ounmgHa,
D={(z,y) la<z<b y(z) <y(z) <y(z)}

rae cy yi1 4 y» HeIpekunHe GyHKIUje Ha [a,b].

y.‘

| R S,



Teopema Ako f e R(D) 1 ako 3a CBakKo z € [a,b] mocToju
WHTET paJl

y2(x)
I(z) = / f(z,y)dy,
y1(z)

Tana je

//D f(m,y)dasdy/abf(x)dx/abd:c‘/:::) Ao



Cnuuno, 3a r-Tpame3oumgHy o0acT D Bayku

f(z,y)dzdy = [ dy e f(z,y)d
/1, [ol,




[Ipom3Bomua obmact

Axko obiacT D MOXe na ce Pa3IOK! Ha TPAIle30UIHE
ob0acTu, OHIA 3a U3padyHaBame ABOJHOT MHTErpaJtia maTe
¢yHENUje Ha obsacT D MOry na ce IPpUMEHe IIPETXOIHE

dopmyre.

Ha cBakoj Tpame3zounnoj o61acT ABOjHU UHTETPAJ CE
padyHa cBohemeM Ha ABOCTPYKHU, & 3aTUM C€ IPUMEHOM
TeopeMe O aMUTUBHOCTU HaJa3W ABOJHU MHTErpaJi Ha
obstactu D.



ITPyUMEPU

1. Aro je D=10,1] x [0,1], Tana je

2 1 I g 31 1
// dexdyz/ xde-/ y2 zx—’ -arctany‘ —
pl+y 0 o 1+y 3 1o 0o 12

2. Heka je D=[0,7/2] x [0,1] u f(x,y) = zysin(xy?). Tana je
/2 1
// f(x,y)dxdy:/ dm/ xy sin(zy?)dy.
D 0 0

1
‘ =1—cosz,
0

Kaxko je

1
/ 22y sin(xy?)dy = — cos(zy?)
0
TO je

/2

1
7"

1 (/2 1 . m
// f(z,y)dzdy = f/ (1 —cosz)dx = = (x — sinx) =
. 2 Jy 2 1



. Aro je D ¢purypa orpaHndeHa IPaBOM y =z U KPUBOM

y=2%, Tama je

1 x
// (z + y?)dzdy :/ da:/ (z +y?)dy.
D 0 2
Kaxko je

’ o2 2 1

2 8 2 3 6
T+y’)dy =2y + 5 = == = =m
/:;2< y)dy Y 3y z 3$ 37

TO je

! 2 1 5
2 _ p Za 1 g _
//D(x—i—y )dacdy—/o (x 3% 3% >d$ 5%



4. Axo je D= {(z,y) | 2* +y?> < 1,22 +y? < 22,y > 0}, Taxa je

2

\/5/2 1—y 1 \/5/2
// rydrdy = / ydy/ G = —5/ (y—2y\/1 — y?)dy.
D 0 1= 0

v/ 1—9y2




TPOJHU MHTEI'PAJI

o JlepmHUIIMja TPOJHOT MHTErpaJIa
e Ocobune TpOojHOr MHTErpaJa

e CBobheme TpOjHOT MHTErpasia Ha TPOCTPYKU



I[E<I>I/IHI/IL[I/IJA TPOJHOI' UHTEI'PAJIA
Hexa je:

T C R® — obmact (OTBOpEHA MM 3aTBOPEHA) KOja MMa
3anpemMuny (MepJbuBa)

d = diam(T) — nmujamerap obiaactu T nepuHUCAH KAO

CYIPEMYM CBUX pacTOjama (y npOCTopy) usmeby mBejy
Tavyaxka y T

I=[T,1T,...,T,] — nogena objgactu T, IPU YeMy je
T=U"T;, a T, n T; HEMA]y 3ajeTHUYKAX YHYTPAIIHUX
Tavaka 3a i #j u 1i,...,T, Cy Taﬁobe MEpPJbUBU NE€JIOBU
(umajy 3anpemumny ).

Vi, — 3anpemuna ox Ty (k=1,...,n)

A(I) — mapaMmeTap moaeae objgactu T maT ca
A = max{dy,ds,...,d,}, vOe je d; = diam(T;) 3a i =1,2,...,n



Sn(f,II,M;) — mHTeTpaJHa cyMa (yHKOUje f maTa ca
fa H M Z f l 7» M?, S Tz

Kana je jacuHo koje cy Tauke M; m Koja je momena II, KOpucTe
ce u o3Hake S,(f,II) u S



Sn(f,II, M;) — uATEerpaJHa cyMa (QyHKIUje f maTa ca
n(f, 11, M;) Zf Vi, M;eT;

Kana je jacuHo koje cy Tauke M; m Koja je momena II, KOpucTe
ce u o3Hake S,(f,1I) u S,

Jepuaunuja Bpoj [ je Tpojun mHTErpas ¢GpyHKUje f Ha
obistactu T aKoO 3a CBaKO ¢ > 0 mocroju §(¢) >0 TaKo ma 3a
cBaky nomeay II 3a kojy je AII) < J u cBakd m3060p Tavaka
M; € T, BaxKu

Sn(f, 1) — I] < e.

dyurnmja f je mHTErpaHm, a 1’ objacT MHTErpaluje.




KRaxke ce jom u nma je I rpaHWYHA BPEIHOCT UHTETPAJIHE CyMe
Sp, kam A(II) — 0 u o3HayaBa ca

I:)\(hgn S ( ///f )dV = ///fxy, Ydzdydz.



KRaxke ce jom u nma je I rpaHWYHA BPEIHOCT UHTETPAJIHE CyMe
Sp, kam A(II) — 0 u o3HayaBa ca

I:)\(hgn S ( ///f )dV = ///fxy, Ydzdydz.

3a QyHENUjy f 3a KOjy IOCTOjU TPOjHM MHTeTrpas Ham T
kakeMo na je R (Puman) uarerpabuiana na T.

Ckyn cBux TakBUX (GyHKNUja o3HauaBamo ca R(T).



KRaxke ce jom u nma je I rpaHWYHA BPEIHOCT UHTETPAJIHE CyMe
Sp, kam A(II) — 0 u o3HayaBa ca

I:)\(hgn S ( ///f )dV = ///fxy, Ydzdydz.

3a QyHENUjy f 3a KOjy IOCTOjU TPOjHM MHTeTrpas Ham T
kakeMo na je R (Puman) uarerpabuiana na T.

Ckyn cBux TakBUX (GyHKNUja o3HauaBamo ca R(T).
IIpumepu kOju Ccy HaBemEeHU KOJX MBOJHOT MHTErPajia MOTY Ce

y3€TU U 3a IpUMepe TPOJHOT MHTEerpaJja ako ce YMeCTO
$yHKNUje nBe IpOMEH/bUBE y3Me (YHKIMja TPU MPOMEHJLUBE.



Kao u kon mBojHOr MHTerpaJa, MOTY Ce U3ABOjUTHU Kaace
PYHKIIIja KOje MMajy TPOjHU UHTErpaJl.

Ha npumep, Basku caenehe tBpheme.

Teopema Ako je pyHEmUja f:7 — R HeOpeKUIHa Ha
3aTBOpeHo] obmactu T C R, ouma f € R(T).



3a TpojHu mHTErpaJs Baske TBpDhema anajsorasa TBphemuma
3a ABOJHU MHTErpadl.

Teopema (Juneaprocm) Axo f,g € R(T) u o, € R, Tana
af + Bg € R(T), Ipu yeMy je

J[[ s+ sgenav —a [[[ serav+s [[[ awrav



3a TpojHu mHTErpaJs Baske TBpDhema anajsorasa TBphemuma
3a ABOJHU MHTErpadl.

Teopema (Juneaprocm) Axo f,g € R(T) u o, € R, Tana
af + g € R(T), ipu 4yemy je

///T(af(P)+ﬂg(P))dv:a///%f(p)varﬁ///Tg(P)dv_

Teopema (Aodumuenocm) Ako fe R(T) n ako je T = AUB,
npu yemy A U B HeMajy 3ajeTHUYKUX YHYTPaAIIHbUX Tadaka,

Taga je
JJ ey = [[[ qeav s [[[ ey



Teopema 1. Arko f e R(T) u f(P) >0, Tana /// f(P)av > 0.
T

2. Axo f,ge R(T) m f(P)<g(P) 3a PeT, tana je

J[] s < [[[ aeav



Teopema 1. Arko f e R(T) u f(P) >0, Tana /// f(P)dv > 0.
JJJIT

2. Ako f,ge R(T) u f(P)<g(P) 3a PeT, tana je

///T F(P)aV < '/]/;Q(P)dv

Hoka3. 1. U3 f(P) >0 caemu na je S,(f,1I) > 0 3a cBaky
noxeny I, ma m y ciyuajy Kama A(II) — 0.

2. Rako je ¢g(P)— f(P)>0, u3 1. caemmn

[ st~ [f[ s = [f] o) senav =0 m



Teopema (IIpoyena epednocmu mpojroz unmezpana) Axo
FER(T) m ako je m< f(P)< M 3a PeT, Tana

m-V(T) < ///T F(P)AV < M - V(T),

rae je V(T) 3anpemuna obisactu 7.



Teopema (IIpoyena epednocmu mpojroz unmezpana) Axo
FER(T) m ako je m< f(P)< M 3a PeT, Tana

m -V (T) < /// f(P)dV <M -V(T),
. T
rae je V(T) 3anpemuna obisactu 7.

Joka3. Kako je f(P) > m, IpuMeHOM IPETXOIHE TeopeMe
caenm ma je

[[f 1@ [[[ mav=m [[[ a7 = m-via

Cauuno, u3 M > f(P) mobujamo

J[[s@av < [[[ sav=ar [[[ av=sr-ve). m



Teopema (Cpedma epednocm mpojuoz uwmeezpana) Axo je f
HepeknIHa (GyHKIMja Ha 3aTBOPEHOj obmactm T, Tama
IIOCTOjU yHyTpalliha Tadvka () objactu T, TakBa Aa je

// /T F(P)AV = £(Q) - V(T).



Teopema (Cpedma epednocm mpojroz unmezpaaa) Axo je f
HepeKknHa (QYyHKIMUja Ha 3aTBOPeHOj objactu T, Tama
IIOCTOjU yHyTpalllha Tadvka () objactu T, TakBa JOa je

[ #Pyav = 1@ v

Ioka3. Ako cy m u M HajMama u HajBeha BpemHOCT
¢yHEIUje f Ha T, OHJa U3 IPETXOAHE TeopeMe cienu Ia je

mgﬁ///Tf(P)dng.

Kako mocroju Tauka Q yHyTpammbocTu obnactu T (3amro?)

TaKBa na je
1@ = 5 [ [ 1@,

/ / /T fP)AV = Q) - V(T). ™

TO je



Heka je obmact uaTerpamuje T onpebhena ca

= {(1"7 y,z) | (‘Tay) €D, Zl(xv y) < z(m,y) < zQ(‘Tay)}W

re Cy z1 U zp HEIPeKMaHe (QyHENUje Ha D C R2.

24 Zz=7,(%,y)

Z=Z’ (I,y)




Teopema Ako f e R(T) 1 ako 3a CBako (z,y) € D mocToju
WHTET paJl

za(z,y)
i) = / A A

z1(2,y)

//Tf(z,y,z)dxdydz://DI(;E,y)dxdy,
///fx y, 2 da:dydz—// d:z:dy/ZI(xy f(z,y, 2)dz.

Tamga je

OOJHOCHO



Axko je D Tpame3oumHa 00JIACT, HA IPUMED,
D={(as,y)|a§az§b, y1§y§y2}7

Tama je

b ya(z) z2(w,y)
/// f(z,y, z)dxdydz :/ d:L'/ dy/ flz,y, 2)dz.
T a y1(x) z1(z,y)



Axko je D Tpame3oumHa 00JIACT, HA IPUMED,
D:{(J),y)|a§l‘Sb, y1§y§y2}7

Tama je

b ya(z) z2(2,y)
/// f(z,y, z)dxdydz :/ d:L'/ dy/ flz,y, 2)dz.
T a 1 (z) z1(2,y)

IIpema Tome, ako ce ABOjHM MHTErpaJsl CBOAU Ha IBOCTPYKMH,
Taza ce TPOJHU MHTErpaJl 3a NPETIOCTaB/LEHO Teao T cBOIU
Ha TPOCTPYKHU UHTErpaJ.

WMcro Basku 1 ako obiact D MoOsKe 1a ce Pas3iiok’ Ha
Tpame3onHe 00JacTh, KA0 W aKO 00JacT MHTErpaIldje
TPOJHOT MHTErpaJia MOKe Oa ce pa3joKd Ha 0bJIacTy TUla
IpeTnocTaBheHe odbaactu 7.



ITPyUMEPU

1. Heka je T=[0,1? u f(z,y,2) =z +y+2. Tamna je
///fxy, dxdydz—/dx/ dy/ x+y+z)d
Kaxko je
! 1
/(m+y+z)dz—xz+yz+—‘ —x+y+§
0
u

' vy
/ <x+y+ )dyscy++ ‘ =z +1,
0

/// f(m,y,z)dxdydz—/1(x+1)d;ﬂ—x;—i—x ‘;: g

Camygno 3a T = [0,d] x [0,b] x [0,c] mobujamo

/// flz,y, 2 dmdde*/ da:/ dy/ x+y+z)dedydz = — abe (a+b+c).

TO je



2. Heka je T Teso orpaHUYEHO KOOPIAWHATHUM PAaBHUMA U
paBHU 2z +2y+z—6=0. Tana je

) 3—x 6—2x—2y 27
///xdxdydz:/xdm/ dy/ dz=...= —.
T 0 0 0 4




3. Heka je T teno orpaHUYeHoO HmOBpIIMMAa y = z2, x = 42,

z=0mu z=uzy. Tana je

1 i Ty 1
/// zyzdrdydz = / xdx/ ydy/ zdz=...= —.
T 0 2 0 96



1. HJepurunuja m ocobUHE ABOJHOT MHTErPAJa
2. Ilepmuunuja u ocoOMHE TPOJHOT MHTErPAJa

3. CBobeme mBOjHOr MHTerpaJja Ha ABOCTPYKHA



. Hujamerap obmactu
WNurerpanna cyma (3a IBOJHU MHTErpad)
JBojHU mMHTErpa

WNurerpanna cyma (3a TPOjHU MHTETPAJ)

S

Tpojam mHTErpan



TBPBHBEIHLA KOJA TPEGA 3HATWU (ca noka3oMm)
U3 npemzoonuzr mema
8.1 /loBoJbaH yCIJIOB 3a R-MHTErpAOMIIHOCT (DYHKIU]e
8.2 R-mHTerpadMIHOCT HeNpeKuaHe (QyHKIUje Ha [a,b]
8.3 Teopema o cpenmoj BpemnocTu oapeheHor mHTErpaJia
8.4 OcHoBHaA TeopeMa aUPEPEHIN)ATHOT U MHTET PAITHOT

pagyHa

Teopema o cMmenu y HeonpeheHOM MHTErpasry
byrn Jlajorunosa popMmyna

Teopema o cmenu y onpebheHoMm mHTErpasry



11.1 ®opmyne 3a nyskuHY JIyKa Kpuse (CBe TPU)
11.2 Popmyna 3a 3aIpPpeMUHY POTAIUOHOI TEJa

11.3 Popmyna 3a MOBPOIMHY OMOTaYa POTAIUOHOI TEJIa

U3 ose meme

12.1 Teopema o0 cpenmoj BPEeAHOCTU ABOJHOI MHTETPAJIA

12.2 Teopema 0 cpenmoj BpeAHOCTU TPOJHOT MHTErpaJia



UNIHLEHUIIE KOJE TPEBA 3HATU

. f€R(D) = f je orpaHUYeHa Ha D

. [ € R(D) ako 1 caMO aKoO 3a CBaKO ¢ > (0 IOCTOjU IOJeNa
3a Kojy je S, — S, <e

3. feC(D) = feR(D) (D - 3arBOpeHa 061aCT)

. CBojcTBa MBOjHOT MHTerpasia (aIUTUBHOCT, JIMHEAPHOCT,
[POIIEHA BPEIHOCTH )

. CBobeme nBojHOT MHTErpasia Ha JABOCTPYKHU

. Opmrosapajyhe uumenune 1.-4. 3a TpOjHU UHTETrPAJ

7. CBobheme TPOjHOT MHTETrpaia HA TPOCTPYKU



