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DVOJNI I TROJNI INTEGRALI

• Dvojni integral

• Trojni integral

• Smene promen	ivih u dvojnom integralu

• Smene promen	ivih u trojnom integralu

• Neke primene dvojnog integrala

• Neke primene trojnog integrala
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DVOJNI INTEGRAL

• Definicija dvojnog integrala

• Osobine dvojnog integrala

• Svo�e�e dvojnog integrala na dvostruki
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Definicija dvojnog integrala

Motiv i oznake

Neka je:

D ⊂ R2 { oblast (otvorena ili zatvorena) koja ima
povrxinu (mer	iva)

d = diam(D) { dijametar oblasti D definisan kao
supremum svih rastoja�a izme�u dveju taqaka u D

Π = [D1, D2, . . . , Dn] { podela oblasti D, pri qemu je
D = ∪ni=1Di, a Di i Dj nemaju zajedniqkih unutrax�ih
taqaka za i 6= j i D1, . . . , Dn su tako�e mer	ivi delovi
(imaju povrxinu).

σk { povrxina od Dk (k = 1, . . . , n)

f : D → R+ (slika)
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mi,Mi takvi da mi ≤ f(x, y) ≤Mi za (x, y) ∈ Di

Sn(Π) =
n
∑

i=1

miσi, Sn(Π) =
n
∑

i=1

Miσi
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Ako je V zapremina cilindriqnog tela ograniqenog

s do�e strane oblax�u D,

s gor�e strane grafikom funkcije f,

oqigledno je
Sn ≤ V ≤ Sn.

5



Ako je V zapremina cilindriqnog tela ograniqenog

s do�e strane oblax�u D,

s gor�e strane grafikom funkcije f,

oqigledno je
Sn ≤ V ≤ Sn.

Mo�emo li razliku izme�u Sn i Sn uqiniti proizvoǉno
malom?
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Definicija dvojnog integrala

Neka f : D → R i neka je:

λ(Π) { parametar podele oblasti D dat sa

λ = max{d1, d2, . . . , dn},

gde je di = diam(Di) za i = 1, 2, . . . , n

Sn(f,Π, Ai) { integralna suma funkcije f data sa

Sn(f,Π, Ai) =
n
∑

i=1

f(Ai)σi, Ai ∈ Di
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Definicija dvojnog integrala

Neka f : D → R i neka je:

λ(Π) { parametar podele oblasti D dat sa

λ = max{d1, d2, . . . , dn},

gde je di = diam(Di) za i = 1, 2, . . . , n

Sn(f,Π, Ai) { integralna suma funkcije f data sa

Sn(f,Π, Ai) =
n
∑

i=1

f(Ai)σi, Ai ∈ Di

Ako izbor taqaka nije bitan ili je fiksiran,
integralnu sumu mo�emo zapisati kra�e sa Sn(f,Π).

Ponekad, radi kra�eg zapisa, koristimo i oznaku Sn.
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Definicija Broj I je dvojni integral funkcije f na
oblasti D ako za svako ε > 0 postoji δ(ε) > 0 tako da za
svaku podelu Π za koju je λ(Π) < δ i svaki izbor taqaka
Mi ∈ Di va�i

|Sn(f,Π)− I| < ε.

Funkcija f je integrand, a D oblast integracije.
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Definicija Broj I je dvojni integral funkcije f na
oblasti D ako za svako ε > 0 postoji δ(ε) > 0 tako da za
svaku podelu Π za koju je λ(Π) < δ i svaki izbor taqaka
Mi ∈ Di va�i

|Sn(f,Π)− I| < ε.

Funkcija f je integrand, a D oblast integracije.

Ka�e se jox i da je I graniqna vrednost integralne sume
Sn kad λ(Π)→ 0 i oznaqava sa

I = lim
λ(Π)→0

Sn(f,Π) =

∫ ∫

D

f(x, y)dσ =

∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

∫

D

f(M)dσ.
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Definicija Broj I je dvojni integral funkcije f na
oblasti D ako za svako ε > 0 postoji δ(ε) > 0 tako da za
svaku podelu Π za koju je λ(Π) < δ i svaki izbor taqaka
Mi ∈ Di va�i

|Sn(f,Π)− I| < ε.

Funkcija f je integrand, a D oblast integracije.

Ka�e se jox i da je I graniqna vrednost integralne sume
Sn kad λ(Π)→ 0 i oznaqava sa

I = lim
λ(Π)→0

Sn(f,Π) =

∫ ∫

D

f(x, y)dσ =

∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

∫

D

f(M)dσ.

Za funkciju f za koju postoji dvojni integral nad D

ka�emo da je R (Riman) integrabilna na D.

Skup svih takvih funkcija oznaqavamo sa R(D).
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Primeri

1. Ako je f(x, y) = 0 na D, tada je Sn(f,Π) = 0 za svaku

podelu Π, pa je
∫∫

D

f(x, y)dσ = 0.

2. Ako je f(x, y) = 1 na D, tada je Sn(f,Π) =
n
∑

i=1

σi = σ(D), gde

je σ(D) povrxina oblasti D.

3. Ako je f(M) = 1 kada taqka M ima racionalne
koordinate i f(M) = 0 kada taqka M ima iracionalne
koordinate i ako su (Π,Mi) i (Π, Ni) podele u kojima
taqke Mi imaju racionalne, a taqke Ni iracionalne
koordinate, tada je

Sn(f,Π,Mi) = σ(D), Sn(f,Π, Ni) = 0.

Prema tome, funkcija f nema dvojni integral na
oblasti D.

9



Klase integrabilnih funkcija

Potreban uslov za integrabilnost funkcije je �ena
ograniqenost.
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Klase integrabilnih funkcija

Potreban uslov za integrabilnost funkcije je �ena
ograniqenost.

Teorema Ako f ∈ R(D), onda je f ograniqena na D.
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Klase integrabilnih funkcija

Potreban uslov za integrabilnost funkcije je �ena
ograniqenost.

Teorema Ako f ∈ R(D), onda je f ograniqena na D.

Neka je f ograniqena funkcija na D i neka je

mi = inf
P∈Di

f(P ), Mi = sup
P∈Di

f(P ), i = 1, . . . , n.

Teorema (Veza sa poqetnim motivom) Ograniqena
funkcija f je integrabilna na D ako i samo ako za svako
ε > 0 postoji podela Π takva da je

Sn − Sn < ε.
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Ako je D zatvorena oblast, dovo	an uslov za
integrabilnost funkcije f je �ena neprekidnost.

Teorema Ako je funkcija f : D → R neprekidna na
zatvorenoj oblasti D, onda f ∈ R(D).
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Ako je D zatvorena oblast, dovo	an uslov za
integrabilnost funkcije f je �ena neprekidnost.

Teorema Ako je funkcija f : D → R neprekidna na
zatvorenoj oblasti D, onda f ∈ R(D).

Kao i kod odre�enog integrala postoje i prekidne
funkcije koje su R integrabilne.
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Osobine dvojnog integrala

Za dvojni integral va�e tvr�e�a sliqna tvr�e�ima za
odre�eni integral.

Teorema (Linearnost) Ako f, g ∈ R(D) i α, β ∈ R, tada
αf + βg ∈ R(D), pri qemu je

∫∫

D

(αf(x, y) + βg(x, y))dσ = α

∫∫

D

f(x, y)dσ + β

∫∫

D

g(x, y)dσ.
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Osobine dvojnog integrala

Za dvojni integral va�e tvr�e�a sliqna tvr�e�ima za
odre�eni integral.

Teorema (Linearnost) Ako f, g ∈ R(D) i α, β ∈ R, tada
αf + βg ∈ R(D), pri qemu je

∫∫

D

(αf(x, y) + βg(x, y))dσ = α

∫∫

D

f(x, y)dσ + β

∫∫

D

g(x, y)dσ.

Teorema (Aditivnost) Ako f ∈ R(D) i ako je D = A ∪B,
pri qemu A i B nemaju zajedniqkih unutrax�ih taqaka,
tada je

∫∫

D

f(x, y)dσ =

∫∫

A

f(x, y)dσ +

∫∫

B

f(x, y)dσ.
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Teorema 1. Ako f ∈ R(D) i f(P ) ≥ 0, tada
∫∫

D

f(P )dσ ≥ 0.

2. Ako f, g ∈ R(D) i f(P ) ≤ g(P ) za P ∈ D, tada je
∫∫

D

f(P )dσ ≤
∫∫

D

g(P )dσ.

12



Teorema 1. Ako f ∈ R(D) i f(P ) ≥ 0, tada
∫∫

D

f(P )dσ ≥ 0.

2. Ako f, g ∈ R(D) i f(P ) ≤ g(P ) za P ∈ D, tada je
∫∫

D

f(P )dσ ≤
∫∫

D

g(P )dσ.

Dokaz. 1. Iz f(P ) ≥ 0 sledi da je Sn(f,Π) ≥ 0 za svaku
podelu Π, pa i u sluqaju kada λ(Π)→ 0.

2. Kako je g(P )− f(P ) ≥ 0, iz 1. sledi
∫∫

D

g(P )dσ −
∫∫

D

f(P )dσ =

∫∫

D

(g(P )− f(P ))dσ ≥ 0. �
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Teorema (Procena vrednosti dvojnog integrala) Ako
f ∈ R(D) i ako je m ≤ f(P ) ≤M za P ∈ D, tada

mσ(D) ≤
∫∫

D

f(P )dσ ≤Mσ(D),

gde je σ(D) povrxina oblasti D.
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Teorema (Procena vrednosti dvojnog integrala) Ako
f ∈ R(D) i ako je m ≤ f(P ) ≤M za P ∈ D, tada

mσ(D) ≤
∫∫

D

f(P )dσ ≤Mσ(D),

gde je σ(D) povrxina oblasti D.

Dokaz. Kako je f(P ) ≥ m, primenom prethodne teoreme
sledi da je

∫∫

D

f(P )dσ ≥
∫∫

D

mdσ = m

∫∫

D

dσ = mσ(D).

Sliqno, iz M ≥ f(P ) dobijamo
∫∫

D

f(P )dσ ≤
∫∫

D

Mdσ =M

∫∫

D

dσ =Mσ(D). �
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Teorema (Sredǌa vrednost dvojnog integrala) Ako je f
neprekidna funkcija na zatvorenoj oblasti D, tada
postoji unutrax�a taqka Q oblasti D, takva da je

∫∫

D

f(P )dσ = f(Q) · σ(D).
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Teorema (Sredǌa vrednost dvojnog integrala) Ako je f
neprekidna funkcija na zatvorenoj oblasti D, tada
postoji unutrax�a taqka Q oblasti D, takva da je

∫∫

D

f(P )dσ = f(Q) · σ(D).

Dokaz. Ako su m i M najma�a i najve�a vrednost
funkcije f na D, onda iz prethodne teoreme sledi da je

m ≤ 1

σ(D)

∫∫

D

f(P )dσ ≤M.

Kako postoji taqka Q unutrax�osti oblasti D (zaxto?)
takva da je

f(Q) =
1

σ(D)

∫∫

D

f(P )dσ,

to je
∫∫

D

f(P )dσ = f(Q) · σ(D). �
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Svo�eǌe dv. int. na dvostruki
Pravougaona oblast

Neka je oblast integracije pravougaonik,

D = [a, b]× [c, d] = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}.
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Imaju�i u vidu geometrijsko tumaqe�e dvojnog
integrala (zapremina), vidimo da bi jedan naqin
integracije mogao biti dat sa

I =

∫ b

a

(

∫ d

c

f(x, y)dy

)

dx.
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To se mo�e i strogo dokazati polaze�i od definicije
dvojnog integrala. Neka je

I(x) =

∫ d

c

f(x, y)dy, J(y) =

∫ b

a

f(x, y)dx.

Teorema (Svo�eǌe dvojnog na dvostruki integral) Ako
f ∈ R([a, b]× [c, d]), I ∈ R[a, b] i J ∈ R[c, d], tada va�i

∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(

∫ d

c

f(x, y)dy

)

dx =

∫ d

c

(

∫ b

a

f(x, y)dx

)

dy.

Dakle,
∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

I(x)dx =

∫ d

c

J(y)dy
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Ponov	eni jednostruki integrali u prethodnom tvr�e�u
se pixu i u obliku

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy,

∫ d

c

dy

∫ b

a

f(x, y)dx

i zovu dvostruki integrali.
Ako je

f(x, y) = g(x)h(y),

tada je
∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

g(x)dx ·
∫ d

c

h(y)dy.
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Trapoezoidna oblast

Neka je oblast integracije y-trapezoidna,

D = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y(x) ≤ y2(x)},

gde su y1 i y2 neprekidne funkcije na [a, b].
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Teorema Ako f ∈ R(D) i ako za svako x ∈ [a, b] postoji
integral

I(x) =

∫ y2(x)

y1(x)
f(x, y)dy,

tada je

∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

I(x)dx =

∫ b

a

dx

∫ y2(x)

y1(x)
f(x, y)dy.

21



Sliqno, za x-trapezoidnu oblast D va�i

∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

dy

∫ x2(y)

x1(y)
f(x, y)dx.
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Proizvo	na oblast

Ako oblast D mo�e da se razlo�i na trapezoidne
oblasti, onda za izraqunava�e dvojnog integrala date
funkcije na oblasti D mogu da se primene prethodne
formule.

Na svakoj trapezoidnoj oblasti dvojni integral se
raquna svo�e�em na dvostruki, a zatim se primenom
teoreme o aditivnosti nalazi dvojni integral na
oblasti D.
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Primeri

1. Ako je D = [0, 1]× [0, 1], tada je
∫∫

D

x2

1 + y2
dxdy =

∫ 1

0
x2dx ·

∫ 1

0

dy

1 + y2
=
x3

3







1

0
· arctan y







1

0
=

π

12
.

2. Neka je D = [0, π/2]× [0, 1] i f(x, y) = xy sin(xy2). Tada je
∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ π/2

0
dx

∫ 1

0
xy sin(xy2)dy.

Kako je
∫ 1

0
2xy sin(xy2)dy = − cos(xy2)







1

0
= 1− cosx,

to je
∫∫

D

f(x, y)dxdy =
1

2

∫ π/2

0
(1− cosx)dx =

1

2
(x− sinx)







π/2

0
=
π

4
− 1

2
.
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3. Ako je D figura ograniqena pravom y = x i krivom
y = x2, tada je

∫∫

D

(x+ y2)dxdy =

∫ 1

0
dx

∫ x

x2
(x+ y2)dy.

Kako je
∫ x

x2
(x+ y2)dy = xy +

1

3
y3






x

x2
= x2 − 2

3
x3 − 1

3
x6,

to je
∫∫

D

(x+ y2)dxdy =

∫ 1

0

(

x2 − 2

3
x3 − 1

3
x6
)

dx =
5

42
.
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4. Ako je D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1, x2 + y2 ≤ 2x, y ≥ 0}, tada je

∫∫

D

xydxdy =

∫

√
3/2

0
ydy

∫

√
1−y2

1−
√

1−y2
xdx = −1

2

∫

√
3/2

0
(y−2y

√

1− y2)dy.
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TROJNI INTEGRAL

• Definicija trojnog integrala

• Osobine trojnog integrala

• Svo�e�e trojnog integrala na trostruki
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Definicija trojnog integrala
Neka je:

T ⊂ R3 { oblast (otvorena ili zatvorena) koja ima
zapreminu (mer	iva)

d = diam(T ) { dijametar oblasti T definisan kao
supremum svih rastoja�a (u prostoru) izme�u dveju
taqaka u T

Π = [T1, T2, . . . , Tn] { podela oblasti T , pri qemu je
T = ∪ni=1Ti, a Ti i Tj nemaju zajedniqkih unutrax�ih
taqaka za i 6= j i T1, . . . , Tn su tako�e mer	ivi delovi
(imaju zapreminu).

Vk { zapremina od Tk (k = 1, . . . , n)

λ(Π) { parametar podele oblasti T dat sa
λ = max{d1, d2, . . . , dn}, gde je di = diam(Ti) za i = 1, 2, . . . , n
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Sn(f,Π,Mi) { integralna suma funkcije f data sa

Sn(f,Π,Mi) =
n
∑

i=1

f(Mi)Vi, Mi ∈ Ti

Kada je jasno koje su taqke Mi i koja je podela Π, koriste
se i oznake Sn(f,Π) i Sn.
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Sn(f,Π,Mi) { integralna suma funkcije f data sa

Sn(f,Π,Mi) =
n
∑

i=1

f(Mi)Vi, Mi ∈ Ti

Kada je jasno koje su taqke Mi i koja je podela Π, koriste
se i oznake Sn(f,Π) i Sn.

Definicija Broj I je trojni integral funkcije f na
oblasti T ako za svako ε > 0 postoji δ(ε) > 0 tako da za
svaku podelu Π za koju je λ(Π) < δ i svaki izbor taqaka
Mi ∈ Ti va�i

|Sn(f,Π)− I| < ε.

Funkcija f je integrand, a T oblast integracije.
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Ka�e se jox i da je I graniqna vrednost integralne sume
Sn kad λ(Π)→ 0 i oznaqava sa

I = lim
λ(Π)→0

Sn(f,Π) =

∫∫∫

T

f(P )dV =

∫∫∫

T

f(x, y, z)dxdydz.
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Ka�e se jox i da je I graniqna vrednost integralne sume
Sn kad λ(Π)→ 0 i oznaqava sa

I = lim
λ(Π)→0

Sn(f,Π) =

∫∫∫

T

f(P )dV =

∫∫∫

T

f(x, y, z)dxdydz.

Za funkciju f za koju postoji trojni integral nad T

ka�emo da je R (Riman) integrabilna na T .

Skup svih takvih funkcija oznaqavamo sa R(T ).
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Ka�e se jox i da je I graniqna vrednost integralne sume
Sn kad λ(Π)→ 0 i oznaqava sa

I = lim
λ(Π)→0

Sn(f,Π) =

∫∫∫

T

f(P )dV =

∫∫∫

T

f(x, y, z)dxdydz.

Za funkciju f za koju postoji trojni integral nad T

ka�emo da je R (Riman) integrabilna na T .

Skup svih takvih funkcija oznaqavamo sa R(T ).

Primeri koji su navedeni kod dvojnog integrala mogu se
uzeti i za primere trojnog integrala ako se umesto
funkcije dve promen	ive uzme funkcija tri promen	ive.
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Kao i kod dvojnog integrala, mogu se izdvojiti klase
funkcija koje imaju trojni integral.

Na primer, va�i slede�e tvr�e�e.

Teorema Ako je funkcija f : T → R neprekidna na
zatvorenoj oblasti T ⊂ R3, onda f ∈ R(T ).
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Osobine trojnog integrala

Za trojni integral va�e tvr�e�a analogna tvr�e�ima
za dvojni integral.

Teorema (Linearnost) Ako f, g ∈ R(T ) i α, β ∈ R, tada
αf + βg ∈ R(T ), pri qemu je

∫∫∫

T

(αf(P ) + βg(P ))dV = α

∫∫∫

T

f(P )dV + β

∫∫∫

T

g(P )dV.

31



Osobine trojnog integrala

Za trojni integral va�e tvr�e�a analogna tvr�e�ima
za dvojni integral.

Teorema (Linearnost) Ako f, g ∈ R(T ) i α, β ∈ R, tada
αf + βg ∈ R(T ), pri qemu je

∫∫∫

T

(αf(P ) + βg(P ))dV = α

∫∫∫

T

f(P )dV + β

∫∫∫

T

g(P )dV.

Teorema (Aditivnost) Ako f ∈ R(T ) i ako je T = A ∪B,
pri qemu A i B nemaju zajedniqkih unutrax�ih taqaka,
tada je

∫∫∫

T

f(P )dV =

∫∫∫

A

f(P )dV +

∫∫∫

B

f(P )dV.
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Teorema 1. Ako f ∈ R(T ) i f(P ) ≥ 0, tada
∫∫∫

T

f(P )dV ≥ 0.

2. Ako f, g ∈ R(T ) i f(P ) ≤ g(P ) za P ∈ T , tada je
∫∫∫

T

f(P )dV ≤
∫∫∫

T

g(P )dV.
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Teorema 1. Ako f ∈ R(T ) i f(P ) ≥ 0, tada
∫∫∫

T

f(P )dV ≥ 0.

2. Ako f, g ∈ R(T ) i f(P ) ≤ g(P ) za P ∈ T , tada je
∫∫∫

T

f(P )dV ≤
∫∫∫

T

g(P )dV.

Dokaz. 1. Iz f(P ) ≥ 0 sledi da je Sn(f,Π) ≥ 0 za svaku
podelu Π, pa i u sluqaju kada λ(Π)→ 0.

2. Kako je g(P )− f(P ) ≥ 0, iz 1. sledi
∫∫∫

T

g(P )dV −
∫∫∫

T

f(P )dV =

∫∫∫

T

(g(P )− f(P ))dV ≥ 0. �
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Teorema (Procena vrednosti trojnog integrala) Ako
f ∈ R(T ) i ako je m ≤ f(P ) ≤M za P ∈ T , tada

m · V (T ) ≤
∫∫∫

T

f(P )dV ≤M · V (T ),

gde je V (T ) zapremina oblasti T .
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Teorema (Procena vrednosti trojnog integrala) Ako
f ∈ R(T ) i ako je m ≤ f(P ) ≤M za P ∈ T , tada

m · V (T ) ≤
∫∫∫

T

f(P )dV ≤M · V (T ),

gde je V (T ) zapremina oblasti T .

Dokaz. Kako je f(P ) ≥ m, primenom prethodne teoreme
sledi da je

∫∫∫

T

f(P )dV ≥
∫∫∫

T

mdV = m

∫∫∫

T

dV = m · V (T ).

Sliqno, iz M ≥ f(P ) dobijamo
∫∫∫

T

f(P )dV ≤
∫∫∫

T

MdV =M

∫∫∫

T

dV =M · V (T ). �
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Teorema (Sredǌa vrednost trojnog integrala) Ako je f
neprekidna funkcija na zatvorenoj oblasti T , tada
postoji unutrax�a taqka Q oblasti T , takva da je

∫∫∫

T

f(P )dV = f(Q) · V (T ).
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Teorema (Sredǌa vrednost trojnog integrala) Ako je f
neprekidna funkcija na zatvorenoj oblasti T , tada
postoji unutrax�a taqka Q oblasti T , takva da je

∫∫∫

T

f(P )dV = f(Q) · V (T ).

Dokaz. Ako su m i M najma�a i najve�a vrednost
funkcije f na T , onda iz prethodne teoreme sledi da je

m ≤ 1

V (T )

∫∫∫

T

f(P )dV ≤M.

Kako postoji taqka Q unutrax�osti oblasti T (zaxto?)
takva da je

f(Q) =
1

V (T )

∫∫∫

T

f(P )dV,

to je
∫∫∫

T

f(P )dV = f(Q) · V (T ). �
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Svo�eǌe tr. int. na trostruki
Neka je oblast integracije T odre�ena sa

T = {(x, y, z) | (x, y) ∈ D, z1(x, y) ≤ z(x, y) ≤ z2(x, y)},

gde su z1 i z2 neprekidne funkcije na D ⊂ R2.
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Teorema Ako f ∈ R(T ) i ako za svako (x, y) ∈ D postoji
integral

I(x, y) =

∫ z2(x,y)

z1(x,y)
f(x, y, z)dz,

tada je
∫∫∫

T

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫

D

I(x, y)dxdy,

odnosno
∫∫∫

T

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫

D

dxdy

∫ z2(x,y)

z1(x,y)
f(x, y, z)dz.
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Ako je D trapezoidna oblast, na primer,

D = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, y1 ≤ y ≤ y2},

tada je

∫∫∫

T

f(x, y, z)dxdydz =

∫ b

a

dx

∫ y2(x)

y1(x)
dy

∫ z2(x,y)

z1(x,y)
f(x, y, z)dz.
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Ako je D trapezoidna oblast, na primer,

D = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, y1 ≤ y ≤ y2},

tada je

∫∫∫

T

f(x, y, z)dxdydz =

∫ b

a

dx

∫ y2(x)

y1(x)
dy

∫ z2(x,y)

z1(x,y)
f(x, y, z)dz.

Prema tome, ako se dvojni integral svodi na dvostruki,
tada se trojni integral za pretpostav	eno telo T svodi
na trostruki integral.

Isto va�i i ako oblast D mo�e da se razlo�i na
trapezoidne oblasti, kao i ako oblast integracije
trojnog integrala mo�e da se razlo�i na oblasti tipa
pretpostav	ene oblasti T .
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Primeri

1. Neka je T = [0, 1]3 i f(x, y, z) = x+ y + z. Tada je
∫∫∫

T

f(x, y, z)dxdydz =

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy

∫ 1

0
(x+ y + z)dz.

Kako je
∫ 1

0
(x+ y + z)dz = xz + yz +

z2

2







1

0
= x+ y +

1

2

i
∫ 1

0

(

x+ y +
1

2

)

dy = xy +
y2

2
+
y

2







1

0
= x+ 1,

to je
∫∫∫

T

f(x, y, z)dxdydz =

∫ 1

0
(x+ 1)dx =

x2

2
+ x







1

0
=

3

2
.

Sliqno za T = [0, a]× [0, b]× [0, c] dobijamo
∫∫∫

T

f(x, y, z)dxdydz =

∫ a

0
dx

∫ b

0
dy

∫ c

0
(x+y+z)dxdydz =

abc

2
(a+b+c).
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2. Neka je T telo ograniqeno koordinatnim ravnima i
ravni 2x+ 2y + z − 6 = 0. Tada je

∫∫∫

T

xdxdydz =

∫ 3

0
xdx

∫ 3−x

0
dy

∫ 6−2x−2y

0
dz = . . . =

27

4
.
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3. Neka je T telo ograniqeno povrxima y = x2, x = y2,
z = 0 i z = xy. Tada je

∫∫∫

T

xyzdxdydz =

∫ 1

0
xdx

∫

√
x

x2
ydy

∫ xy

0
zdz = . . . =

1

96
.
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ISPITNA PITAǋA

1. Definicija i osobine dvojnog integrala

2. Definicija i osobine trojnog integrala

3. Svo�e�e dvojnog integrala na dvostruki
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POJMOVI KOJE TREBA ZNATI

1. Dijametar oblasti

2. Integralna suma (za dvojni integral)

3. Dvojni integral

4. Integralna suma (za trojni integral)

5. Trojni integral
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TVR�E�A KOJA TREBA ZNATI (sa dokazom)

Iz prethodnih tema

8.1 Dovo	an uslov za R-integrabilnost funkcije

8.2 R-integrabilnost neprekidne funkcije na [a, b]

8.3 Teorema o sred�oj vrednosti odre�enog integrala

8.4 Osnovna teorema diferencijalnog i integralnog
raquna

9.1 Teorema o smeni u neodre�enom integralu

9.2 �utn Lajbnicova formula

9.3 Teorema o smeni u odre�enom integralu
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11.1 Formule za du�inu luka krive (sve tri)

11.2 Formula za zapreminu rotacionog tela

11.3 Formula za povrxinu omotaqa rotacionog tela

Iz ove teme

12.1 Teorema o sred�oj vrednosti dvojnog integrala

12.2 Teorema o sred�oj vrednosti trojnog integrala
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QI�ENICE KOJE TREBA ZNATI

1. f ∈ R(D) ⇒ f je ograniqena na D

2. f ∈ R(D) ako i samo ako za svako ε > 0 postoji podela
za koju je Sn − Sn < ε

3. f ∈ C(D) ⇒ f ∈ R(D) (D - zatvorena oblast)

4. Svojstva dvojnog integrala (aditivnost, linearnost,
procena vrednosti)

5. Svo�e�e dvojnog integrala na dvostruki

6. Odgovaraju�e qi�enice 1.-4. za trojni integral

7. Svo�e�e trojnog integrala na trostruki
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