
PARCIJALNA INTEGRACIJA
U ODRE�ENOM INTEGRALU

Zadaci sa rexeǌima

Dragan �ori�

Ako funkcije u i v imaju neprekidne izvode na [a, b], tada postoje integrali∫ b
a uv

′dx i
∫ b
a u
′vdx, pa iz jednakosti (uv)′ = u′v + uv′ i ǋutn-Lajbnicove formule

sledi da je ∫ b

a
udv = uv

b
a
−
∫ b

a
vdu.

Ova jednakost je poznata kao metod parcijalne integracije za odre�eni integral,
a mo�e da va�i i pri slabijim (bla�im) uslovima. Na primer, za integral∫ 1
0 arcsinxdx nisu ispuǌeni navedeni uslovi za parcijalnu integraciju u sluqaju
da je u = arcsinx i dv = dx, jer funkcija u nije neprekidno diferencijabilna na
[0, 1]. Me�utim, va�i jednakost1∫ 1

0
arcsinxdx = x arcsinx

1

0
−
∫ 1

0

xdx√
1− x2

=
π

2
+
√
1− x2

1

0
=
π

2
− 1.

Parcijalna integracija daje mogu�nost da se integral funkcije f = uv′ dobije
nala�eǌem integrala funkcije u′v. Naravno, ovo ima smisla ukoliko je lakxe
odrediti primitivnu funkciju za u′v nega za funkciju uv′.

Izraqunati dati integral.

1.
∫ 2π

0
x2 sinxdx.

2.
∫ π

0
x2 cosnxdx, n ∈ N.

3.
∫ π

0
x2 sin2 xdx.

1Za svako ε > 0 ispuǌeni su uslovi za parcijalnu integraciiju na [0, 1− ε], xto znaqi da je∫ 1−ε

0

arcsinxdx = x arcsinx
1−ε

0
−
∫ 1−ε

0

xdx√
1− x2

.

Kako integral
∫ 1

0
arcsinxdx postoji (integrand je neprekidna funkcija na [0, 1]) i kako je primitivna

funkcija F (x) = x arcsinx+
√
1− x2 neprekidna na [0, 1], to je∫ 1

0

arcsinxdx = lim
ε→0+

∫ 1−ε

0

arcsinxdx = lim
ε→0+

(F (1− ε)− F (0)) = F (1)− F (0).
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Dragan �ori� Parcijalna integracija u odre�enom integralu

4.
∫ 1

0
sin(lnx)dx.

5.
∫ π2/4

0
sin
√
xdx.

6.
∫ π2/4

0
x sin

√
xdx.

7.
∫ π/2

0
ex sinxdx.

8.
∫ π/2

0
xex sinxdx.

9.
∫ 2

−2
√
3

dx

(4 + x2)2
.

10.
∫ π

0

x sinx

1 + cos2 x
dx.

11.
∫ π/4

0

xdx

cos4 x
.

12.
∫ π/2

π/4

x cosx

sin3 x
dx.

13.
∫ 1

0

x2dx√
1− x2

.

14.
∫ 1

0

√
1 + 4x2dx.

15.
∫ 1

0
x2
√

1 + 4x2dx.

16. Dokazati da je
∫ π

0
sinn−1 x cos(n+ 1)xdx = 0, gde je n ∈ N.

17. Dokazati da je
∫ π

0
cosn−1 x sin(n+ 1)xdx = 0, gde je n ∈ N.

18. Dokazati da je
∫ π

0
cosn−1 x cos(n+ 1)xdx = 0, gde je n ∈ N.

19. Dokazati da je ∫ b

a
xf ′′(x)dx = bf ′(b)− af ′(a) + f(a)− f(b)

ako funkcija f ima neprekidan drugi izvod na [a, b].

20. Neka funkcija f ima neprekidan tre�i izvod na [a, b] i neka je I =

∫ b

a
xf ′′(x)dx i

J =

∫ b

a
x2f ′′′(x)dx. Dokazati da je I + 2J = b2f ′′(b)− a2f ′′(a).
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Integrand tipa f(x) = R(x) arctank x, k ∈ N. U nekim sluqajevima za funkciju

f koja je ovog tipa (gde je R racionalna funkcija) integral
∫ b

a
f(x)dx mo�e da

se dobije primenom parcijalne integracije, pri qemu se uzima u = arctank(x).
Za k > 1 parcijalnu integraciju treba primeniti vixe puta. Na primer, takvi
sluqajevi su kada je R(x) polinom.

Isto tako, postoje jednostavni primeri funkcije ovog tipa za koje integral ne
mo�e da se dobije pomo�u parcijalne integracije. Na primer, kada na integral∫ 1
0 arctan2 xdx dva puta primenimo parcijalnu integraciju dobijamo da je∫ 1

0
arctan2 xdx =

π2

16
− π ln 2

4
+

∫ 1

0

ln(1 + x2)

1 + x2
dx.

Ako sada na ovaj novi integral primenimo parcijalnu integraciju, vra�amo se na
poqetni integral (vrtimo se u krug). Drugim metodama (pomo�u redova) dobija
se da je ∫ 1

0
arctan2 xdx =

1

16
π(π + ln 16)− C,

gde je C konstanta Katalana, C =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2
.

Izraqunati dati integral.

21.
∫ 1

0
arctanxdx.

22.
∫ 1

0
x arctanxdx.

23.
∫ 1

0
x2 arctanxdx.

24.
∫ 1

0
x3 arctanxdx.

25.
∫ 1

0
x4 arctanxdx.

26.
∫ √3
1

arctanx

x2
dx.

27.
∫ √3
1

arctanx

x3
dx.

28.
∫ √3
1

arctanx

x4
dx.

29.
∫ √3
1

arctanx

x5
dx.
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30.
∫ 1

0
x · arctan2 xdx.

31. Neka je I =

∫ 1

0
x arctan3 xdx i J =

∫ 1

0
arctan2 xdx. Dokazati da je I +

3

2
J =

(π
4

)3
.

Integrand tipa f(x) = R(x) arctanS(x). I za funkciju f ovog tipa postoje
sluqajevi racionalnih funkcija R i S za koje integral mo�e da se dobije par-
cijalnom integracijom.

Izraqunati dati integral.

32.
∫ 1

0
x2 · arctan(x2)dx.

33.
∫

1− x2

x2
arctanx2dx.

34.
∫ 2

1
x · arctan 2x

x2 − 1
dx.

Integrand tipa f(x) = g(x) arctanh(x). Umesto racionalnih funkcija R i S
mogu da budu i neke druge funkcije g i h.

Izraqunati dati integral.

35.
∫ 1

0
arctan

√
xdx.

36.
∫ 1

0
arctan

1√
x
dx.

37.
∫ 1

0

x · arctanx√
1 + x2

dx.

38.
∫ 16

1
arctan

√√
x− 1dx.

39.
∫ 1

0

arctan
√
1 + x2

(1 + x2)
√
1 + x2

dx.

Integrand tipa f(x) = R(x) arcsink x ili f(x) = R(x) arccosk x. Za integrale
ovog tipa va�i sliqno kao za integrale sa integrandom f(x) = R(x) arctank x,
pri qemu se ovde uzima da je u(x) = arcsink(x), odnosno u(x) = arcsink(x). U
sluqaju kada je R(x) polinom, posle vixe primena parcijalne integracije do-
bija se tra�eni integral.

Izraqunati dati integral.

40.
∫ 1

0
x · arcsinxdx.
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41.
∫ 1

0
x2 · arccosxdx.

42.
∫ 1

0
x2 · arcsinxdx.

43.
∫ 1

−1
arcsin2 xdx.

44.
∫ 1

0
arcsin4 xdx.

Integrand tipa f(x) = g(x) arcsinh(x). I ovde za funkciju f ovog tipa pos-
toje sluqajevi funkcija g i h za koje integral mo�e da se dobije parcijalnom
integracijom.

Izraqunati dati integral.

45.
∫ 1

0
x · arcsin 2x

1 + x2
dx.

46.
∫ 3

0
arcsin

√
x

x+ 1
dx.

47.
∫ 1

0

arcsinx√
1 + x

dx.

48.
∫ 1

0

arcsin3 x√
1 + x

dx.

49.
∫ 1

0

x · arcsinx√
1 + x

dx.

50.
∫ 1

0

x2 · arcsinx√
1 + x

dx.

51.
∫ 0

−1

arcsinx√
1− x

dx.

52.
∫ 0

−1

x · arcsinx√
1− x

dx.

53.
∫ 1

0

√
1− x2 arcsinxdx.

54.
∫ 1

0

√
1− x2 arcsin2 xdx.

55.
∫ 1/

√
2

0

x arcsinx√
1− x2

dx.
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Integrand tipa f(x) = g(x) lnk h(x). U ovom sluqaju za prvu parcijalnu in-
tegraciju biramo u = lnk h(x). Ovde tako�e postoje sluqajevi kada se integral

ne mo�e dobiti samo parcijalnom integracijom. Na primer, za g(x) =
1

1 + x2
i

h(x) = x, parcijalnom integracijom sa u = lnx i dv =
dx

1 + x2
dobijamo da je

I =

∫ 1

0

lnxdx

1 + x2
= −

∫ 1

0

arctanx

x
dx = −J,

a primenom parcijalne integracije na integral J ponovo se vra�amo na integral
I. Me�utim, integral J mo�e da se dobije pomo�u redova i jednak je ranije
pomenutoj konstanti Katalana.

Izraqunati dati integral.

56.
∫ e

1
x2 ln2 xdx.

57.
∫ e

1
ln3 xdx.

58.
∫ e

1

x lnx

(x2 + 1)2
dx.

59.
∫ 1

0
x ln(1 + x2)dx.

60.
∫ 1

0
ln(1 + x4)dx.

61.
∫ 1/2

0
x · ln 1 + x

1− x
dx.

62.
∫ 1

0

ln(1 + x+ x2)

(1 + x)2
dx.

63.
∫ e

1

√
x ln2 xdx.

64.
∫ 1

0

x ln(x+
√
1 + x2)

(1 + x2)2
dx.

65.
∫ −1
−2

x ln(
√
x2 − 1− x)√
x2 − 1

dx.

66.
∫ −1
−2

ln2(
√
x2 − 1− x)dx.

67.
∫ π/2

π/3
cosx · ln(1− cosx)dx.

68. Neka je I =

∫ 1

0

ln(1 + x2)

1 + x2
dx i J =

∫ 1

0
arctan2 xdx. Dokazati da je J =

π2

16
− π

4
ln 2+I.
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69. Neka je

I =

∫ 1

0

x ln(1 + x) ln(1 + x2)

1 + x2
dx, J =

∫ 1

0

ln2(1 + x2)

1 + x
dx.

Dokazati da je 4I + J = ln3 2.

70. Neka je

I =

∫ 1

0

ln2(1 + x2)

x4
dx, J =

∫ 1

0

ln(1 + x2)

1 + x2
dx.

Dokazati da je 3I + 4J = − ln2 2− 4 ln 2 + 2π.

Jox neki primeri

Izraqunati dati integral.

71.
∫ 1

0

xex

(x+ 1)2
dx.

72.
∫ 1

0

(x− 1)ex

(x+ 1)3
dx.

73.
∫ 1

0

x− arctanx

x2
dx.

74.
∫ 1

0

x− arctanx

x2(1 + x2)
dx.

75.
∫ 1

0

x− arctanx

x3
dx.

76.
∫ π/2

0

xdx

tanx
(i jox dva integrala 2)

77.
∫ 1

−1
(arccosx− x

√
1− x2)2dx.

Rekurentne veze. Kada integrand zavisi od prirodnog broja n, tada integral
mo�emo da oznaqimo sa In, a u nekim sluqajevima parcijalnom integracijom mo�e
da se odredi veza izme�u In i In−1 ili izme�u In i In−2. Takve veze su poznate kao
rekurentne veze i na osnovu ǌih i vrednosti integrala za neke poqetne vrednosti
parametra n mo�e da se dobije integral In za dato n.

78. Neka je In =

∫ e

1
x lnn xdx, gde je n ∈ N. Odrediti vezu izme�u In i In−1.

2Smenom sinx = t dati integral I postaje
∫ 1

0

arcsin t

t
dt. Ako sada na ovaj integral primenimo

parcijalnu integraciju sa u = arcsin t i dv = dt/t, dobijamo da je on jednak integralu
∫ 1

0

ln tdt√
1− t2

.

Dakle, ∫ 1

0

arcsin t

t
dt =

∫ 1

0

ln tdt√
1− t2

= I.
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79. Neka je In =

∫ 1

0
x2 lnn xdx, gde je n ∈ N. Odrediti najpre vezu izme�u In i In−1, a

zatim izraqunati In.

80. Neka je In =

∫ 1

0
xa lnn xdx, gde je a ∈ R+ i n ∈ N. Odrediti najpre vezu izme�u In

i In−1, a zatim izraqunati In.

81. Neka je In =

∫ π/2

0
ln(cosx) cos 2nxdx i Jn =

∫ π/2

0

cos(2n+ 1)x

cosx
dx. Dokazati da je

In =
1

4n
(Jn−1 − Jn).

82. Neka je In =

∫ 1

0
(1− x2)ndx, gde je n ∈ N. Odrediti najpre vezu izme�u In i In−1,

a zatim izraqunati In.

83. Neka je In =

∫ 1

0
(1−x2)n/2dx, gde je n ∈ N. Odrediti najpre vezu izme�u In i In+2,

a zatim izraqunati In.

84. Neka je In =

∫ a

0
(a2− x2)ndx, gde je n ∈ N i a > 0. Odrediti najpre vezu izme�u In

i In−1, a zatim izraqunati In.

85. Neka je In =

∫ 1

0
xn
√
1− xdx, gde je n ∈ N. Odrediti najpre vezu izme�u In i In−1,

a zatim izraqunati In.

86. Neka je In =

∫ π/2

0
sinn xdx, gde je n ∈ N ∪ {0}. Dokazati najpre da za n ≥ 2 va�i

In =
n− 1

n
In−2,

a zatim dokazati da je

I2m =
(2m− 1)!!

(2m)!!
· π
2
, I2m+1 =

(2m)!!

(2m+ 1)!!
.

87. Neka je In =

∫ 1

0

xndx√
1 + x2

, gde je n nenegativan ceo broj. Dokazati da za n ≥ 2

va�i
nIn + (n− 1)In−2 =

√
2.

88. Neka je In =

∫ 1

0

xndx√
x3 + 1

, gde je n ∈ N. Dokazati da za n ≥ 4 va�i

(2n− 1)In + 2(n− 2)In−3 = 2
√
2,

a zatim izraqunati I8.

89. Neka je In =

∫ 1

0
xn sin(πx)dx, gde je n ∈ N. Dokazati da je

In =
π

(n+ 1)(n+ 2)
− π2

(n+ 1)(n+ 2)
In+2.
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90. Neka je In =

∫ 2π

0
x2n sinxdx, gde je n ∈ N. Dokazati da je

In = π2n − 2n(2n− 1)In−1.

91. Neka je In =

∫ π/2

0
xn sin(2k + 1)xdx, gde je k, n ∈ N. Dokazati najpre da je

In = (−1)k n

(2k + 1)2

(π
2

)n−1
− n(n− 1)

(2k + 1)2
In−2,

a zatim izraqunati
∫ π/2

0
x3 sin 3xdx.

92. Neka je In =

∫ 1

0
xne

√
xdx, gde je n ∈ N. Dokazati da je

In =
2e

2n+ 3
+

1

2(n+ 1)(2n+ 3)
In+1.

93. Neka je In =

∫ π

0
xn cosxdx, gde je n ∈ N. Dokazati da za n ≥ 2 va�i

In = −n(n− 1)In−2 − nπn−1.

94. Neka je3 B(m,n) =

∫ 1

0
xm−1(1− x)n−1dx za m,n ∈ N. Dokazati da je

B(m,n) =
n− 1

m
B(m+ 1, n− 1),

a zatim izraqunati B(m,n).

95. Neka je I(m,n) =
∫ π/2

0
sin2m x cos2n xdx. Dokazati da je

I(m,n) =
(2n− 1)!! · (2m− 1)!!

(2m+ 2n)!!
· π
2
.

96. Neka je In =

∫ 1

0
arcsinn xdx, gde je n ∈ N. Dokazati da je

In + n(n− 1)In−2 =
(π
2

)n
.

97. Neka je In =

∫ 1

0
xn arctanxdx i Jn =

∫ 1

0

xn

x2 + 1
, gde je n ∈ N. Dokazati da je

In =
1

n+ 1

(π
4
− Jn+1

)
, Jn =

1

n− 1
− Jn−1.

98. Neka je In =

∫ 1

0
xn arctanxdx. Dokazati da je

lim
n→∞

n
(
(n+ 1)In −

π

4

)
= −1

2
.

3Integral B(m,n) je poznat kao Beta funkcija, a na isti naqin definixe se i opxtiji sluqaj B(a, b)
za a, b ∈ R+.
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99. Neka je In =

∫ 1

0
arctann xdx, gde je n ∈ N. Dokazati da je

In+1 + (n+ 1)In ≥
(π
4

)n+1
.

100. Neka je In =

∫ 1

0
x arctann xdx i Jn =

∫ 1

0
arctann xdx, gde je n ∈ N. Dokazati da je

In +
n

2
Jn−1 =

(π
4

)n
.
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Rexeǌa

1. Parcijalnom integracijom sa u = x2 i dv = sinxdx imamo da je∫ 2π

0
x2 sinxdx = −x2 cosx

2π

0
+ 2

∫ 2π

0
x cosxdx = −4π2 + 2J.

Ako i u integralu J primenimo parcijalni integraciju sa u = x i dv = cosxdx,
dobijamo da je

J = x sinx
2π

0
−
∫ 2π

0
sinxdx = cosx

2π

0
= 0.

Prema tome, I = −4π2.

2. Parcijalnom integracijom sa

u = x2 dv = cosnxdx

du = 2xdx v =
1

n
sinnx

imamo da je

I =
1

n
x2 sinnx

π
0
− 2

n

∫ π

0
x sinxdx = − 2

n
J.

Ako sada i na integral J primenimo parcijalnu integraciju sa

u = x dv = sinnxdx

du = dx v = − 1

n
cosnx

dobijamo da je

I =
2

n2
x cosx

π
0
− 2

n2

∫ π

0
cosnxdx = (−1)n 2π

n2
.

3. Neka je I dati integral i neka je J =

∫ π

0
x2 cos2 xdx. Tada je I + J =

∫ π

0
x2dx =

π3

3
i

J − I =

∫ π

0
x2(cos2 x− sin2 x)dx =

∫ π

0
x cos 2xdx = K.

Kada na integral K primenimo parcijalnu integraciju sa u = x2 i dv = cos 2xdx,
dobijamo da je

J − I =
1

2
x2 sin 2x

π
0
−
∫ π

0
x sin 2xdx = −

∫ π

0
x sin 2xdx = L.

Ako sada i na integral L primenimo parcijalnu integraciju, imamo da je

J − I =
x cos 2x

2

π
0
− 1

2

∫ π

0
cos 2xdx =

π

2
.

Iz dobijenih jednakosti I + J = π3/3 i J − I = π/2 nalazimo da je I =
π3

6
− π

4
i

J =
π3

6
+
π

4
.
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4. Neka je I =

∫ 1

0
sin(lnx)dx i J =

∫ 1

0
cos(lnx)dx. Parcijalnom integracijom sa u =

sin(lnx) i dv = dx imamo da je du =
cos(lnx)

x
dx i v = x, pa je

I = x sin(lnx)
1

0
−
∫ 1

0
cos(lnx)dx = −J.

Ako sada na integral J primenimo parcijalnu integraciju sa u = cos(lnx) i dv = dx,
dobijamo da je

J = x cos(lnx)
1

0
+

∫ 1

0
sin(lnx)dx = 1 + I.

Iz jednakosti I = −J i J = 1 + I sledi da je I = −1/2 i J = 1/2.

5. Smenom x = t2 imamo da je I = 2

∫ π/2

0
t sin tdt = 2J . Ako u integralu J primenimo

parcijalnu integraciju sa u = t i dv = sin tdt, dobijamo da je

J = t cos t
π/2
0

+

∫ π/2

0
cos tdt = sin t

π/2
0

= 1.

Prema tome, I = 2.

6. Smenom x = t2 imamo da je I = 2

∫ π/2

0
t3 sin tdt = 2J . Parcijalnom integracijom sa

u = t3 i dv = sin tdt imamo da je

J = −t3 cos t
π/2
0

+ 3

∫ π/2

0
t2 cos tdt = 3

∫ π/2

0
t2 cos tdt = 3K.

Kako je (prema jednom od orethodnih zadataka) K =
π2

4
− 2, to je I = 2J = 6K =

3

2
π2 − 12.

7. Neka je I =

∫ π/2

0
ex sinxdx i J =

∫ π/2

0
ex cosxdx. Ako na integral I primenimo

parcijalnu integraciju sa u = ex i dv = sinxdx imamo da je

I = −ex cosx
π/2
0

+

∫ π2

0
ex cosxdx = 1 + J.

Ako sada na sliqan naqin primenimo parcijalnu integraciju na integral J , dobi-
jamo da je

J = ex sinx
π/2
0
−
∫ π/2

0
ex sinxdx = eπ/2 − I.

Iz jednakosti I = 1 + J i J = eπ/2 − I sledi da je I =
1

2

(
1 + eπ/2

)
i J = 1

2

(
eπ/2 − 1

)
.

8. Neka je I =

∫ π/2

0
xex sinxdx i J =

∫ π/2

0
xex cosxdx. Ako na integral I primenimo

parcijalnu integraciju sa
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Dragan �ori� Parcijalna integracija u odre�enom integralu

u = xex dv = sinxdx

du = (ex + xex)dx v = − cosx

imamo da je

I = −xex cosx
π/2
0

+

∫ π/2

0
(ex + xex) cosxdx =

∫ π/2

0
ex cosxdx+ J.

Kada sliqno primenimo parcijalnu integraciju na integral J , dobijamo da je

J = xex sinx
π/2
0
−
∫ π/2

0
(ex + xex) sinxdx =

π

2
eπ/2 −

∫ π/2

0
ex sinxdx− I.

Kako je, prema prethodnom zadatku,∫ π/2

0
ex sinxdx =

1

2

(
1 + eπ/2

)
,

∫ π/2

0
ex cosxdx =

1

2

(
eπ/2 − 1

)
,

va�e jednakosti

I =
1

2

(
eπ/2 − 1

)
+ J, J =

π

2
eπ/2 − 1

2

(
1 + eπ/2

)
− I

iz kojih sledi da je I =
π

4
eπ/2 − 1

2
i J =

π

4
eπ/2 − 1

2
eπ/2.

9. Ako je I dati integral i ako je J =

∫ 2

−2
√
3

dx

4 + x2
i K =

∫ 2

−2
√
3

x2dx

(4 + x2)2
, tada je

I =
1

4
J − 1

4
K. Kada na integral K primenimo parcijalnu integraciju sa

u = x dv =
xdx

(4 + x2)2

du = dx v = −1

2
· 1

4 + x2

dobijamo da je

K =
x

2(4 + x2)

2

−2
√
3
+

1

2
J = −2 +

√
3

16
+

1

2
J.

To znaqi da je

I =
1

4
J +

1

4
· 2 +

√
3

16
− 1

8
J =

2 +
√
3

96
+

1

8
J.

Kako je J =
1

2
arctan

x

2

2

−2
√
3
=

π

24
, to je I =

2 +
√
3

96
+

7π

192
.

10. Parcijalnom integracijom sa

u = x dv =
sinxdx

1 + cos2 x

du = dx v = arctan(cosx)

imamo da je

I =

∫ π

0

x sinx

1 + cos2 x
dx = x arctan(cosx)

π
0
+

∫ π

0
arctan(cosx)dx =

π2

4
+ J.

Ako integral J napixemo kao zbir dva integrala (prvi sa granicama 0 i π/2, a
drugi sa granicama π/2 i π) i ako u drugom integralu uvedemo smenu x = π− t, lako
nalazimo da je J = 0. Prema tome, I = π2/4.
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11. Parcijalnom integracijom sa u = x i dv =
dx

cos4 x
imamo da je

du = dx, v =

∫
dx

cos2 x · cos2 x
=

∫
(1 + tan2 x)d(tanx) = tanx+

1

3
tan3 x,

pa je

I =

∫ π/4

0

xdx

cos4 x
= x tanx+

x

3
tan3 x

π/4
0
−
∫ π/4

0
tanxdx− 1

3

∫ π/4

0
tan3 xdx =

π

3
− 1

2
ln 2− 1

3
J.

Kako je J =
1

2
− 1

2
ln 2, to je I =

π

3
− 1

6
− 1

3
ln 2.

12. Parcijalnom iintegracijom sa

u = x dv =
cosx

sin3 x
dx

du = dx v = − 1

2 sin2 x

imamo da je

I = − x

2 sin2 x

π/2
π/4

+
1

2

∫ π/2

π/4

dx

sin2 x
= −π

4
+
π

4
− 1

2
cotx

π/2
π/4

=
1

2
.

13. Parcijalnom integracijom sa

u = x dv =
xdx√
1− x2

du = dx v = −
√

1− x2

imamo da je ∫ 1

0

x2dx√
1− x2

= −x
√

1− x2
1

0
+

∫ 1

0

√
1− x2dx =

π

4
.

14. Za u =
√
1 + 4x2 i dv = dx imamo da je du =

4xdx√
1 + 4x2

i v = x, pa je

I =

∫ 1

0

√
1 + 4x2dx = x

√
1 + 4x2

1

0
− 4

∫ 1

0

x2dx√
1 + 4x2

=
√
5−

∫ 1

0

√
1 + 4x2 +

∫ 1

0

dx√
1 + 4x2

.

Iz ove jednakosti sledi da je

I =
√
5− I + 1

2
ln(2x+

√
1 + 4x2)

1

0
,

odakle dobijamo da je I =

√
5

2
+

1

4
ln(2 +

√
5).

15. Parcijalnom integracijom sa u = x i dv = x
√
1 + 4x2dx imamo da je du = dx i

v =
1

12
(1 + 4x2)3/2, pa je

I =

∫ 1

0
x2
√

1 + 4x2dx =
x

12
(1 + 4x2)3/2

1

0
− 1

12

∫ 1

0
(1 + 4x2)3/2dx =

5
√
5

12
− 1

12
J − 1

3
I,

gde je J integral iz prethodnog zadatka.

Iz posledǌe jednakosti sledi da je I =
5
√
5

16
− 1

16
J . Kako je J =

√
5

2
+

1

4
ln(2+

√
5),

to je I =
9
√
5

32
− 1

64
ln(2 +

√
5).
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16. Ako je I dati integral, tada iz jednakosti

cos(n+ 1)x = cosnx cosx− sinnx sinx

imamo da je

I =

∫ π

0
sinn−1 x cosnx cosxdx−

∫ π

0
sinn x sinnxdx = J −K.

Kada na integral J primenimo parcijalnu integraciju sa

u = cosnx dv = sinn−1 x cosxdx

du = n sinnxdx v =
sinn x

n

dobijamo da je

J =
cosnx sinn x

n

π
0
+

∫ π

0
sinn x sinnxdx = K.

Prema tome, I = K −K = 0.

17. Ako je I dati integral, tada iz jednakosti

sin(n+ 1)x = sinnx cosx+ cosnx sinx

imamo da je

I =

∫ π

0
cosn xdx+

∫ π

0
cosn−1 x cosnx sinxdx = J +K.

Kada na integral K primenimo parcijalnu integraciju sa

u = cosnx dv = cosn−1 x sinxdx

du = −n sinnxdx v = −cosn x

n

dobijamo da je

J = −cosnx cosn x

n

π
0
−
∫ π

0
cosn x sinnxdx = −J.

Prema tome, I = J − J = 0.

18. Ako je I dati integral, tada iz jednakosti

cos(n+ 1)x = cosnx cosx− sinnx sinx

imamo da je

I =

∫ π

0
cosn x cosnxdx−

∫ π

0
cosn−1 x sinnx sinxdx = J −K.

Kada na integral K primenimo parcijalnu integraciju sa

u = sinnx dv = cosn−1 x sinxdx

du = n cosnxdx v = −cosn x

n
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dobijamo da je

J = −sinnx cosn x

n

π
0
+

∫ π

0
cosn x cosnxdx = K.

Prema tome, I = K −K = 0.
Napomena. Data jednakost ne va�i ako broj n ∈ N zamenimo realnim brojem a ≥ 1.

Me�utim, va�i ∫ π/2

0
cosa−1 x cos(a+ 1)xdx = 0.

19. Parcijalnom integracijom sa u = x i dv = f ′′(x)dx dobijamo da je∫ b

a
xf ′′(x)dx = xf ′(x)

b
a
−
∫ b

a
f ′(x)dx = bf ′(b)− af ′(a)− f(x)

b
a
,

odakle sledi data jednakost.

20. Parcijalnom integracijom sa u = x2 i dv = f ′′′(x)dx dobijamo da je∫ b

a
xf ′′(x)dx = x2f ′′(x)

b
a
− 2

∫ b

a
xf ′′(x)dx = b2f ′′(b)− a2f ′′(a)− 2J,

odakle sledi data jednakost.

21. Parcijalnom integracijom sa arctanx = u i dx = dv imamo du =
dx

1 + x2
i v = x, pa

je

I = x arctanx
1

0
−
∫ 1

0

xdx

1 + x2
=
π

4
− 1

2

∫ 1

0

d(1 + x2)

1 + x2
=
π

4
− 1

2
ln(1 + x2)

1

0
=
π

4
− 1

2
ln 2.

22. Parcijalnom integraciojom sa u = arctanx i dv = xdx imamo da je∫ 1

0
x arctanxdx =

x2

2
arctanx

1

0
− 1

2

∫ 1

0

x2dx

1 + x2
=
π

8
− x

2

1

0
+

1

2
arctanx

1

0
=
π

4
− 1

2
.

23. Parcijalnom integracijom sa u = arctanx i dv = x2dx imamo da je∫ 1

0
x2 arctanxdx =

x3

3
arctanx

∣∣∣∣1
0

− 1

3

∫ 1

0

x3dx

1 + x2

=
π

12
− 1

3

∫ 1

0

x3dx

1 + x2

=
π

3
− 1

3

∫ 1

0

(
x− x

1 + x2

)
dx

=
π

12
− 1

3

[
x2

2
− 1

2
ln(1 + x2)

]∣∣∣∣1
0

=
π

12
+

1

6
(ln 2− 1).

24. Parcijalnom integracijom sa u = arctanx i dv = x3dx imamo da je

I =

∫ 1

0
x3 arctanxdx =

x4

4
arctanx

1

0
− 1

4

∫ 1

0

x4dx

1 + x2
=

π

16
− 1

4

[
x3

3
− x+ arctanx

]1

0
.

Prema tome, I =
1

6
.
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25. Parcijalnom integracijom sa u = arctanx i dv = x4dx imamo da je

I =

∫ 1

0
x4 arctanxdx =

x5

5
arctanx

1

0
− 1

5

∫ 1

0

x5dx

1 + x2
=

π

20
− 1

5

[
x4

4
− x2

2
+

1

2
ln(1 + x2)

]1

0
.

Prema tome, I =
π

20
+

1

10
− ln 2

10
.

26. Parcijalnom integracijom sa

u = arctanx dv =
dx

x2

du =
dx

1 + x2
v = −1

x

dobijamo da je

I =

∫ √3
1

arctanx

x2
dx = −1

x
arctanx

√3
1

+

∫ √3
1

dx

x(1 + x2)
=

9− 4
√
3

36
π + J.

Kako je

J =

∫ √3
1

dx

x
−
∫ √3
1

xdx

1 + x2
= ln |x| − 1

2
ln(1 + x2)

√3
1

=
1

2
ln

2

3
,

to je I =
9− 4

√
3

36
π +

1

2
ln

2

3
.

27. Parcijalnom integracijom sa

u = arctanx dv =
dx

x3

du =
dx

1 + x2
v = − 1

2x2

dobijamo da je

I =

∫ √3
1

arctanx

x3
dx = − 1

2x2
arctanx

√3
1

+
1

2

∫ √3
1

dx

x2(1 + x2)
=

5π

72
+

1

2
J.

Kako je

J =

∫ √3
1

dx

x2
−
∫ √3
1

dx

1 + x2
= −1

x
− arctanx

√3
1

= 1−
√
3

3
− π

12
,

to je I =
π

36
+

3−
√
3

6
.

28. Parcijalnom integracijom sa

u = arctanx dv =
dx

x4

du =
dx

1 + x2
v = − 1

3x3

imamo da je

I =

∫ √3
1

arctanx

x4
dx = − 1

3x3
arctanx

√3
1

+
1

3

∫ √3
1

dx

x3(1 + x2)
=

27− 4
√
3

34 · 4
π + J.
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Integal J je integral racionalne funkcije, pa je

J =

∫ √3
1

dx

x3
−
∫ √3
1

dx

x
+

∫ √3
1

xdx

x2 + 1
=

1

3
+

1

2
ln

2

3
.

Prema tome, I =
27− 4

√
3

34 · 4
π +

1

9
+

1

6
ln

2

3
.

29. Parcijalnom integracijom sa

arctanx dv =
dx

x5

du =
dx

1 + x2
v = − 1

4x4

imamo da je

I =

∫ √3
1

arctanx

x5
dx = − 1

4x4
arctanx

√3
1

+
1

4

∫ √3
1

dx

x4(1 + x2)
=

23π

16 · 27
+

1

4
J.

Kako je

J =

∫ √3
1

dx

x4
−
∫ √3
1

dx

x2
+

∫ √3
1

dx

1 + x2
= − 1

3x3
+

1

x
+ arctanx

√3
1

=
8
√
3− 18

27
+

π

12
,

to je I =
2π

27
+

4
√
3− 9

54
.

30. Parcijalnom integracijom sa u = arctan2 x i dv = xdx imamo

I =
x2

2
arctanx

1

0
−
∫ 1

0

x2 arctanx

1 + x2
dx

=
1

2
· π

2

16
−
∫ 1

0
arctanxdx+

∫ 1

0

arctanx

1 + x2
dx

=
1

2
· π

2

16
− J +

1

2
arctan2 x

1

0

=
π2

16
− J.

Primenom jox jedne parcijalne integracije dobijamo da je

J =

∫ 1

0
arctanxdx = x arctanx

1

0
−
∫ 1

0

xdx

1 + x2
=
π

4
− 1

2
ln(1 + x2)

1

0
=
π

4
− 1

2
ln 2.

Prema tome, I =
π2

16
− π

4
+

1

2
ln 2.

31. Primenom parcijalne integracije sa

u = arctan3 xdx dv = xdx

du =
3arctan2 x

1 + x2
dx v =

x2

2
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imamo da je

I =
x2

2
arctan3 x

1

0
− 3

2

∫ 1

0

x2 arctan2 x

1 + x2
dx =

1

2

(π
4

)3
− 3

2
K.

Kako je

K =

∫ 1

0
arctan2 xdx−

∫ 1

0

arctan2 x

1 + x2
dx = J − 1

3
arctan3 x

1

0
= J − 1

3

(π
4

)3
,

to je

I =
1

2

(π
4

)3
− 3

2
J +

1

2

(π
4

)3
=
(π
4

)3
− 3

2
J,

odakle sledi data jednakost.

32. Parcijalnom integracijom sa u = arctan(x2) i dv = x2dx imamo∫ 1

0
x2 · arctan(x2)dx =

1

3
x3 arctanx2

1

0
− 2

3

∫ 1

0

x4dx

x4 + 1
=

π

12
− 2

3
+

2

3

∫ 1

0

dx

x4 + 1
.

Kako je∫
dx

x4 + 1
=

1

4
√
2
ln
x2 +

√
2x+ 1

x2 −
√
2x+ 1

+
1

2
√
2

(
arctan(x

√
2 + 1) + arctan(x

√
2− 1)

)
+ C,

to je ∫ 1

0
x2 · arctan(x2)dx =

(1 +
√
2)

12
π − 2

3
+

√
2

6
ln(1 +

√
2).

33. Parcijalnom integracijom sa

u = arctanx2 dv =
1− x2

x2
dx

du =
2xdx

1 + x4
v = −x

2 + 1

x

imamo da je

I = −x
2 + 1

x
arctanx

1

0
+ 2

∫ 1

0

1 + x2

1 + x4
dx = −π

2
+ 2J.

Kako je ∫
1 + x2

1 + x4
dx =

1√
2

(
arctan(

√
2x+ 1)− arctan(1−

√
2x)
)
,

to je J =
π

2
√
2
. Prema tome, I = −π

2
+ 2J =

π

2
(
√
2− 1).

34. Parcijalnom integracijom sa u = arctan
2x

x2 − 1
i dv = xdx imamo

du =
1

1 + 4x2

(x2−1)2
· 2(x

2 − 1)− 4x2

(x2 − 1)2
= − 2dx

x2 + 1
, v =

x2

2
,

pa je

I =
x2

2
arctan

2x

x2 − 1

2

1
+

∫ 2

1

x2dx

x2 − 1
= 2 arctan

4

3
+ 1− arctan 2.
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35. Parcijalnom integracijom sa

u = arctan
√
x dv = dx

du =
dx

2
√
x(1 + x)

v = x

dobijamo da je

I = x · arctanx
1

0
− 1

2

∫ 1

0

√
xdx

1 + x
=
π

4
− 1

2
J.

Kako je J = 2− π

2
, to je I =

π

2
− 1.

Napomena. Ako prvo uvedemo smenu
√
x = t, bi�e I = 2

∫ 1

0
t · arctan tdt = 2J . Sada

opet parcijalnom integracijom sa u = arctan t i dv = tdt imamo da je

J =
t2

2
arctan t

1

0
− 1

2

∫ 1

0

t2dt

1 + t2
=
π

8
− t

2

1

0
+

1

2
arctan t

1

0
=
π

4
− 1

2
.

36. Parcijalnom integracijom sa u = arctan
1√
x
i dv = dx imamo da je

∫ 1

0
arctan

1√
x
dx = x arctan

1√
x

1

0
+

1

2

∫ 1

0

xdx

(1 + x)
√
x
=
π

4
+

1

2
J.

Kako je J = 2− π

2
, to je I = 1.

37. Parcijalnom integracijom sa

u = arctanx dv =
xdx√
1 + x2

du =
dx

1 + x2
v =

√
1 + x2

dobijamo da je

I =
√
1 + x2 arctanx

1

0
−
∫ 1

0

dx√
1 + x2

=

√
2π

4
− ln(1 +

√
2).

38. Parcijalnom integracijom sa

u = arctan

√√
x− 1 dv = dx

du =
1

4x
√√

x− 1
v = x

imamo da je

I = x arctan

√√
x− 1

16

1
− 1

4

∫ 16

1

dx√√
x− 1

=
16π

3
− 1

4
J.

Ako u integralu J uvedemo najpre smenu x = t2, a zatim i smenu t = u2 + 1, dobijamo
da je

J = 2

∫ 4

1

tdt√
t− 1

= 4

∫ √3
0

(u2 + 1)du = 8
√
3.

Prema tome, I =
16π

3
− 2
√
3.
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39. Za u = arctan
√
1 + x2 i dv =

1

(1 + x2)
√
1 + x2

imamo da je

du =

2x
2
√
1+x2

1 + 1 + x2
dx =

x√
1 + x2(2 + x2)

dx

i4

v =

∫
dx

(1 + x2)
√
1 + x2

=
x√

1 + x2
.

Kako funkcije u i v imaju neprekidne izvode na [0, 1], mo�e da se upotrebi parcijalna
integracija kojom dobijamo da je∫ 1

0

arctan
√
1 + x2

(1 + x2)
√
1 + x2

dx =
arctan

√
2√

2
−
∫ 1

0

x2dx

(1 + x2)(2 + x2)
.

Za integral na desnoj strani ove jednakosti imamo da je∫ 1

0

x2dx

(1 + x2)(2 + x2)
=

∫ 1

0

(1 + x2)dx

(1 + x2)(2 + x2)
−
∫ 1

0

dx

(1 + x2)(2 + x2)

=
1√
2

∫ 1

0

dx/
√
2

1 + (x/
√
2)2
−
∫ 1

0

dx

(1 + x2)(2 + x2)

1√
2
arctan

1√
2
−
∫ 1

0

dx

(1 + x2)(2 + x2)
.

Kako je
1

(1 + x2)(2 + x2)
=

1

1 + x2
− 1

2 + x2
,

to je ∫ 1

0

dx

(1 + x2)(2 + x2)
=
π

4
− 1√

2
arctan

1√
2
.

Najzad, dobijamo da je∫ 1

0

arctan
√
1 + x2

(1 + x2)
√
1 + x2

dx =
1√
2
arctan

√
2−
√
2 arctan

1√
2
+
π

4
.

40. Parcijalnom integracijom sa u = arcsinx i dv = dx imamo da je∫ 1

0
x · arcsinxdx =

x2

2
arcsinx

1

0
− 1

2

∫ 1

0

x2dx√
1− x2

=
π

4
− 1

2
J.

Kako je (prema jednom od prethodnih zadataka) J = π/4, to je I = π/8.

41. Parcijalnom integracijom sa
4Za

∫
v′dx mo�emo da upotrebimo smenu x = sinhu. Tada je

dx = coshudu, 1 + x2 = cosh2 u,
dx√
1 + x2

= du,

pa je ∫
dx

(1 + x2)
√
1 + x2

=

∫
du

cosh2 u
= tanhu+ C =

sinhu

coshu
+ C =

x√
1 + x2

+ C.
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u = arccosx dv = x2dx

du = − dx√
1− x2

v =
x3

3

imamo da je

I = −x
3

3
arccosx

1

0
+

1

3

∫ 1

0

x3dx√
1− x2

=
1

3
J.

Ako i u integralu J primenimo parcijalnu integraciju sa

u = x2 dv =
xdx√
1− x2

du = 2xdx v = −
√

1− x2

dobijamo da je

J = −x2
√

1− x2
1

0
+

∫ 1

0
2x
√

1− x2dx = −2

3
(1− x2)3/2 = 2

3
.

Prema tome, I =
1

3
J =

2

9
.

42. Integral dobijamo sliqno kao u prethodnom zadatku parcijalnom integracijom
sa u = arcsinx i dv = x2dx.

Napomena. Iz jednakosti∫ 1

0
x2 arcsinxdx+

∫ 1

0
x2 arccosxdx =

π

2

∫ 1

0
x2dx =

π

6

sledi da je
∫ 1

0
x2 arcsinxdx =

π

6
− 2

9
.

43. Primenom parcijalne integracije sa

u = arcsin2 x dv = dx

du =
2arcsinxdx√

1− x2
v = x

imamo da je

I =

∫ 1

−1
arcsin2 xdx = x arcsin2 x

1

−1
=
π2

2
− 2J.

Ako sada i na integral J primenimo parcijalnu integraciju sa

u = arcsinx dv =
dx√
1− x2

du =
1√

1− x2
v = −

√
1− x2

dobijamo da je

J =

∫ 1

−1

x√
1− x2

arcsinxdx = −
√
1− x2

1

−1
+

∫ 1

−1
dx = 2.

Prema tome, I =
π2

2
− 4.
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44. Parcijalnom integracijom sa

u = arcsin4 x dv = dx

du =
4arcsin3 x√

1− x2
dx v = x

dobijamo da je

I =

∫ 1

0
arcsin4 xdx = x arcsin4 x

1

0
− 4

∫ 1

0

x arctan3 x√
1− x2

dx =
π4

16
− 4J.

Kada na integral J primenimo parcijalnu integraciju sa

u = arcsin3 x dv =
xdx√
1− x2

du =
3arcsin2 x√

1− x2
dx v = −

√
1− x2

imamo da je

J = −
√

1− x2 arcsin3 x+ 3

∫ 1

0
arcsin2 xdx == 3

∫ 1

0
arcsin2 xdx = 3K.

Iz prethodnog zadatka je K = π2/4− 2. Prema tome, I =
π4

16
− 12K =

π4

16
− 3π2 + 24.

45. Parcijalnom integracijom sa

u = arcsin
2x

1 + x2
dv = xdx

du =
2dx

1 + x2
v =

x2

2

imamo da je

I =
x2

2
arcsin

2x

1 + x2

1

0
− 1

2

∫ 1

0

x2dx

1 + x2
=
π

4
− x
1

0
+ arctanx

1

0
=
π

2
− 1.

46. Za u = arcsin

√
x

x+ 1
i dv = dx imamo da je v = x i

du =
dx√

1− x
x+1

·
√

x

x+ 1

′
=

dx

2(1 + x)
√
x
,

pa je

I = x · arcsin
√

x

x+ 1

3

0
− 1

2

∫ 3

0

xdx

(1 + x)
√
x

= 2arcsin

√
3

2
−
∫ 3

0

√
x
2
d
√
x

1 +
√
x
2

= π −
∫ 3

0

1 +
√
x
2 − 1

1 +
√
x
2 d
√
x

= π −
√
x
3

0
+ arctan

√
x
3

0

=
4π

3
−
√
3.
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47. Parcijalnom integracijom sa

u = arcsinx dv =
dx√
1 + x

du =
dx√
1− x2

v = 2
√
1 + x

imamo da je

I =

∫ 1

0

arcsinx√
1 + x

dx = 2
√
1 + x arcsinx

1

0
− 2

∫ 1

0

dx√
1− x

= 2
√
2
π

2
+ 4
√
1− x

1

0
= π
√
2− 4.

48. Parcijalnom integracijom sa

u = arcsin3 x dv =
dx√
1 + x

du =
3arcsin2 x√

1− x2
dx v = 2

√
1 + x

imamo da je

I = 2
√
1 + x arcsin3 x

1

0
− 6

∫ 1

0

√
1 + x√
1− x2

arcsin2 xdx =

√
2

4
π3 − 6J.

Ako u integralu J primenimo parcijalnu integraciju sa

u = arcsin2 x dv =

√
1 + x√
1− x2

dx

du =
2arcsinx√

1− x2
dx v = −2

√
1− x

dobijamo

J = −2
√
1− x arcsin2 x

1

0
+ 4

∫ 1

0

√
1− x√
1− x2

arcsinxdx = 4

∫ 1

0

arcsinx√
1 + x

dx = 4K.

Kako je, prema jednom od ranijih zadataka, K =
√
2π− 4, to je I =

√
2

4
π3− 24

√
2π+96.

49. Parcijalnom integracijom sa

u = arcsinx dv =
xdx√
1 + x

du =
dx√
1− x2

v =
2

3
(1 + x)3/2 − 2

√
1 + x

imamo da je

I =

[
2

3
(1 + x)3/2 − 2

√
1 + x

]
arcsinx

1

0
− 2

3

∫ 1

0

(1 + x)3/2√
1− x2

dx+ 2

∫ 1

0

√
1 + x√
1− x2

dx.

Kako je ∫ 1

0

(1 + x)3/2√
1− x2

dx =
10

3
,

∫ 1

0

√
1 + x√
1− x2

dx = 2,

to je I =
16

9
−
√
2

3
π.
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50. Parcijalnom integracijom sa

u = arcsinx dv =
x2dx√
1 + x

du =
dx√
1− x2

v =
2

5
(1 + x)5/2 − 4

3
(1 + x)3/2 + 2(1 + x)1/2

imamo da je

I = uv
1

0
− 2

5

∫ 1

0

(1 + x)5/2√
1− x2

dx+
4

3

∫ 1

0

(1 + x)3/2√
1− x2

dx− 2

∫ 1

0

(1 + x)1/2√
1− x2

dx.

Kako je ∫ 1

0

(1 + x)5/2√
1− x2

dx =
86

15
,

∫ 1

0

(1 + x)3/2√
1− x2

dx =
10

3
,

∫ 1

0

(1 + x)1/2√
1− x2

dx = 2

i kako je uv
1

0
=

7
√
2

15
π, to je I =

7
√
2

15
π − 416

225
.

51. Parcijalnom integracijom sa

u = arcsinx dv =
dx√
1− x

du =
dx√
1− x2

v = −2
√
1− x

imamo da je

I = −2
√
1− x arcsinx

0

−1
+ 2

∫ 0

−1

√
1− x√
1− x2

dx = −
√
2π + 2J.

Kako je J = 2, to je I = 4−
√
2π.

52. Parcijalnom integracijom sa

u = arcsinx dv =
xdx√
1− x

du =
dx√
1− x2

v =
2

3
(1− x)3/2 − 2

√
1− x

imamo da je

I = uv
0

−1
− 2

3

∫ 0

−1

(1− x)3/2√
1− x2

dx+ 2

∫ 0

−1

√
1− x√
1− x2

dx =

√
2

3
π − 2

3
J + 2K.

Kako je J =
10

3
i K = 2, to je I =

16

9
−
√
2

3
π.

53. Parcijalnom integracijom sa

u = arcsinx dv =
√
1− x2dx

du =
dx√
1− x2

v =
1

2
(x
√
1− x2 + arcsinx)
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dobijamo da je∫ 1

0

√
1− x2 arcsinxdx = x

√
1− x2 arcsinx+arcsin2 x

1

0
−
∫ 1

0
xdx−

∫ 1

0

arcsinx√
1− x2

dx =
1

16
(π2−4).

54. Parcijalnom integracijom sa

u = arcsin2 x dv =
√
1− x2dx

du = 2
arcsinx√
1− x2

dx v =
1

2
x
√

1− x2 + 1

2
arcsinx

imamo da je

I =
1

2
arcsin3 x+

1

2
x
√

1− x2 arcsin2 x
1

0
−
∫ 1

0
x arcsinxdx−

∫ 1

0

arcsin2 x√
1− x2

dx =
π3

16
− J −K.

Kako je J = π/8 (prema jednom od prethodnih zadataka) i K = π3/24 (ovo je konver-

gentan nesvojstveni integral koji se lako izraqunava), to je I =
π3

48
− π

8
.

55. Parcijalnom integracijom sa u = arcsinx i dv =
x√

1− x2
dx imamo da je du =

1√
1− x2

i v = −
√
1− x2, pa je

∫ 1/
√
2

0

x arcsinx√
1− x2

dx =
[
−
√
1− x2 arcsinx

]∣∣∣1/√2
0

+

∫ 1/
√
2

0
dx =

1√
2

(
1− π

4

)
.

56. Parcijalnom integracijom sa u = ln2 x i dv = x2dx imamo da je∫ e

1
x2 ln2 dx =

1

3
x3 ln2 x

∣∣∣∣e
1

− 2

3

∫ e

1
x2 lnxdx.

Novom parcijalnom integracijom sa u = lnx i dv = x2dx dobijamo da je∫ e

1
x2 ln2 xdx =

e3

3
− 2

3

[
1

3
x3 lnx

∣∣∣∣e
1

− 1

3

∫ e

1
x2dx

]
=

5

27
e3 − 2

27
.

57. Neka je I =

∫ e

1
ln3 xdx, J =

∫ e

1
ln2 xdx i K =

∫ e

1
lnxdx. Ako na integral I pri-

menimo parcijalnu integraciju sa u = ln3 x i dv = dx, dobijamo da je

I = x ln3 x
e
1
− 3

∫ e

1
= e− 3K.

Ako sada na integral J primenimo parcijalnu integraciju sa u = ln2 x i dv = dx,
imamo da je

J = x ln2 x
e
1
− 2

∫ e

1
lnxdx = e− 2K.

Kako je K = 1, to je I = e− 3(e− 2) = 6− 2e.

58. Parcijalnom integracijom sa
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u = lnx dv =
xdx

(x2 + 1)2

du =
dx

x
v = −1

2
· 1

x2 + 1

imamo da je ∫ e

1

x lnx

(x2 + 1)2
dx = −1

2
· 1

x2 + 1

e
1
+

1

2

∫ e

1

1

x(x2 + 1)

= −1

2
· 1

e2 + 1
+

1

2

∫ e

1

(
1

x
− x

x2 + 1

)
dx

= − 1

2(e2 + 1)
+

1

2
lnx
e
1
− 1

4
ln(x2 + 1)

e
1

=
e2

2(e2 + 1)
+

1

4
· ln 2

e2 + 1
.

59. Parcijalnom integracijom sa u = ln(1 + x2) i dv = xdx imamo∫ 1

0
x ln(1 + x2)dx =

x2

2
ln(1 + x2)

1

0
−
∫ 1

0

x3dx

1 + x2
=

ln 2

2
− x2

2

1

0
+

∫ 1

0

xdx

1 + x2
= ln 2− 1/2.

60. Za u = ln(1 + x4) i dv = dx imamo da je∫ 1

0
ln(1 + x4)dx = x ln(1 + x4)

∣∣1
0
− 4

∫ 1

0

x4

1 + x4
dx = ln 2− 4 + 4

∫ 1

0

dx

1 + x4
= ln 2− 4 + 4J.

Kako je
1

1 + x4
=

1

2
√
2
· x+

√
2

x2 +
√
2x+ 1

− 1

2
√
2
· x−

√
2

x2 −
√
2x+ 1

,

to je

J =
1

4
√
2
ln
x2 +

√
2x+ 1

x2 −
√
2 + 1

∣∣∣∣∣
1

0

+
1

2
√
2
(arctan(

√
2x+ 1) + arctan(

√
2x− 1))

∣∣∣∣1
0

=
1

4
√
2
ln(3 + 2

√
2) +

1

2
√
2
(arctan(

√
2 + 1) + arctan(

√
2− 1)).

Prema tome, I = ln 2− 4 + 4J .

61. Za u = ln
1 + x

1− x
i dv = xdx imamo da je du =

3dx

1− x2
i v =

x2

2
, pa je

I =
x2

2
ln

1 + x

1− x

1/2

0
−
∫ 1/2

0

x2

1− x2
dx

=
1

8
ln 3 + x

1/2

0
− 1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣ 1/2

0

=
1

2
− 3

8
ln 3.

62. Parcijalnom integracijom sa

u = ln(1 + x+ x2) dv =
dx

(1 + x)2

du =
1 + 2x

1 + x+ x2
dx v = − 1

1 + x
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imamo da je

I = − ln(1 + x+ x2)

1 + x

1

0
+

∫ 1

0

1 + 2x

(1 + x)(1 + x+ x2)
dx = −1

2
ln 3 + J.

Kako je∫
1 + 2x

(1 + x)(1 + x+ x2)
dx =

1

2
ln(1 + x+ x2)− ln(1 + x) +

√
3 arctan

1 + 2x√
3

+ C,

to je J =

√
3π

6
− ln 2 +

1

2
ln 3, pa je I =

√
3π

6
− ln 2.

63. Parcijalnom integraciom sa

u = ln2 x dv =
√
xdx

du = 2 lnx · dx
x

v =
2

3
x3/2

imamo da je

I =

∫ e

1

√
x ln2 xdx =

2

3
x3/2 ln2 x

e
1
− 4

3

∫ e

1

√
x lnxdx =

2

3
e3/2 − 4

3
J.

Kada na integral J primenimo parcijalnu integraciju sa

u = lnx dv =
√
xdx

du =
dx

x
v =

2

3
x3/2

dobijamo da je

J =
2

3
x3/2 lnx

e
1
− 2

3

∫ e

1

√
xdx =

2

3
e3/2 − 4

9
x3/2

e
1
=

2

9
e3/2 +

4

9
.

Prema tome, I =
2

3
e3/2 − 4

3
J =

2

27
(5e3/2 − 8).

64. Parcijalnom integracijom sa

u = ln(x+
√
1 + x2) dv =

xdx

(1 + x2)2

du =
dx√
1 + x2

v = − 1

2(1 + x2)

imamo da je

I = − ln(x+
√
1 + x2)

2(1 + x2)

1

0
+

1

2

∫ 1

0
(1 + x2)−3/2dx = −1

4
ln(1 +

√
2) +

1

2
J.

Ako u integralu J uvedemo smenu x = tan t za t ∈ [0, π/4], dobijamo da je

J =

∫ π/4

0
(1 + tan2 t)−3/2 cos−2 tdt =

∫ π/4

0
cos tdt =

√
2

4
.

Prema tome, I =

√
2

4
− 1

4
ln(1 +

√
2).
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65. Parcijalnom integracijom sa

u = ln(
√
x2 − 1− x) dv =

xdx√
x2 − 1

du = −dx
√
x2 − 1 v =

√
x2 − 1

imamo

I =
√
x2 − 1 ln(

√
x2 − 1− x)

−1
−2

+

∫ −1
−2

dx = 1−
√
3 ln(2 +

√
3).

66. Parcijalnom integracijom sa

u = ln2(
√
x2 − 1− x) dv = dx

du = −2 ln(
√
x2 − 1− x)√
x2 − 1

dx v = x

imamo da je

I = x ln2(
√
x2 − 1− x)

−1
−2

+ 2

∫ −1
−2

x ln(
√
x2 − 1− x)√
x2 − 1

dx = 2 ln2(2 +
√
3) + J.

Kako je (prema prethodnom zadatku) J = 1−
√
3 ln(2 +

√
3), to je

I = 2 ln2(2 +
√
3) + 1−

√
3 ln(2 +

√
3).

67. Parcijalnom integracijom sa u = ln(1− cosx) i dv = cosxdx imamo da je∫ π/2

π/3
cosx · ln(1− cosx)dx = [sinx ln(1− cosx)]|π/2π/3 −

∫ π/2

π/3

sin2 x

1− cosx
dx

=

√
3

2
ln 2−

∫ π/2

π/3

sin2 x

1− cosx
dx

=

√
3

2
ln 2−

∫ π/2

π/3
(1 + cosx)dx

=

√
3

2
(1 + ln 2)− π

6
− 1.

68. Ako na integral J primenimo parcijalnu integraciju sa u = arctanx i dv = dx,
dobijamo da je

J = x · arctan2 x
1

0
− 2

∫ 1

0

x arctanx

1 + x2
dx =

π2

16
− 2

∫ 1

0

x arctanx

1 + x2
dx =

π2

16
− 2K.

Kada i na integral K primenimo parcijalnu integraciju sa u = arctanx i dv =
xdx

1 + x2
, imamo da je

J =
π2

16
− arctanx · ln(1 + x2)

1

0
+ I =

π2

16
− π

4
ln 2 + I.

69. Parcijalnom integracijom sa u = ln(1 + x) i dv =
x ln(1 + x2)

1 + x
dx dobijamo da je

I =
1

4
ln(1 + x) ln2(1 + x2)

1

0
− 1

4

∫ 1

0

ln2(1 + x2)

1 + x
=

1

4
ln3 2− 1

4
J,

odakle sledi data jednakost.
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70. Parcijalnom integracijom sa

u = ln2(1 + x2) dv =
dx

x4

du =
4x ln(1 + x2)

1 + x2
v = − 1

x3

imamo da je

I = −1

3
· ln

2(1 + x2)

x3

1

0
+

4

3

∫ 1

0

ln(1 + x2)

x2(1 + x2)
dx = −1

3
ln2 2 +

4

3
A.

Kako je
1

x2(1 + x2)
=

1

x2
− 1

1 + x2
, to je

A =

∫ 1

0

ln(1 + x2)

x2
dx−

∫ 1

0

ln(1 + x2)

1 + x2
dx = B − J.

Ako i na integral B primenimo parcijalnu integraciju dobijamo da je B = − ln 2 +
π/2. Prema tome,

I − 1

3
ln2 2 +

4

3

(
− ln 2 +

π

2
− J

)
= −1

3
ln2 2− 4

3
ln 2 +

2

3
π − 4

3
J,

odakle sledi data jednakost.

71. Ako je I dati integral, tada je

I =

∫ 1

0

x+ 1− 1

(x+ 1)2
dx =

∫ 1

0

exdx

x+ 1
−
∫ 1

0

exdx

(x+ 1)2
= J −K.

Kada na integral K primenimo parcijalnu ntegraciju sa

u = ex dv =
dx

(x+ 1)2

du = exdx v = − 1

x+ 1

dobijamo da je

K = − ex

x+ 1

1

0
+

∫ 1

0

exdx

x+ 1
= −e

2
+ 1 + J.

Prema tome, I = J + e/2− 1− J = e/2− 1.

72. Najpre imamo da je

I =

∫ 1

0

(x+ 1− 2)ex

(x+ 1)3
dx =

∫ 1

0

exdx

(x+ 1)2
− 2

∫ 1

0

exdx

(x+ 1)3
= J − 2K.

Ako na integral K primenimo parcijalnu integraciju sa

u = ex dv =
dx

(x+ 1)3

du = exdx v = −1

2
· 1

(x+ 1)2

Strana 30



Dragan �ori� Parcijalna integracija u odre�enom integralu

dobijamo da je

K = −1

2
· ex

(x+ 1)2

1

0
+

1

2

∫ 1

0

exdx

(x+ 1)2
= −1

2

(e
4
− 1
)
+

1

2
J.

Zamenom izraza za K u jednakosti I = J − 2K nalazimo da je I =
e

4
− 1.

73. Integrand f nije definisan u taqki x = 0, ali je lim
x→0+

f(x) = 0, xto znaqi da

je funkcija f Riman integrabilna5. Parcijalnom integracijom sa u = x− arctanx i

dv =
dx

x2
imamo da je

I =
arctanx− x

x

1

0
+

∫ 1

0

xdx

1 + x2
=
π

4
− 1 +

1

2
ln(1 + x2)

1

0
=
π

4
− 1 +

2

2
ln 2.

74. Kako je
1

x2(1 + x2)
=

1

x2
− 1

1 + x2
, to je

I =

∫ 1

0

x− arctanx

x2
dx−

∫ 1

0

x− arctanx

1 + x2
dx = J −K.

Prema prethodnom zadatku je J =
π

4
− 1 +

∫ 1

0

xdx

1 + x2
, a za integral K imamo da je

K =

∫ 1

0

xdx

1 + x2
−
∫ 1

0

arctanx

1 + x2
dx =

∫ 1

0

xdx

1 + x2
− 1

2
arctan2 x

1

0
=

∫ 1

0

xdx

1 + x2
− π2

32
.

Prema tome, I =
π2

32
+
π

4
− 1.

75. Integrand f nije definisan u taqki x = 0, ali je lim
x→0+

f(x) = 1/3, xto znaqi da

je funkcija f Riman integrabilna. Parcijalnom integracijom sa u = x − arctanx i

dv =
dx

x3
imamo da je

I = (x− arctanx) · 1

−2x2
1

0
+

∫ 1

0

1

2x2

(
1− 1

1 + x2

)
dx

= −1

2
· x− arctanx

x2

1

0
+

1

2
arctanx

1

0

=
π

4
− 1

2
.

76. Parcijalnom integracijom sa u = x i dv = cotxdx imamo da je du = dx i v = ln sinx,
pa je

I =

∫ π/2

0

xdx

tanx
= x · ln sinx

π/2
0
−
∫ π/2

0
ln sinxdx = −J,

gde je J =

∫ π/2

0
ln sinxdx. Nesvojstveni integral J mo�e da se izraquna i jednak je

−π
2
ln 2. Prema tome, I =

π

2
ln 2.

5Primetimo da funkcije x 7→ 1/x i x 7→ arctanx/x2 nisu Riman integrabilne na [0, 1], ali ǌihova
razlika jeste Riman integrabilna na tom intervalu.
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77. Parcijalnom integracijom sa

u = (arccosx− x
√

1− x2)2 dv = dx

du = −4
√
1− x2(arccosx− x

√
1− x2)dx v = x

imamo da je

I = x(arccosx− x
√
1− x2)2

1

−1
+ 4

∫ 1

−1
x
√

1− x2(arccosx− x
√

1− x2)dx.

Novom parcijalno integracijom sa

u = arccosx− x
√
1− x2 dv = x

√
1− x2dx

du = −2
√
1− x2dx v = −1

3
(1− x2)3/2

dobijamo da je

I = π2 − 1

12
(1− x2)3/2(arccosx− x

√
1− x2)

1

−1
− 1

6

∫ 1

−1
(1− x2)2dx = π2 − 128

45
.

78. Parcijalnom integracijom sa u = lnn x i dv = xdx imamo da je

In =
x2

2
lnn x

∣∣∣∣e
1

− n

2

∫ e

1
x lnn−1 dx =

e2

2
− n

2
In−1.

79. Ako je u = lnn x i dv = x2dx, tada je

du = n lnn−1 x · dx
x
, v =

x3

3
,

pa je

In =
x3

3
lnn x

1

0
− n

3

∫ 1

0
x2 lnn−1 xdx = −n

3
In−1.

Kako je I0 =
∫ 1

0
x2dx =

1

3
, to je

In = (−1)n n!
3n
I0 = (−1)n n!

3n+1
.

80. Ako je u = lnn x i dv = xadx, tada je

du = n lnn−1 x · dx
x
, v =

xa+1

a+ 1
,

pa je

In =
xa+1

a+ 1
lnn x

1

0
− n

a+ 1

∫ 1

0
xa lnn−1 xdx = − n

a+ 1
In−1.

Kako je I0 =
∫ 1

0
xadx =

1

m+ 1
, to je

In = (−1)n n!

(a+ 1)n
I0 = (−1)n n!

(a+ 1)n+1
.
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81. Parcijalnom integracijom sa

u = ln(cosx) dv = cos 2nxdx

du = − tanxdx v =
sin 2nx

2n

dobijamo da je

In =
1

2
ln(cosx) sin 2nx

π/2
0

+
1

2n

∫ π/2

0
sin 2nx tanxdx

=
1

2n

∫ π/2

0
sin 2nx tanxdx

=
1

2n

∫ π/2

0

sin 2nx sinx

cosx
dx

=
1

4n

∫ π/2

0

cos(2n− 1)x− cos(2n+ 1)x

cosx
dx

=
1

4n
(Jn−1 − Jn).

Napomena. Mo�e se dokazati da je Jn =
(−1)n

2
π. Iz date jednakosti tada dobijamo

da je In =
(−1)n−1

4n
π.

82. Za u = (1− x2)n i dv = dx imamo da je du = −2n(1− x2)n−1xdx i v = x, pa je

In = (1− x2)nx
∣∣1
0
+ 2n

∫ 1

0
x2(1− x2)n−1dx

= 2n

∫ 1

0
(1− x2)n−1dx− 2n

∫ 1

0
(1− x2)ndx

= 2nIn−1 − 2nIn.

Iz ovih jednakosti dobijamo da je

In =
2n

2n+ 1
In−1 =

2n

2n+ 1
· 2(n− 1)

2n− 1
· 2(n− 2)

2n− 3
· · · 2 · 2

2 · 2 + 1
· I1.

Kako je I1 =
∫ 1
0 (1− x

2)dx = 2/3, to je6

In =
(2n)!!

(2n+ 1)!!
=

2n · n!
3 · 5 · · · (2n+ 1)

=
2n · n! · 2 · 4 · · · 2n

(2n+ 1)!
=

22n · n!2

(2n+ 1)!
.

83. Ako je Jn =

∫ 1

0
x2(1− x2)n/2dx, tada je

In+2 =

∫ 1

0
(1− x2)

n+2
n dx =

∫ 1

0
(1− x2)(1− x2)n/2dx = In − Jn.

Kada na integral Jn primenimo parcijalnu integraciju sa
6Ako na (1− x2)n primenimo binomnu formulu, a zatim izraqunamo dati integral, dobijamo da je

1− 1

3

(
n

1

)
+

1

5

(
n

2

)
− 1

7

(
n

3

)
+ · · ·+ (−1)n

2n+ 1

(
n

n

)
=

(2n)!!

(2n+ 1)!!
.
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u = x dv = x(1− x2)n/2dx

du = dx v =
1

n+ 2
(1− x2)

n+2
2

dobijamo da je

In+2 = In −
x(1− x2)

n+2
2

n+ 2

1

0
− 1

n+ 2
In+2 = In −

1

n+ 2
In+2.

Iz posledǌe jednakosti sledi da je In+2 =
n+ 2

n+ 3
In.

Poxto je I0 = 1 i I1 =

∫ 1

0

√
1− x2dx =

π

4
, za paran broj7 n imamo da je In =

n!!

(n+ 1)!!
, a za neparan broj n imamo da je In =

n!!

(n+ 1)!!
· π
2
.

84. Najpre imamo da je

In =

∫ a

0
(a2 − x2)n−1(a2 − x2)dx = a2In−1 − J.

Kada na integral J primenimo parcijalnu integraciju sa

u = x dv = x(a2 − x2)n−1dx

du = dx v = − 1

2n
(a2 − x2)n

dobijamo da je

J = − x

2n
(a2 − x2)n

a
0
+

1

2n

∫ a

0
(a2 − x2)ndx =

1

2n
In.

Sada je In = a2In−1 −
1

2n
In, pa je In =

2n

2n+ 1
a2In−1, odnosno

In =
2n

2n+ 1
a2In−1 =

2n

2n+ 1
· 2(n− 1)

2(n− 1) + 1
a4In−2 = · · · = a2n

(2n)!!

(2n+ 1)!!
I0.

Kako je I0 =
∫ a

0
dx = a, to je In = a2n+1 (2n)!!

(2n+ 1)!!
.

85. Za u = xn i dv =
√
1− xdx imamo da je du = nxn−1 i v = −2

3(1 − x)
3/2. Kako su

funkcije u i v neprekidno diferencijabilne na [0, 1], mo�e da se primeni parcijalna
integracija, pa je

In = −2

3
xn(1− x)3/2

∣∣∣∣1
0

+
2n

3

∫ 1

0
xn−1(1− x)2/3dx

=
2n

3

∫ 1

0
xn−1(1− x)

√
1− xdx

=
2n

3

[∫ 1

0
xn−1

√
1− xdx−

∫ 1

0
xn
√
1− xdx

]
=

2n

3
(In−1 − In) .

7Za n = 2k integral je jednak integralu Ik iz prethodnog zadatka.
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Prema tome, za n ≥ 1 va�i In =
2n

2n+ 3
In−1. Iz ove jednakosti sledi da je

In =
2n

2n+ 3
· 2n− 2

2n+ 1
· · · 2 · 1

2 · 1 + 3
· I0.

Kako je

I0 =

∫ 1

0

√
1− xdx = −2

3
(1− x)3/2

∣∣∣∣1
0

=
2

3
,

to je8 In =
2n+1n!

(2n+ 3)!!
.

86. Parcijalnom integracijom sa u = sinn−1 x i dv = sinxdx imamo da je

du = (n− 1) sinn−2 x cosxdx, v = − cosx,

pa je

In = − sinn−1 x cosx
π/2
0

+ (n− 1)

∫ π/2

0
sinn−2 x cos2 xdx

= (n− 1)

∫ π/2

0
(1− sin2 x) sinn−2 xdx

= (n− 1)(In−2 − In).

Iz jednakosti In = (n− 1)(In−2 − In) dobijamo datu jednakost.

Kako je

I0 =

∫ π/2

0
dx =

π

2
, I1 =

∫ π/2

0
sinxdx = − cosx

π/2
0

= 1,

primenom date jednakosti za n = 2m nalazimo da je

I2m =
2m− 1

2m
· 2m− 3

2m− 2
· · · 3

4
· 1
2
I0 =

(2m− 1)!!

(2m)!!
· π
2
,

a za n = 2m+ 1

I2m+1 =
2m

2m+ 1
· 2m− 2

2m− 1
· · · 4

5
· 2
3
=

(2m)!!

(2m+ 1)!!
.

Napomena. Na sliqan naqin se dokazuje da se isti rezultat dobija i za integral

J=

∫ π/2

0
cosn xdx. To se tako�e lako vidi i iz datog integrala jer se smenom x = π/2−t

dobija da je Jn = In.

87. Parcijalnom integracijom sa u = xn−1 i dv =
xdx√
1 + x2

imamo

du = (n− 1)xn−2, v =

∫
xdx√
1 + x2

=
1

2

∫
d(1 + x2)√

1 + x2
=
√

1 + x2,

8Izraz za In mo�e da se zapixe i bez duplih faktorijela, In =
n!(n+ 2)!

(2n+ 4)!
22n+3.
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pa je

In = xn−1
√
1 + x2

1

0
− (n− 1)

∫ 1

0
xn−2

√
1 + x2dx

=
√
2− (n− 1)

∫ 1

0
xn−1

1 + x2√
1 + x2

dx

=
√
2− (n− 1)

∫ 1

0

xn−2dx√
1 + x2

+ (n− 1)

∫ 1

0

xndx√
1 + x2

=
√
2− (n− 1)In−2 − (n− 1)In.

Iz ovih jednakosti sledi da je nIn + (n− 1)In−2 =
√
2.

88. Uzimaju�i u = xn−2 i dv =
x2dx√
x3 + 1

imamo da je

du = (n− 2)xn−3, v =
2

3

√
x3 + 1 =

2

3
· x

3 + 1√
x3 + 1

.

Primenom parcijalne integracije dobijamo

In =
2

3
xn−2

√
x3 + 1

1

0
− 2n− 4

3
In −

2n− 4

3
In−3.

Iz ove jednakosti sledi da je

(2n− 1)In + (2n− 4)In−3 = 2xn−2
√
x3 + 1

1

0
= 2
√
2.

Poxto je

In =
2
√
2− (2n− 4)In−3

2n− 1
, I2 =

∫ 1

0

x2dx√
x3 + 1

=
2

3

√
x3 + 1

1

0
=

2
√
2− 2

3
,

pa je

I5 =
2
√
2− 6I2
9

=
4− 2

√
2

9
, I8 =

2
√
2− 12I5
15

=
14
√
2− 16

45
.

89. Parcijalnom integracijom sa u = sin(πx) i dv = xndx imamo da je

In =
xn+1

n+ 1

1

0
− π

n+ 1

∫ 1

0
xn+1 cos(πx)dx.

Novom parcijalnom integracijom sa u = cos(πx) i dv = xn+1dx dobijamo da je

I = − π

(n+ 1)(n+ 2)

(
xn+2 cos(πx)

1

0
+ π

∫ 1

0
xn+2 sin(πx)dx

)
,

odakle sledi data jednakost.

90. Parcijalnom integracijom sa

u = x2n dv = sinxdx

du = 2nx2n−1dx v = − cosx
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imamo da je

In = −x2n cosx
π
0
+ 2n

∫ π

0
x2n−1 cosxdx = π2n + 2n

∫ π

0
x2n−1 cosxdx.

Novom parcijalnom integracijom sa

u = x2n−1 dv = cosxdx

du = (2n− 1)x2n−2dx v = sinx

dobijamo da je

In = π2n + 2n2n−1 sinx
π
0
− 2n(2n− 1)

∫ π

0
x2n−2 sinxdx = π2n − 2n(2n− 1)In−1.

91. Parcijalnom integracijom sa

u = xn dv = sin(2k + 1)xdx

du = nxn−1dx v = −cos(2k + 1)x

2k + 1

imamo da je

In = −x
n cos(2k + 1)x

2k + 1

π/2
0

+
n

2k + 1

∫ π/2

0
xn−1 cos(2k + 1)xdx.

Jox jednom parcijalnom integracijom sa

u = xn−1 dv = cos(2k + 1)xdx

du = (n− 1)xn−2dx v =
sin(2k + 1)x

2k + 1

dobijamo da je

In =
n

2k + 1

[
xn−1 sin(2k + 1)x

2k + 1

π/2
0
− n− 1

2k + 1

∫ π/2

0
xn−2 sin(2k + 1)xdx

]
,

odakle sledi data jednakost.

Kako je
∫ π/2

0
x sin 3xdx = −1

9
, to je

∫ π/2

0
x3 sin 3xdx = I3 = −

1

12
π2 − 2

3
I1 = −

1

12
π2 +

2

27
.

92. Smenom
√
x = t imamo da je In = 2

∫ 1

0
t2n+1etdt. Ako sada primenimo parcijalnu

integraciju sa u = t2n+1 i dv = etdt dobijamo

In = 2t2n+1et
1

0
− 2(2n+ 1)

∫ 1

0
t2netdt.

Novom parcijalnom integracijom sa u = t2n i dv = etdt nalazimo da je

In = 2e− 2(2n+ 1)

[
t2net

1

0
− 2n

∫ 1

0
t2n−1etdt

]
= 2e− 2(n+ 1)e+ 4n(2n+ 1)In−1,

odakle sledi data jednakost.
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93. Parcijalnom integracijom sa u = xn i dv = cosxdx imamo da je

In = nxn−1 sinx
∣∣π
0
− n

∫ π

0
xn−1 sinxdx = −n

∫ π

0
xn−1 sinxdx.

Novom parcijalnom integracijom dobijamo da je∫ π

0
xm−1 sinxdx = −xn−1 cosx

∣∣π
0
+ (n− 1)

∫ π

0
xn−2 cosxdx = πn−1 + (n− 1)In−2.

Iz ovih jednakosti sledi data jednakost.

94. Parcijalnim integracijom sa u = (1− x)n−1 i dv = xm−1dx imamo da je

du = −(n− 1)(1− x)n−2dx, v =
xm−1

m
,

pa je

B(m,n) =
xm

m
(1− x)n−1

1

0
+
n− 1

m

∫ 1

0
xm(1− x)n−2dx =

n− 1

m
B(m+ 1, n− 1).

Na osnovu ove jednakosti dobijamo da je

B(m,n) =
n− 1

m
· n− 2

m+ 1
B(m+ 2, n− 2)

=
n− 1

m
· n− 2

m+ 1
· · · 1

m+ n− 2
B(m+ n− 1, 1).

Kako je B(m+ n− 1, 1) =

∫ 1

0
xm+n−2dx =

1

m+ n− 1
, to je9

B(m,n) =
(m− 1)!(n− 1)!

(m+ n− 1)!
.

95. Parcijalnom integracijom sa u = sin2m x cos2n−1 x i dv = cosxdx imamo da je

I(m,n) = sin2m+1 x cos2n−1 x
∣∣π/2
0
−
∫ π/2

0

[
2m sin2m x cos2n x− (2n− 1) sin2m+2 x cos2n−2 x

]
dx

= −2m
∫ π/2

0
sin2m x cos2n xdx+ (2n− 1)

∫ π/2

0
sin2m+2 x cos2n−2 xdx

= −2mI(m,n) + (2n− 1)I(m+ 1, n− 1).

Iz posledǌe jednakosti dobijamo da je

I(m,n) =
2n− 1

2m+ 1
I(m+ 1, n− 1),

pa je

I(m,n) =
(2n− 1)!!

(2m+ 1)(2m+ 3) · · · (2m+ 2n− 1)
I(m+ n, 0).

9Ako na (1− x)n−1 primenimo binomnu formulu, a zatim izraqunamo dati integral, dobijamo da je

n−1∑
k=0

(−1)k

k +m

(
n− 1

k

)
=

(m− 1)!(n− 1)!

(m+ n− 1)!
.
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Iz ove jednakosti i jednakosti (na osnovu jednog od prethodnih zadataka)

I(m+ n, 0) =

∫ π/2

0
sin2m+2n xdx =

(2m+ 2n− 1)!!

(2m+ 2n)!!
· π
2

sledi da va�i data jednakost.

96. Parcijalnom integracijom sa

u = arcsinn x dv = dx

du =
n arcsinn−1 x√

1− x2
dx v = x

imamo

In = x arcsinn x
1

0
− n

∫ 1

0

x arcsinn−1 x√
1− x2

dx =
(π
2

)n
− nJ.

Kada i na integral J primenimo parcijalnu integraciju sa

u = arcsinn−1 x dv =
xdx√
1− x2

du =
(n− 1) arcsinn−2 x√

1− x2
dx v = −

√
1− x2

dobijamo da je

J = −
√

1− x2 arcsinn−1 x
1

0
+ (n− 1)

∫ 1

0
arcsinn−2 xdx = (n− 1)In−2.

Prema tome, In =
(π
2

)n
− n(n− 1)In−2, odakle sledi data jednakost.

97. Parcijalnom integracijom sa u = arctanx i dv = xndx imamo da je

I =
xn+1

n+ 1
arctanx

∣∣∣∣1
0

− 1

n+ 1

∫ 1

0

xn+1

x2 + 1
dx =

1

n+ 1

(π
4
− Jn+1

)
.

Za integral Jn va�i

Jn =

∫ 1

0

xn + xn−2 − xn−2

x2 + 1
dx =

∫ 1

0
xn−2 −

∫ 1

0

xn−2

x2 + 1
dx =

1

n− 1
− Jn−1.

98. Prema prethodnom zadatku va�i In ==
1

n+ 1

(π
4
− Jn+1

)
. Kako je

1

2(n+ 2)
=

∫ 1

0

xn+1

2
dx <

∫ 1

0

xn · x
x2 + 1

dx <
1

2

∫ 1

0
xndx =

1

2n+ 2
,

to je
1

n+ 1

(
π

4
− 1

2(n+ 1)

)
< In <

1

n+ 1

(
π

4
− 1

2(n+ 2)

)
.

Iz ovih nejednakosti sledi da je

− n

2(n+ 1)
< n

(
(n+ 1)In −

π

4

)
< − n

2(n+ 2)
,

odakle dobijamo datu graniqnu vrednost.
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99. Ako u integralu In+1 primenimo parcijalnu untegraciju sa u = arctann+1 x i
dv = dx, dobijamo da je

In+1 = x arctann+1 x
∣∣1
0
− (n+ 1)

∫ 1

0
x arctann xdx ≥

(π
4

)n+1
− (n+ 1)In.

100. Parcijalnom integracijom sa

u = arctann x dv = xdx

du =
n arctann−1 x

1 + x2
dx v =

x2

2

imamo da je

I =
x2

2
arctann x

1

0
− n

2

∫ 1

0

x2 arctann−1 x

1 + x2
dx =

1

2

(π
4

)n
− n

2
K.

Kako je

K =

∫ 1

0
arctann−1 xdx−

∫ 1

0

arctann−1 x

1 + x2
dx = Jn−1 −

1

n
arctann x

1

0
= Jn−1 −

1

n

(π
4

)n
,

to je

In =
1

2

(π
4

)n
− n

2

(
Jn−1 −

1

n

(π
4

)n)
=
(π
4

)n
− n

2
Jn−1,

a odavde sledi data jednakost.
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