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Lokalni ekstremumi
Eksplicitno definisana funkcija

Neka je f realna funkcija dve promenǉive koja ima neprekidne parcijalne izvode
drugog reda i neka je A stacionarna taqka (S.T.) funkcije f , a m1 i m2 glavni
minori Heseove matrice funkcije f u taqki A.

• Dovoǉan uslov da f u taqki A ima lokalni minimum je d2f(A) > 0 za dx2+dy2 6= 0.
Na osnovu Silvesterovog kriterijuma to je ispuǌeno ako je m1 > 0 i m2 > 0.

• Dovoǉan uslov da f u taqki A ima lokalni maksimum je d2f(A) < 0 za dx2+dy2 6=
0. Na osnovu Silvesterovog kriterijuma to je ispuǌeno ako je m1 < 0 i m2 > 0.

• Dovoǉan uslov da f u taqki A nema lokalni ekstremum (LE) je da d2f(A) meǌa
znak. Na osnovu Silvesterovog kriterijuma to je ispuǌeno ako je m2 < 0

U ostalim sluqajevima, kao i u sluqaju kritiqne taqke koja nije stacionarna, pos-
tojaǌe lokalnog ekstremuma se proverava na osnovu definicije.

Navedeni dovoǉni uslovi se qesto izra�avaju pomo�u a, b i c (umesto m1 i m2),
gde je a = f ′′x2(A), b = f ′′xy(A) i c = f ′′y2(A). Tada je m1 = a i m2 = ac− b2, pa va�i:

• u taqki A je strogi lokalni minimum ako je a > 0 i ac− b2 > 0,

• u taqki A je strogi lokalni maksimum ako je a < 0 i ac− b2 > 0,

• u taqki A nema lokalnog ekstremuma ako je ac− b2 < 0.

Dokazati da data funkcija f : R2 → R u taqki (0, 0) nema lokalni ekstremum.

1. f(x, y) = x2 − 2xy + 4y3.

2. f(x, y) = 3x2y − x3 − y4.

3. f(x, y) = x3 + y3 − 3xy.

4. f(x, y) = x4 + y4 − x2 − 2xy − y2.

Dokazati da data funkcija f : R2 → R ima u (0, 0) minimum du� svake prave koja
sadr�i taqku (0, 0), ali nema lokalni ekstremum u (0, 0).

5. f(x, y) = 2x2 − 3xy2 + y4.

6. f(x, y) = x2 − 2xy2 + y4 − y5.



Dragan �ori� Lokalni ekstremumi funkcija dve promenǉive

7. Dokazati da funkcija f : (x, y) 7→ y5 − x2 − y2 + 2xy u taqki (0, 0) nema lokalni
ekstremum du� prave y = x, a ima lokalni maksimum du� svake druge prave koja
sadr�i taqku (0, 0)

U slede�im zadacima za datu funkciju f : R2 → R odrediti sve lokalne ek-
stremume.

8. f(x, y) = x+ y − x2 − y2 − xy.

9. f(x, y) = 4(x− y)− x2 − y2.

10. f(x, y) = x2 + y2 + (ax+ by + c)2, a, b, c ∈ R.

11. f(x, y) = x2 − x+ xy2 − xy.

12. f(x, y) = x2y + xy2 − xy.

13. f(x, y) = 3xy − x2y − xy2.

14. f(x, y) = −x2 + (y − 1)xy

15. f(x, y) = x3 + y3 − 3xy.

16. f(x, y) = x3 + y3 − 9xy + 1.

17. f(x, y) = x3 + 3xy2 − 15x− 12y.

18. f(x, y) = x3 + y3 − 12x− 12y + 6xy.

19. f(x, y) = x3 − 2y3 − 3x+ 6y.

20. f(x, y) = x3 + 8y3 − 6xy + 5.

21. f(x, y) = x3 + xy2 + y2 + 2x2.

22. f(x, y) = 2x3 + 2y3 − 36xy + 430

23. f(x, y) = x3 + y3 + (x− y)2.

24. f(x, y) = x3 + 3xy2 − 39x− 36y + 26.

25. f(x, y) = (x− 1)(y − 2)(x+ y − 6).

26. f(x, y) = x2 + 2xy − y3 − y4

4
.

27. f(x, y) = x4 + y4 − (x− y)2.

28. f(x, y) = (x− 8y)2 − x4 − y4.

29. f(x, y) = xy(5− 2x2 − y2).

30. f(x, y) = x5 + 3x3y + 3y3x+ y5.

31. f(x, y) = x3y2(1− x− y).

32. f(x, y) = x2y3(6− x− y).

33. f(x, y) = x3y2(12− x− y), x > 0, y > 0.

34. f(x, y) = e2x(x+ y2 + 2y).
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35. f(x, y) = (x+ 1)2ye−x+y.

36. f(x, y) = (y2 − 3x2)ex+y.

37. f(x, y) = (2x2 + y2)e−x+y.

38. f(x, y) = x2yex+y, x 6= 0.

39. f(x, y) = (x2 − xy − y2)ex+y

40. f(x, y) = ex−y(x2 − 2xy + 2y2).

41. f(x, y) = ex+2y(x2 − y2).

42. f(x, y) = xe−(x
2+y2).

43. f(x, y) = xyey−x
2/2.

44. f(x, y) = (5− 2x+ y)ex
2−y.

45. f(x, y) = (x2 − y2)e−x2/4.

46. f(x, y) = (x2 − y2)e−x2/2−y2/2.

47. f(x, y) = e−(x
2+y2)(x2 + 2y2).

48. f(x, y) = e−(x
2+y2)(x− 2y).

49. f(x, y) = xy e−x
2−y2.

50. f(x, y) = xye−(x
2+y2)/2.

51. f(x, y) = (3x2 + 2y2)e−(x
2+y2).

52. f(x, y) = (ax2 + by2) e−x
2−y2 , a, b ∈ R, ab(a− b) 6= 0.

53. f(x, y) = exy(x2 + 2xy + 4y2).

54. f(x, y) = 2− 3
√
x2 + y2.

55. f(x, y) =
x+ y

x2 + 2y2 + 6
.

56. f(x, y) =
ax+ by + c√
1 + x2 + y2

, a2 + b2 + c2 6= 0.

57. f(x, y) = x+ y − 3

2
ln(x2 + y2 + 1).

58. f(x, y) = x2 − 2xy + 2y2 + e−x.

59. Za funkciju f : (0, π/4)2 → R, definisanu sa f(x, y) = sinx + sin y + cos(x + y),
odrediti sve lokalne ekstremume.

U slede�im zadacima za datu funkciju f : Df → R, gde je Df ⊂ R2 oblast defi-
nisanosti funkcije f , odrediti sve lokalne ekstremume.

60. f(x, y) = x2 + y2 +
1

x+ y
, x, y > 0.
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61. f(x, y) =
x+ y − 1

x2 + y2
.

62. f(x, y) =
x

y
+

1

x
+ y.

63. f(x, y) = xy +
50

x
+

20

y
, x > 0, y > 0.

64. f(x, y) = x2 + xy + y2 +
a3

x
+
a3

y
, a ∈ R.

65. f(x, y) = x
√

1 + y + y
√

1 + x.

66. f(x, y) = xy
√

12− 4x2 − y2.

67. f(x, y) = x+ y
√

9− x2 − y2.

68. f(x, y) = 3x2 − 2x
√
y + y − 4x+ 4, y 6= 0.

69. f(x, y) = x2 + y2 − 2x− 4
√
xy − 2y + 8, xy 6= 0.

70. f(x, y) = x2 − 2x− y − ln(2− y) + 4.

71. f(x, y) = x2 + y2 − 2 lnx− 18 ln y.

72. f(x, y) = 3 ln
x

6
+ 2 ln y + ln(12− x− y).

73. f(x, y) =
1

x
+

1

y2
+ ln(xy).

74. f(x, y) = xy ln(x2 + y2).

75. f(x, y) = x ln(9x2 + y2)− 2x, x 6= 0.

76. f(x, y) = x ln(x2 + y2).

77. f(x, y) = y ln(4x2 + y2).

78. f(x, y) = 2x− 2y + ln(2x− x2 − y2).

79. f(x, y) = −2x− 2y + ln(−2x− x2 − y2).

80. f(x, y) = ln((x+ y)(3x2 + 3y2 − 2)).

81. f(x, y) = x(lnx+ x+ y2).

U slede�im zadacima dokazati da data funkcija f : Df → R, gde je Df ⊂ R2 oblast
definisanosti funkcije f , nema lokalnih ekstremuma.

82. f(x, y) = x2 − xy − y2.

83. f(x, y) = x3 − 2x2y2 + y4.

84. f(x, y) = xy +
1

2(x+ y)
.

85. f(x, y) =
1

x
+

1

y2
+ ln

y

x
.

86. f(x, y) = x2y lnx.

87. f(x, y) = xey + y lnx.

88. f(x, y) = x− 2y + ln
√
x2 + y2 + 3 arctan

y

x
.

89. f(x, y) = xey+x sin y.
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Implicitno definisana funkcija

Potrebni i dovoǉni uslovi za lokalne ekstremume funkcije dve promenǉive za-
date implicitno isti su kao i u sluqaju funkcije koja je zadata eksplicitno. Raz-
lika postoji samo u tehnici nala�eǌa parcijalnih izvoda prvog reda (za odre�iva-
ǌe stacionarnih taqaka) i parcijalnih izvoda drugog reda (za ispitivaǌe dovoǉnih
uslova).

U slede�im zadacima odrediti sve lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z
definisane implicitno datom jednakox�u.

90. 2x2 + 2y2 + z2 + 8xz − z + 8 = 0.

91. 5x2 + 5y2 + 5z2 − 2xy − 2xz − 2yz − 72 = 0.

92. x2 + y2 + z2 − xz − yz + 2x+ 2y − 14 = 0.

93. x2 + y2 + z2 − xz − yz + 2x+ 2y + 2z − 2 = 0.

94. x2 + y2 + z2 − 3xz − xy − 4x+ 2y + 4z + 4 = 0.

95. z2 + xyz − xy2 − x3 = 0.

96. (x− 1)2 + y3 + 6y2 + 2z2 + 2xz − 8 = 0.

97. 2x2 + y2 − 2z2 + 2xy + yz + 10 = 0.

98. 8− z3

3
+ xyz + xy2 + x2y = 0, xy 6= 0.

99. z3 + z2y − x2 − y2 + 4x− 4 = 0, z 6= 0.

100. 3xz + yz − ln(3xy) = 2.

101. 1 + 6x2z + 3y2z + z3 = 0.

102. x2z + y2z − 2xz2 − 2yz2 = 2.

103. z3 + xyz + x2 + 2y2 + 8 = 0.

104. 3x2 − 2xy + y2 − 2z2 − 4y + 8x+ 8 = 0, z > 0.

105. x2 + xy + y2 + z2 − 3y = 1, z > 0.

106. x3 + (y − 1)2 + z2 + 3xz + 2yz − 6x = 0.
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R e x e ǌ a

1. Taqka A(0, 0) je stacionarna taqka, f(0, y) = 4y3

{
> 0, y > 0

< 0, y < 0
, dok je F (A) = 0.

Napomena. Funkcija ima jox jednu stacionarnu taqku B(1/6, 1/6). Kako je f ′′x2 =
2, f ′′xy = −2, f ′′y2 = 24y, to je

d2f(A) = 2dx2 − 4dxdy, d2f(B) = 2dx2 − 4dxdy + 4dy2 = 2(dx− dy)2 + 2dy2 > 0

Prema tome, funkcija u taqki A nema lokalni ekstremum, a u taqki B ima lokalni
minimum.

2. Taqka (0, 0) je stacionarna taqka, f(x, 0) = −x3 > 0 za x < 0, f(0, y) = −y4 < 0, dok
je f(0, 0) = 0.

Napomena. U Heseovoj matrixi je m1 = m2 = 0, pa se iz ǌe ne mo�e nixta
zakǉuqiti o o postojaǌu lokalnog ekstremuma.

3.

f(x, 0) = x3

{
> 0, x > 0

< 0, x < 0
, f(0, 0) = 0

Kako je f(x, 0) > f(0, 0) za x > 0 i f(x, 0) < f(0, 0) funkcija f nema lokalno ekstremum
u taqki (0, 0).

4. f(0, 0) = 0, f(x, 0) = x4 − x2 < 0 za |x| < 1, f(x,−x) = 2x4 > 0

Dakle, ne postoji okolina taqke (0, 0) u kojoj je ispuǌen uslov za lokalni ek-
stremum.

5. f(x, 0) = 2x2 > 0 = f(0, 0), xto znaqi da je po x osi lokalni minimum.

f(0, y) = y4 > f(0, 0), pa je i po y osi lokalni minimum.

A po pravoj y = kx? Ako je f(x, kx) = 2x2 − 3k2x3 + k4x4 = ϕ(x), tada je ϕ(0) =
ϕ′(0) = 0 i ϕ′′(0) = 4 > 0, pa f po svakoj pravoj y = kx ima lokalni minimum u (0, 0).

Ipak, zbog

f(2y2/3, y) = 2 · 4

9
y4 − 3 · 2

3
y2 · y2 + y4 = −1

9
y4 < 0 = f(0, 0)

funkcija f nema lokalni ekstremum u (0, 0).

Napomena. Iz jednakosti f(x, y) = (y2 − x)(y2 − 2x) se tako�e vidi da funkcija u
okolini taqke (0, 0) ima vrednosti razliqitog znaka. Me�utim, iz qiǌenice da je
d2f(A) = 4dx2 ne mo�e se zakǉuqiti da je d2f(A) > 0 za |dx| + |dy| 6= 0. Za dx 6= 0 to
je taqno, ali za dx = 0 i dy 6= 0 je d2f(A) = 0. Prema tome, radi se o sluqaju kada
je d2f(A) ≥ 0 i tada ne mo�emo iz ovog podatka zakǉuqiti da li u taqki A postoji
lokalni ekstremum.

6. Taqka A(0, 0) je stacionarna taqka, f(y2, y) = −y5
{
> 0, y < 0

< 0, y > 0
, dok je f(0, 0) = 0.

Prema tome, funkcija f u taqki (0, 0) nema lokalni ekstremum.

Me�utim, kako je f(x, 0) = x2 i f(0, y) = y4−y5, funkcija u taqki (0, 0) ima lokalni
minimum po koordinatnim osama. Tako�e, u ovoj taqki je lokalni minimum i po bilo
kojoj pravoj y = kx jer je f(x, kx) = g(x), pri qemu je g(0) = g′(0) = 0 i g′′(0) = 2.
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7. Kako je f(0, 0) = 0 i f(x, x) = x5 > 0 za x > 0, odnosno f(x, x) = x5 < 0 za x < 0,
funkcija u taqki (0, 0) nema lokalni ekstremum.

Za k 6= 1 je f(x, kx) = k5x5− (k− 1)2x2 = g(x) ∼ −(k− 1)2x2 kada x→ 0. Prema tome,
postoji okolina taqke x = 0 u kojoj je f(x, kx) = g(x) < 0 = f(0, 0).

8. Iz sistema f ′x = 0, f ′y = 0 dobijamo stacionarnu taqku A(1/3, 1/3). Kako je a =
f ′′x2 = f ′′y2 = c = −2 i b = f ′′xy = −1, to je ac− b2 = 3 > 0 i a < 0. Prema tome, funkcija f
u taqki A ima lokalni maksimum.

9. f ′x = 4− 2x, f ′y = −4− 2y, f ′′x2 = f ′′y2 = −2, f ′′xy = 0

Stacionarna taqka je A(2,−2). Kako je d2f(A) = −2dx2 − 2dy2 < 0 za dx2 + dy2 6= 0,
funkcija f u taqki A ima lokalni maksimum, fmax = f(A) = 8.

10. Kako je
f ′x = 2x+ 2a(ax+ by + c), f ′y = 2y + 2b(ax+ by + c),

iz jednakosti f ′x = 0 i f ′y = 0 dobijamo stacionarnu taqku A
(

−ac
1 + a2 + b2

,
−bc

1 + a2 + b2

)
.

Parcijalni izvodi drugog reda su

f ′′x2 = 2(1 + a2), f ′′y2 = 2(1 + b2), f ′′xy = 2ab.

U taqki A imamo da je f ′′x2 · f
′′
y2 − (f ′′xy)

2 = 4(1 + a2 + b2) > 0, pa je u toj taqki lokalni

minimum, fmin = f(A) =
c2

1 + a2 + b2
.

11. Iz jednakosti f ′x = 0 i f ′y = 0, gde je

f ′x = 2x− 1 + y2 − y, f ′y = 2xy − x,

dobijamo samo jednu stacionarnu taqku A(5/8, 1/2).
Kako je f ′′x2 = 2, f ′′xy = 2y − 1 i f ′′y2 = 2x, u taqki A je a = 2 > 0 i ac − b2 = 5/2 > 0,

xto znaqi da funkcija f u taqki A ima lokalni minimum koji je jednak −25/64.

12. Iz sistema
y(2x+ y − 1) = 0, x(x+ 2y − 1) = −1

dobijamo stacionarne taqke A(0, 0), B(1, 0), C(0, 1) i D(1/3, 1/3). U taqkama A, B i
C nema lokalnog ekstremuma (ac − b2 < 0), a u taqki D je lokalni minimum (fmin =
f(D) = −1/27).

13. Diferenciraǌem date funkcije imamo

f ′x = 3y − 2xy − y2, f ′y = 3x− x2 − 2xy,

f ′′x2 = −2y f ′′xy = 3− 2x− 2y, f ′′y2 = −2x,

Hf =

 −2y 3− 2x− 2y

3− 2x− 2y −2x

 .
Rexavaǌem sistema f ′x = 0, f ′y = 0 dobijamo stacionarne taqke A(0, 0), B(1, 1), C(0, 3)
i D(3, 0).

Kako je u taqkama A, C i D vrednost izraza f ′′x2 ·f
′′
y2−(f ′′xy)

2 (glavni minor reda dva
Heseove matrice Hf) negativna, funkcija f u tim taqkama nema lokalni ekstremum.

U taqki B je m2(B) = 3 > 0 i m1(B) = −2 < 0, xto znaqi da funkcija f u taqki B
ima lokalni maksimum, fmax = f(B) = 1.
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14. Iz sistema
−2x+ y(y − 1) = 0, 2xy − x = 0

dobijamo stacionarne taqke A(0, 0), B(0, 1) i C(−1/8, 1/2). Kako je

Hf (x, y) =

 −2 2y − 1

2y − 1 2x

 ,

to je detHf (A) = detHf (B) = −1 i detHf (C) = 1/2. Prema tome, u taqkama A i B je
sedlo, a u taqki C lokalni maksimum.

15. Parcijalnim diferenciraǌem date funkcije dobijamo

f ′x = 3x2 − 3y, f ′y = 3y2 − 3x, f ′′x2 = 6x, f ′′y2 = 6y, f ′′xy = −3,

pa je

Hf =

6x −3

−3 6y

 .
Iz sistema f ′x = 0, f ′y = 0 sledi x2 = y, x4 = y2 = x, x ∈ {0, 1}, pa imamo dve
stacionarne taqke A(0, 0) i B(1, 1).

Funkcija f u taqki A nema lokalni ekstremum jer je m2(A) = −9, a u taqki B ima
lokalni minimum (fmin = f(B) = −1) jer je

m2(B) = 27 > 0, f ′′x2(B) = 6 > 0.

16. f ′x = 3(x2 − 3y), f ′y = 3(y2 − 3x), f ′′x2 = 6x, f ′′y2 = 6y, f ′′xy = −9

Iz f ′x = f ′y = 0 sledi da je x4 = 9y2 = 27x, odnosno da je x(x− 3)(x2 + 3x+ 9) = 0. Za
x = 0 imamo stacionarnu taqku A(0, 0), a za x = 3 imamo stacionarnu taqku B(3, 3).

U taqki A nije lokalni ekstremum jer je d2f(A) = −18dxdy =

{
−18dx2, dy = dx

18dx2, dy = −dx.

U taqki B je lokalni minimum, fmin = f(B) = −26, jer je Hf (B) =

18 −9

−9 18


(m1 > 0, m2 > 0).

17. f ′x = 3x2 + 3y2 − 15, f ′y = 6xy − 12 f ′′x2 = f ′′y2 = 6x, f ′′xy = 6y

Za stacionarne taqke imamo

xy = 2, x2 + y2 = 5; 2xy = 4, (x+ y)2 = 9; x+ y = ±3

1. x+ y = 3, y = 3− x, x(3− x) = 2, x2 − 3x+ 2 = 0, (x− 2)(x− 1) = 0, x ∈ {1, 2}

2. x+y = −3, y = −3−x, x(3−x) = −2, x2 +3x+2 = 0, (x+2)(x+1) = 0, x ∈ {−1,−2}
S.T. A(1, 2), B(2, 1), C(−1,−2), D(−2,−1).

U taqkama A i C je ac− b2 = 36− 12 · 12 < 0, pa u ǌima nije LE.

U taqkama B i D je ac− b2 = 12 · 12− 36 > 0, pa je u ǌima LE.

U taqki B je a = 12 > 0, pa je fmin = f(B) = −28, a u taqki D je a = −12 < 0, pa je
fmax = f(D) = 28.
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18. Kako je f ′x = 3x2 + 6y − 12 i f ′y = 3y2 + 6x− 12, iz jednakosti f ′x = 0 i f ′y = 0 sledi
da je (x− y)(x+ y − 2) = 0, odnosno y = x ili y = 2− x. Stacionarne taqke su

A(−1 +
√

5,−1 +
√

5), B(−1−
√

5,−1−
√

5), C(2, 0), D(0, 2).

Nala�eǌem parcijalnih izvoda drugog reda dobijamo da je

f ′′x2 = 6x, f ′′xy = 6, f ′′y2 = 6y, ac− b2 = 36(xy − 1).

U taqki A funkcija f ima lokalni minimum, fmin = 4(7 − 5
√

5), jer je ac − b2 =
36(5− 2

√
5) > 0 i a > 0.

U taqki B funkcija f ima lokalni maksimum, fmax = 4(7 + 5
√

5), jer je ac − b2 =
36(5 + 2

√
5) > 0 i a < 0.

U taqkama C i D funkcija f nema lokalni ekstremum (sedlaste taqke) jer je
ac− b2 = −36 < 0.

19. f ′x = 3x2 − 3, f ′y = −6y2 + 6

Za stacionarne taqke 3x2 − 3 = 0, −6y2 + 6 = 0; x2 = y2 = 1

Stacionarne taqke su A(1, 1), B(1,−1), C(−1, 1), D(−1,−1).

Da li su u ǌima LE? f ′′x2 = 6x, f ′′xy = 0, f ′′y2 = −12y

U taqki A: d2f = 6dx2 − 12dy2 meǌa znak — nema LE

U taqki B: d2f = 6dx2 + 12dy2 > 0 (za dx2 + dy2 6= 0) — min

U taqki C: d2f = −6dx2 − 12dy2 < 0 (za dx2 + dy2 6= 0) — max

U taqki D: d2f = −6dx2 + 12dy2 meǌa znak — nema LE

Dakle, fmin = f(B) = −6, fmax = f(C) = 6

20. Iz jednakosti f ′x = 0 i f ′y = 0, gde je

f ′x = 3x2 − 6y, f ′y = 24y2 − 6x,

dobijamo dve stacionarne taqke: A(0, 0) i B(1, 1/2).
U taqki A je a = c = 0 i b = −6, pa je ac − b2 < 0, xto znaqi da u toj taqki nema

lokalnog ekstremuma.
U taqki B je a = 6 i ac− b2 > 0, pa je fmin = f(B) = 4.

21. Stacionarne taqke su

A(0, 0), B(−4/3, 0), C(−1, 1), D(−1,−1).

Funkcija f u taqi A ima lokalni minimum (fmin = 0), u taqki B ima lokalni
maksimum (fmax = 32/27), a u taqkama C i D nema lokalni ekstremum (sedlaste
taqke).

22.
f ′x = 6x2 − 36y, f ′y = 6y2 − 36x, f ′′x2 = 12x, f ′′y2 = 12y, f ′′xy = −36.

stacionarne taqke su A(0, 0) i B(6, 6). U taqki A nije lokalni ekstremum jer je
ac−b2 < 0, a u u taqki B je lokalni minimum (fmin = f(B) = −2) jer je ac−b2 = 3888 > 0.
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23. Iz sistema
2(x− y) + 3x2 = 0, −2(x− y) + 3y2 = 0

sledi da je x2 + y2 = 0, pa imamo samo jednu stacionarnu taqku A(0, 0) u kojoj je
ac − b2 = 0. Me�utim, iz f(x, x) = 2x3 sledi da funkcija u taqki A nema lokalni
ekstremum jer je f(x, x) > 0 za x > 0 i f(x, x) < 0 za x < 0.

24. Iz sistema
x2 + y2 = 13, xy = 6

dobijamo qetiri stacionarne taqke: A(3, 2), B(−3,−2), C(2, 3) i D(−2,−3). U taqki
A je strogi lokalni minimum (fmin = f(A) = −100)), u taqki B je strogi lokalni
maksimum (fmax = f(B) = 152), a u taqkama C i D nema lokalnih ekstremuma.

25. Stacionarne taqke A(4, 2) i B(2, 3) dobijamo iz jednakosti f ′x = 0 i f ′y = 0, gde je

f ′x = (2x+ y − 7)(y − 2), f ′y = (2y + x− 8)(x− 1).

Kako je
f ′′x2 = 2y − 4, f ′′xy = 2x+ 2y − 9, f ′′y2 = 2x− 2,

u taqki A je ac − b2 = −9 < 0, a u taqki B je a > 0 i ac − b2 = 3 > 0. Prema tome, u
taqki A nije lokalni ekstremum, a u taqki B je lokalni minimum.

26. Iz sistema
2x+ 2y = 0, 2x− 3y2 − y3 = 0

dobijamo stacionarne taqke A(0, 0), (1,−1) i C(2,−2). Kako je

Hf (x, y) =

2 2

2 −6y − 3y2

 ,

to je detHf (A) = detHf (C) = −4 i detHf (B) = 2. Prema tome, u taqkama A i C je
sedlo, a u taqki B je lokalni minimum.

27. Stacionarne taqke su A(0, 0), B(1, 1) i C(−1,−1). U taqkama B i C je lokalni
minimum, a u taqki A nije lokalni ekstremum jer je f(A) = 0, f(x, x) = 2x4 − 4x2 < 0
za |x| < 1 i f(x,−x) = 2x4 > 0 za x 6= 0.

28.
f ′x = 2x− y − 1, f ′y = 3y2 − x, f ′′x2 = 2, f ′′xy = −1, f ′′y2 = 6y.

Stacionarne taqke: A(1/3,−1/3), B(3/4, 1/2).
U taqki A je ac− b2 = −5 < 0, pa u ǌoj funkcija f nema lokalni ekstremum.
U taqki B je ac− b2 = 5 > 0 i a > 0, pa u ǌoj funkcija f ima lokalni minimum.

29. Parcijalnim diferenciraǌem date funkcije dobijamo

f ′x = y(5− 6x2 − y2), f ′y = x(5− 2x2 − 3y2),

a = f ′′x2 = −12xy, c = f ′′y2 = −6xy, b = f ′′xy = 5− 6x2 − 3y2.

Iz sistema f ′x = 0 i f ′y = 0 dobijamo devet stacionarnih taqaka.
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Za xy = 0 imamo stacionarne taqke

A(0, 0), B(0,
√

5), C(0,−
√

5), D

(√
5

2
, 0

)
, E

(
−
√

5

2
, 0

)
.

Za xy 6= 0, rexavaǌem sistema

5− 6x2 − y2 = 0, 5− 2x2 − 3y2 = 0

dobijamo stacionarne taqke

P

(
1

2

√
5

2
,

√
5

2

)
, Q

(
1

2

√
5

2
,−
√

5

2

)
, R

(
−1

2

√
5

2
,

√
5

2

)
, S

(
−1

2

√
5

2
,−
√

5

2

)
.

Kako je ac−b2 < 0 u taqkama A, B, C, D i E, funkcija f u tim taqkama nema lokalnih
ekstremuma.

U ostalim stacionarnim taqkama je ac − b2 = 50 > 0, pa u ǌima funkcija f ima
lokalne ekstremume. U taqkama P i S je a < 0, a u taqkama Q i R je a < 0.

Prema tome, fmax = f(P ) = f(S) =
25

8
√

2
i fmin = f(Q) = f(R) = − 25

8
√

2
.

30. Diferenciraǌem dobijamo da je

f ′x = 5x4 + 9x2y + 3y3, f ′y = 3x3 + 9y2x+ 5y4,

f ′′x2 = 20x3 + 18xy, f ′′xy = 9x2 + 9y2, f ′′y2 = 18xy + 20y3.

Iz jednakosti f ′x = 0 i f ′y = 0 nalazimo da je y = x i 5x4 + 12x3 = 0.
Stacionarne taqke su A(0, 0) i B(−12/5,−12/5). U taqki A nije lokalni ekstremum

jer je f(x, 0) = x5 > 0 za x > 0 i f(x, 0) < 0 za x < 0, a u taqki B je lokalni maksimum
jer je u toj taqki a < 0 i ac− b2 > 0.

31. Parcijalni izvodi prvog i drugog reda reda su

f ′x = x3y2 − x4y2 − x3y3, f ′y = 2x3y − 2x4y − 3x3y2,

f ′′x2 = 6xy2 − 12x2y2 − 6xy3, f ′′xy = 6x2y − 8x3y − 9x2y2, f ′′y2 = 2x3 − 2x4 − 6x3y.

Iz neophodnog uslova za lokalni ekstremum (f ′x = 0 i f ′y = 0) imamo sistem

x2y2(3− 4x− 3y) = 0, yx3(2− 2x− 3y) = 0.

Za xy = 0 rexeǌa ovog sistema su (x, 0) i (0, y) za x, y ∈ R, a za xy 6= 0 rexeǌe
(1/2, 1/3) dobijamo iz sistema 4x + 3y = 3 i 2x + 3y = 2. Prema tome, stacionarne
taqke funkcije f su: A(1/2, 1/3), Bx(x, 0) i Cy(0, y).

U taqki A je

a = f ′′x2(A) = −1/9 < 0, b = f ′′xy(A) = −1/12, c = f ′′y2(A) = −1/8, ac− b2 = 1/144 > 0,

xto znaqi da funkcija u toj taqki ima lokalni maksimum, fmax = f(A) =
1

432
.

U taqkama Bx(x, 0) je d2f(Bx) = 2x3(1−x)dy2 ≥ 0, pri qemu jednakost va�i u sluqaju
dx 6= 0 i dy = 0, pa se iz ovog podatka ne mo�e nixta zakǉuqiti u vezi lokalnog
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ekstremuma. Treba, dakle, razmotriti priraxtaj funkcije u ovim taqkama. Imamo
da je

∆f(Bx) = f(x+ ∆x,∆y)− f(x, 0) = (x+ ∆x)3(∆y)2(1− x−∆x−∆y).

Za x ∈ (0, 1) je ∆f(Bx) ≥ 0 (za dovoǉno male vrednosti ∆x i ∆y), pa funkcija f u
ovim taqkama ima lokalni minimum koji nije strogi jer je ∆f(Bx) = 0 za ∆x 6= 0 i
∆y = 0. Za x < 0 ili x > 1 je ∆f(Bx) ≤ 0, pa funkcija f u ovim taqkama ima lokalni
maksimum koji tako�e nije strogi. Za x = 1 je d2f(B1) = 0, pa se iz ovog podatka ne
mo�e nixta zakǉuqiti u vezi lokalnog ekstremuma. Kako je

f(1 + ∆x,∆y)− f(1, 0) = −(1 + ∆x)3(∆y)2(∆x+ ∆y),

priraxtaj funcije f u taqki B1 meǌa znak u zavisnosti od znaka za ∆y (kada je
∆x = 0), xto znaqi da u toj taqki nije lokalni ekstremum. Ostaje jox taqka B0 (za
x = 0) u kojoj tako�e nije lokalni ekstremum jer je ∆f(B0) = (∆x)3(∆y)2(1−∆x−∆y).

U taqkama Cy(0, y) je d2f(Cy) = 0, pa opet treba razmatrati priraxtaj funkcije.
Kako je

f(∆x, y + ∆y) = (∆x)3(y + ∆y)2(1−∆x− y −∆y),

priraxtaj meǌa znak u zavisnosti od znaka za ∆x, pa funkcija f u ovim taqkama
nema lokalni ekstremum.

32. Iz sistema f ′x = 0 i f ′y = 0, gde je

f ′x = xy3(12− 3x− 2y), f ′y = x2y2(18− 3x− 4y),

dobijamo stacionarne taqke A(2, 3), Bx(x, 0) za x ∈ R i Cy(0, y) za y ∈ R.
Za proveru dovoǉnih uslova lokalnog ekstremuma nalazimo parcijalne izvode

drugog reda,

f ′′x2 = 12y3 − 6xy302y4, f ′′xy = 36xy2 − 9x2y2 − 8xy3, f ′′y2 = 36x2y − 6x3y − 12x2y2.

Kako je a = f ′′x2(A) = −162, b = f ′′xy(a) = −108, c = f ′′y2(a) = −144 i ac− b2 > 0, to u taqki
A funkcija f ima lokalni maksimum, pri qemu je fmax = 108.

U taqkama Bx je d2f(Bx) = 0, pa se na osnovu ovoga ne mo�e zakǉuqiti da li u tim
taqkama postoji lokalni ekstremum. Zbog toga �emo posmatrati priraxtaj funkcije
u taqkama Bx,

∆f(Bx) = (x+ ∆x)2∆y2∆y(6− x−∆x−∆y).

Za priraxtaje ∆x i ∆y za koje je x + ∆x 6= 0 i 6 − x −∆x −∆y 6= 0 znak priraxtaja
∆f(Bx) meǌa znak u zavisnosti od znaka za ∆y. To znaqi da u taqkama Bx funkcija
f nema lokalni ekstremum.

Priraxtaj u taqkama Cy je

∆f(Cy) = ∆x2(y + ∆y)3(6−∆x− y −∆y)

= ∆x2(y + ∆y)2((6−∆)(y + ∆y)− (y + ∆y)2).

Za y ∈ (−∞, 0) i y ∈ (0,+∞) imamo da je ∆f(Cy) ≤ 0, a za 0 < y < 6 imamo da je
∆f(Cy) ≥ 0, pri qemu se jednakost dosti�e i u sluqaju |∆x| + ∆y| 6= 0 (na primer,
za y + ∆y = 0). To znaqi da funkcija f u taqkama Cy za y ∈ (−∞, 0) ∪ (6,+∞) ima
nestrogi maksimum, a za y ∈ (0, 6) ima nestrogi minimum. U taqkama (0, 0) i (0, 6)
funkcija f nema lokalni ekstremum jer priraxtaj ∆f(Cy) za y = 0 i za y = 6 meǌa
znak zavisno od znaka zaa ∆y.

Odgovor. fmax = f(2, 3) = 108, fmax = f(0, y) za y ∈ (−∞, 0) ∪ (6,+∞) (nije strogi
maksimum), fmin = f(0, y) za y ∈ (0, 6) (nije strogi minimum).
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33. Parcijalnim diferenciraǌem date funkcije dobijamo

f ′x = 3x2y2(12− x− y)− x3y2 = x2y2(36− 4x− 3y),

f ′y = 2x4y(12− x− y)− x3y2 = x3y(24− 2x− 3y),

f ′′x2 = 72xy2 − 12x2y2 − 6xy3 = 6xy2(12− 2x− y),

f ′′y2 = 24x3 − 2x4 − 6x3y = 2x3(12− x− 3y),

f ′′xy = 72x2y − 8x3y − 9x2y2 = x2y(72− 8x− 9y).

Iz uslova f ′x = 0 i f ′y = 0, uzimaju�i u obzir da je x > 0 i y > 0, dobijamo linearni
sistem

36− 4x− 3y = 0, 24− 2x− 3y = 0.

Rexavaǌem ovog sistema nalazimo samo jednu stacionarnu taqku A(6, 4), pri qemu je

Hf (A) =

 −62 · 43 12 · 4 · 62

12 · 4 · 62 −2 · 64

 .
Kako je

m1 = −62 · 43 < 0, m2 = 2 · 43 · 66 − 122 · 42 · 64 = 43 · 66 > 0,

funkcija f u taqki A ima lokalni maksimum, fmax = f(A) = 2 · 63 · 42.

34.
f ′x = (2x+ 2y2 + 4y + 1)e2x, f ′y = 2(y + 1)e2x,

f ′′x2 = 4(x+ y2 + 2y + 1)e2x, f ′′y2 = 2e2x, f ′′xy = 4(y + 1)e2x

Stacionarna taqka je A(1/2,−1). Kako je

f ′′x2(A) = f ′′y2(A) = 2e, f ′′xy(A) = 0, d2F (A) = 2e(dx2 + dy2) > 0 za dx2 + dy2 > 0,

funkcija f u taqki A ima lokalni minimum.

35. Stacionarne taqke su A(1,−1) i sve taqke prave x = −1. U taqki (−1, 0) je
sedlo, u taqkama (1,−1) i (−1, y) za y > 0 je minumum, a u taqkama (−1, y) za y < 0 je
maksimum.

36. Neka je g(x, y) = ex+y i neka je a = f ′′x2, b = f ′′xy i c = f ′′y2. Diferenciraǌem funkcije
f po x i y dobijamo

f ′x = (y2 − 3x2 − 6x)g, f ′y = (y2 − 3x2 + 2y)g.

Iz sistema f ′x = 0, f ′y = 0 nalazimo da funkcija f ima dve stacionarne taqke: A(0, 0)
i B(1,−3). Treba proveriti da li je u tim taqkama zaista lokalni ekstremum.

Kako je

f ′′x2 = (−6x− 6)g + (y2 − 3x2 − 6x)g = (y2 − 3x2 − 12x− 6)g,

f ′′xy = 2yg + (y2 − 3x2 − 6x)g = (y2 − 3x2 − 6x+ 2y)g,

f ′′y2 = (2y + 2)g + (y2 − 3x2 + 2y)g = (y2 − 3x2 + 4y + 2)g,
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to je
f ′′x2(A) = −6, f ′′xy(A) = 0, f ′′y2(A) = 2

i
f ′′x2(B) = −12e−2, f ′′xy(B) = −6e−2, f ′′y2(B) = −4e−2.

U taqki A je ac− b2 = −12, pa u toj taqki funkcija f nema lokalni ekstremum.

U taqki B je ac − b2 = 12e−4 i a < 0, pa u toj taqki funkcija f ima lokalni
maksimum koji je jednak 6e−2.

37. Neka je g(x, y) = e−x+y i neka je a = f ′′x2, b = f ′′xy i c = f ′′y2. Diferenciraǌem
funkcije f po x i y dobijamo

f ′x = (4x− 2x2 − y2)g, f ′y = (2y + 2x2 + y2)g.

Iz sistema f ′x = 0, f ′y = 0 nalazimo da funkcija f ima dve stacionarne taqke: A(0, 0)
i B(2/3,−4/3).

Kako je

f ′′x2 = (4− 4x)g + (4x− 2x2 − y2)g = (2x2 + y2 − 8x+ 4)g,

f ′′xy = −2yg + (4x− 2x2 − y2)g = (4x− 2y − 2x2 − y2)g,
f ′′y2 = (2 + 2y)g + (2y + 2x2 + y2)g = (2x2 + y2 + 4y + 2)g,

to je
f ′′x2(A) = 4, f ′′xy(A) = 0, f ′′y2(A) = 2

i
f ′′x2(B) =

4

3
e−2, f ′′xy(B) =

8

3
e−2, f ′′y2(B) = −2

3
e−2.

U taqki B je ac − b2 = −24e−2 < 0, pa u toj taqki funkcija f nema lokalni
ekstremum.

U taqki A je ac − b2 = 8 > 0 i a = 4 > 0, pa u toj taqki funkcija f ima lokalni
minimum, fmin = f(A) = 0.

38. Za datu funkciju je

f ′x = (2x+ x2)yex+y, f ′y = (x2 + x2y)ex+y,

f ′′x2 = y(2 + 4x+ x2)ex+y, f ′′xy = (2x+ x2)(y + 1)ex+y, f ′′y2 = x2(2 + y)ex+y.

Iz jednakosti f ′x = 0, f ′y = 0 i uslova x 6= 0 sledi da je y = −1 i x = −2, pa imamo
samo jednu stacionarnu taqku, A(−2,−1).

Kako je Hf (A) =

−2e−3 0

0 4e−3

 , funkcija f u taqki A ima lokalni minimum,

fmin = f(A) = −4e−3.

39. Parcijalni izvodi prvog reda funkcije f su

f ′x = (2x−y+x2−xy−y2)ex+y = g(x, y)ex+y, f ′y = (−x−2y+x2−xy−y2)ex+y = h(x, y)ex+y.
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Iz neophodnog uslova za lokalni ekstremum (f ′x = 0 i f ′y = 0) imamo jednakosti
g(x, y) = 0 i h(x, y) = 0 iz kojih sledi da je y = −3x. Zamenom y sa −3x u jednakosti
g = 0 dobijamo da je x2−x = 0, xto znaqi da je x = 0 ili x = 1. U prvom sluqaju imamo
stacionarnu taqku A(0, 0), a u drugom sluqaju imamo stacionarnu taqku B(1,−3).

Parcijalni izvodi drugog reda su

f ′′x2 = (x2 − xy + 4x− y2 − 2y + 2)ex+y, f ′′x2(A) = 2, f ′′x2(B) =
7

e2
,

f ′′xy = (x2 − xy + x− y2 − 3y − 1)ex+y, f ′′xy(A) = −1, f ′′xy(B) =
4

e2
,

f ′′y2 = (x2 − xy − 2x− y2 − 4y − 2)ex+y, f ′′xy(A) = −2, f ′′xy(B) =
3

e2
.

Kako je

Hf (A) =

∣∣∣∣∣∣ 2 −1

−1 −2

∣∣∣∣∣∣ , m1 = 2 > 0, m2 = −5 < 0,

Hf (B) =

∣∣∣∣∣∣7e
−2 4e−2

4e−2 3e−2

∣∣∣∣∣∣ , m1 = 7e−2 > 0, m2 = 5e−4 > 0,

u taqki A nije lokalni ekstremum, a u taqki B je lokalni minimum, fmin = f(B) =
−5e−2.

Napomena. Sliqni zadaci su:

f(x, y) = (x2 − xy − y2)ex+2y, fmin = f(0,−1) = −e−2,

f(x, y) = (x2 − xy − y2)e2x+3y, fmin = f(1/11,−8/11) = − 5

11
e−2,

f(x, y) = (x2 − xy − y2)e2x−3y, fmax = f(−7,−4) = 5e−2,

f(x, y) = (x2 − xy − y2)e2x−y, fmax = f(−1, 0) = e−2,

f(x, y) = (x2 − xy − y2)ex−3y, fmin = f(1, 1) = −e−2,

f(x, y) = (x2 + xy − y2)ex+3y, fmin = f(1,−1) = −e−2,

f(x, y) = (x2 + xy − y2)e2x+3y, fmin = f(−7, 4) = 5e−2,

f(x, y) = (x2 + 3xy − y2)e2x+3y, fmax = f(−1, 0) = e−2,

f(x, y) = (x2 + 3xy − 2y2)e2x+3y, fmax = f(−1, 0) = e−2,

f(x, y) = (x2 + 3xy − 3y2)e2x+3y, fmax = f(−1, 0) = e−2,

f(x, y) = (x2 + 3xy − 4y2)e2x+3y, fmax = f(−1, 0) = e−2,

f(x, y) = (x2 + 3xy − ay2)e2x+3y, fmax = f(−1, 0) = e−2.

40. Ako je f(x, y) = (x2 − 2xy + 2y2)g(x, y), tada je

f ′x = (2x− 2y + x2 − 2xy + 2y2)g, f ′y = (−2x+ 4y − x2 + 2xy − 2y2)g.

Iz f ′x = f ′y = 0 sledi da je y = 0 i 2x + x2 = 0. To znaqi da funkcija ima dve
stacionarne taqke: A(0, 0) i B(−2, 0).
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Dovoǉni uslovi

f ′′x2 = (x2 − 2xy + 4x+ 2y2 − 4y + 2)g, f ′′y2 = (x2 − 2xy + 4x+ 2y2 − 8y + 4)g,

f ′′xy − (x2 − 2xy + 4x+ 2y2 − 6y + 2)g

U stacionarnim taqkama je

Hf (A) =

 2 −2

−2 4

 , m1 = 2 > 0, m2 = 4 > 0, Hf (B) =

−2/e2 2/e2

2/e2 0

 , m2 < 0.

Prema tome, u taqki A funkcija ima lokalni minimum (jednak nuli), a u taqki B
nema lokalni ekstremum.

41. Za f(x, y) = (x2 − y2)g(x, y) imamo da je

f ′x = (2x+ x2 − y2)g, f ′y = 2(x2 − y2 − y)g.

Iz uslova f ′x = f ′y = 0 sledi da je y = −2x i 2x − 3x2 = 0. Za x = 0 funkcija ima
stacionarnu taqku A(0, 0), a za x = 2/3 funkcija ima stacionarnu taqku B(2.3,−4/3).

Dovoǉan uslov

f ′′x2 = (2 + 4x+ x2 − y2)g, f ′′y2 = 2(2x2 − 2y2 − 4y − 1)g, f ′′xy = 2(2x− y + x2 − y2)g

U taqki A je

a = f ′′x2 = 2, c = f ′′y2 = −2, b = f ′′xy = 0, ac− b2 = −4 < 0,

pa u ovoj taqki funkcija nema lokalni ekstremum.

U taqki B je

a = f ′′x2 =
10

3e2
, c = f ′′y2 =

10

3e2
, b = f ′′xy =

8

3e2
, ac− b2 =

4

e4
> 0,

xto znaqi da funkcija f u taqki B ima lokalni minimum.

42. Za datu funkciju je

f ′x = (1− 2x2)e−(x
2+y2), f ′y = −2xye−(x

2+y2),

f ′′x2 = 2x(2x2 − 3)e−(x
2+y2), f ′′xy = 2y(2x2 − 1)e−(x

2+y2), f ′′y2 = 2x(2y2 − 1)e−(x
2+y2).

Iz jednakosti f ′x = 0, f ′y = 0 sledi da je 1−2x2 = 0 i 2xy = 0, pa imamo dve stacionarne
taqke: A(1/

√
2, 0) i B(−1/

√
2, 0).

Hesijani u ovim taqkama su

Hf (A) =

−2
√

2/
√
e 0

0 −2
√

2/
√
e

 , Hf (B) =

2
√

2/
√
e 0

0 2
√

2/
√
e

 .
U taqki A je m1 < 0 i m2 > 0, gde su m1 i m2 glavni minori matrice Hf (A), pa

funkcija f u taqki A ima lokalni maksimum, fmax = f(A) = 1/
√

2e.

U taqki B je m1 > 0 i m2 > 0, gde su m1 i m2 glavni minori matrice Hf (B), pa
funkcija f u taqki B ima lokalni minimum, fmin = f(B) = −1/

√
2e.
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43. Ako je f(x, y) = xyg(x, y), tada je f ′x = (y − yx2)g i f ′y = (x + xy)g. Kako je
g(x, y) 6= 0, stacionarne taqke A(0, 0), B(1,−1) i C(−1,−1) dobijamo rexavaǌem sis-
tema y(1−x2) = 0 i x(1+y) = 0. Za proveru da li su u stacionarnim taqkama lokalni
ekstremumi, potrebni su parcijalni izvodi drugog reda. Diferenciraǌem izraza
za f ′x i f ′y dobijamo

a = f ′′x2 = (yx3 − 3xy)g, b = f ′′xy = (1 + y)(1− x2)g, c = f ′′y2 = x(2 + y)g.

U taqki A je a = c = 0, b = 1, ac− b2 < 0, pa funkcija f u toj taqki nema lokalni
ekstremum.

U taqki B je a = 2e−3/2, b = 0, c = e−3/2, ac−b2 = 2e−3 > 0, pa je fmin = f(B) = −e−3/2.

U taqki C je a = −2e−3/2, b = 0, c = −e−3/2, ac− b2 = 2e−3 > 0, pa je fmax = f(C) =
e−3/2.

44.
f ′x = −2(2x2 − xy − 5x+ 1)ex

2−y, f ′y = (2x− y − 4)ex
2−y.

Iz f ′y = 0 imamo da je y = 2x− 4, pa zamenom u f ′x = 0 dobijamo da je x = 1. Funkcija
ima samo jednu stacionarnu taqku A(1,−2) i ona je sedlasta jer je ac− b2 = −2e−6.

45. Kako je

f ′x(x, y) = 2xe−x
2/4 − x

2
(x2 − y2)e−x2/4, f ′y(x, y) = −2ye−x

2/4,

stacionarne taqke su A(0, 0), B(2, 0) i C(−2, 0), pri qemu je

Hf (A) =

2 0

0 −2

 , Hf (B) = Hf (C) =

−4e 0

0 −2e

 .

Prema tome, u taqki A je sedlo, a u taqkama B i C su lokalni maksimumi.

46. Ako je f(x, y) = (x2 − y2)e−x2/2−y2/2, tada je

f ′x = (2x+ (x2 − y2)(−x))g(x, y), f ′y = (2y + (x2 − y2)(−y))g(x, y).

Iz sistema f ′x = 0 i f ′y = 0, odnosno

x(2− x2 + y2) = 0, y(2 + x2 − y2) = 9

dobijamo pet stacionarnih taqaka: A(0, 0), B(0,
√

2), C(0,−
√

2), D(
√

2, 0) i E(−
√

2, 0).
Iz izraza za parcijalne izvode drugog reda funkcije f

f ′′x2 = (2− 5x2 + y2 + x4 − x2y2)g(x, y),

f ′′xy = (x3y − xy3)g(x, y),

f ′′y2 = (−2 + 5y2 − x2 + x2y2 − y4)g(x, y)

nalazimo da je

Hf (A) =

2 0

0 −2

 , Hf (B) = Hf (C) = e−1 ·

4 0

0 4

 ,
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Hf (D) = Hf (E) = e−1 ·

−4 0

0 −4

 .

Prema tome, u taqkama B i C funkcija f ima lokalni minimum, u taqkama D i E
ima lokalni maksimum, a u taqki A nema lokalni ekstremum.

47.
f ′x = 2xe−x

2−y2(1− x2 − 2y2), f ′y = 2ye−x
2−y2(2− x2 − 2y2)

Stacionarne taqke ?

x(1− x2 − 2y2) = 0, y(2− x2 − 2y2) = 0

1. x = 0, y = 0 – stacionarna taqka je A(0, 0)

2. x = 0, 2− x2 − 2y2 = 0 – stacionarne taqke su B(0, 1) i C(0,−1)

3. 1− x2 − 2y2 = 0, y = 0 – stacionarne taqke su D(1, 0) i E(−1, 0)

Dovoǉni uslovi ?

f(A) = 0, f(P ) > 0 za P 6= A, xto znaqi da f u A ima lokalni minimum

B,C,D,E ?

f ′′x2 = 2e−x
2−y2(1− 5x2 − 2y2 + 2x4 + 4x2y2), f ′′xy = 4xye−x

2−y2(−3 + x2 + 2y2),

f ′′y2 = 2e−x
2−y2(2− 10y2 − x2 + 2x2y2 + 4y4)

B,C : a = f ′′x2 = −2e−1, b = f ′′x2 = 0, c = f ′′y2 = −8e−1

ac− b2 = 16e−2 > 0, a < 0 ⇒ fmax = f(B) = f(C) = 2/e

D,E : a = f ′′x2 = −4e−1, b = f ′′x2 = 0, c = f ′′y2 = 2e−1

ac− b2 = −8e−2 < 0 ⇒ f nema LE u D i E

Napomena. Podaci se mogu pregledno dati u tabeli

A B C D E

a = f ′′x2 2 −2e−1 −2e−1 −4e−1 −4e−1

c = f ′′y2 4 −8e−1 −8e−1 2e−1 2e−1

b = f ′′zy 0 0 0 0 0

ac− b2 8 16e−2 16e−2 −8e−2 −8e−2

min max max sedlo sedlo

48. f(x, y) = (x−2y)g(x, y), f ′x = g−2x(x−2y)g = (1−2x2+4xy)g, f ′y = −2(1+xy−2y2)g

Za stacionarne taqke treba rexiti sistem

1− 2x2 + 4xy = 0, 1 + xy − 2y2 = 0.

Iz druge jednaqine imamo da je xy = 2y2 − 1 i x = 2y − 1/y. Zamenom izraza za xy i
x u prvoj jednaqini dobijamo

1− 2(2y − 1/y)2 + 4(2y2 − 1) = 0, 1− 8y2 + 8− 2

y2
+ 8y2 − 4 = 0,

2

y2
= 5, y = ±

√
2

5
.
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Dakle, funkcija ima dve stacionarne taqke: A

(
− 1√

10
,

2√
10

)
i B

(
1√
10
,− 2√

10

)
.

Dovoǉni uslovi

f ′′x2 = (4x3−8x2y−6x+4y)g, f ′′y2 = −2(4y2−2xy2+x−6y)g, f ′′xy = (4x2y+4x−8xy2−2y)g

U taqki A je

a = f ′′x2(A) = 6

√
2

5e
> 0, c = f ′′y2(A) = 9

√
2

5e
, b = f ′′xy(A) = −2

√
2

5e
, ac− b2 =

20

e
> 0,

a u taqki B je

a = f ′′x2(B) = −6

√
2

5e
< 0, c = f ′′y2(B) = −9

√
2

5e
, b = f ′′xy(B) = 2

√
2

5e
, ac−b2 =

20

e
> 0.

Prema tome, fmin = f(A) = −
√

5

2e
i fmax = f(B) =

√
5

2e
.

49. Neka je f(x, y) = xyg(x, y). Stacionarne taqke odre�ujemo iz sistema jednaqina

f ′x(x, y) = yg(x, y)(1− 2x2) = 0, f ′y(x, y) = xg(x, y)(1− 2y2) = 0.

Iz prve jednaqine sledi da je y = 0 ili 1 = 2x2, a iz druge da je x = 0 ili 1 =
2y2. Stacionarne taqke su: A(0, 0), B(1/

√
2, 1/
√

2), C(1/
√

2,−1/
√

2), D(−1/
√

2, 1/
√

2),
E(−1/

√
2,−1/

√
2). Parcijalni izvodi drugog reda su

f ′′xx(x, y) = yg(x, y)(1− 2x2) + yg(x, y)(−4x),

f ′′xy(x, y) = (1− 2x2)g(x, y) + (1− 2x2)yg((x, y)(−2y),

f ′′yy(x, y) = xg(x, y)(−2y)(1− 2y2) + xg(x, y)(−4y).

Za taqku A je f ′′xx = f ′′yy = 0, f ′′xy = 1 pa je

d2f(A) = 2dxdy

{
> 0, za dx = dy 6= 0

< 0, za dx = −dy 6= 0.

U taqkama B,C,D,E je f ′′xx = −4

e
xy, f ′′xy = 0, f ′′yy = −4

e
xy, pa je

d2f = −4

e
xydx2 − 4

e
xydy2 = −4

e
xy(dx2 + dy2).

Prema tome, fmax = f(B) = f(E), a fmin = f(C) = f(D).

50. Neka je g(x, y) = e−(x
2+y2)/2. Tada je

f ′x = (y − x2y)g, f ′y = (x− xy2)g.

Iz sistema y(1 − x2) = 0, x(1 − y2) = 0 dobijamo stacionarne taqke A(0, 0), B(1, 1),
C(1,−1), D(−1, 1) i E(−1,−1). Kako je

f ′′x2 = xy(x2 − 3)g, f ′′y2 = xy(y2 − 3)g, f ′′xy = (1− x2)(1− y2)g,

to je
∆(x, y) = detHf (x, y) = (x2y2(x2 − 3)(y2 − 3)− (1− x2)(1− y2))g2,

pa je ∆(A) < 0, ∆(X) > 0 za X ∈ {B,C,D,E}. Prema tome, u taqki A je sedlo,
u taqkama B i E su lokalni maksimumi (f ′′x2 < 0), a taqkama C i D su lokalni
minimumi (f ′′x2 > 0).

Podaci su dati u slede�oj tabeli.
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A B C D E

a = f ′′x2 0 −2/e 2/e 2/e −2/e

c = f ′′y2 0 2/e 2/e 2/e −2/e

b = f ′′zy 1 0 0 0 0

ac− b2 -1 4/e2 4/e2 4/e2 4/e2

sedlo max min min max

51. Ako je g(x, y) = e−(x
2+y2), tada je

f ′x = 6xg(x, y) + (3x2 + 2y2)g(x, y) · (−2x) = 2x(3− 3x2 − 2y2)g(x, y),

f ′y = 4yg(x, y) + (3x2 + 2y2)g(x, y) · (−2y) = 2y(2− 3x2 − 2y2)g(x, y),

f ′′x2 = 2(6x4 − 15x2 − 2y2 + 4x2y2 + 3)g(x, y),

f ′′xy = 4(3x3y + 2xy3 − 5xy)g(x, y),

f ′′y2 = 2(−3x2 − 10y2 + 4y4 + 6x2y2 + 2).

Za stacionarne taqke imamo sistem

x(3− 3x2 − 2y2) = 0, y(2− 3x2 − 2y2) = 0.

1. Ako je x = 0 i y = 0, imamo stacionarnu taqku A(0, 0).

2. Ako je x = 0 i 3x2 + 2y2 = 2, imamo dve stacionarne taqke, B(0, 1) i C(0,−1).

3. Ako je y = 0 i 3x2 + 2y2 = 3, imamo tako�e dve stacionarne taqke, D(1, 0) i
E(−1, 0).

4. Sistem 3x2 + 2y2 = 3, 3x2 + 2y2 = 2 nema rexeǌa.

U taqki A funkcija f ima lokalni mminimum, fmin = f(A) = 0, jer je d2f(A) =
6dx2 + 4dy2.

U taqkama D i E funkcija f ima lokalni maksimum, fmax = f(D) = f(E) = 3e−1,
jer je d2f(B) = d2f(C) = −12e−1dx2 − 2e−1dy2.

U taqkama B i C funkcija f nema lokalni ekstremum jer je ac − b2 < 0, gde je
a = f ′′x2(D) = 2e−1, b = f ′′xy(D) = 0 i c = f ′′y2(D) = −8e−1.

52. Neka je f(x, y) = (ax2 + by2) g(x, y). Parcijalnim diferenciraǌem funkcije f
nalazimo da je

f ′x = 2x(a− ax2 − by2)g(x, y), f ′y = 2y(b− ax2 − by2).

Iz sistema jednaqina f ′x = 0 i f ′y = 0 dobijamo stacionarne taqke A(0, 0), B(0, 1),
C(0,−1), D(1, 0) i E(−1, 0).

Parcijalni izvodi drugog reda funkcije f su

f ′′xx(x, y) = (2a− 4ax2)g(x, y)− 2f(x, y)− 2xf ′x(x, y),

f ′′xy(x, y) = −4axyg(x, y)− 2xf ′y(x, y),

f ′′yy(x, y) = (2b− 4by2)g(x, y)− 2f(x, y)− 2yf ′y(x, y).
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Specijalno,

f ′′x2(A) = 2a, f ′′x2(B) = f ′′x2(C) = 2(a− b)e1, f ′′x2(D) = f ′′x2(E) = −4ae−1,

f ′′y2(A) = 2b, f ′′y2(B) = f ′′y2(C) = −4be−1, f ′′y2(D) = f ′′y2(E) = 2(b− a)e−1,

dok je f ′′xy = 0 u svim stacionarnim taqkama.
Analiziraǌem znakova glavnih minora Hesijana funkcije f u stacionarnim taqkama

utvr�ujemo da li u ǌima zaista postoji lokalni ekstremum.

1. U taqki A je f ′′x2 · f
′′
y2 − f

′′
xy

2
= 4ab, pa funkcija f u taqki A ima lokalni minimum

ako je a > 0 i b > 0, odnosno lokalni maksimum ako je a < 0 i b < 0.

2. U taqkama B i C je f ′′x2 · f
′′
y2 − f

′′
xy

2
= −8b(a− b)e−2, pa funkcija f u tim taqkama

ima lokalni minimum ako je a > b i b < 0, a lokalni maksimum ako je a < b i
b > 0.

3. U taqkama D i E je f ′′x2 · f
′′
y2 − f

′′
xy

2
= 8a(a − b)e−2, pa funkcija f u tim taqkama

ima lokalni minimum ako je a < b i a < 0, odnosno lokalni maksimum ako je
a > b i a > 0.

53. Parcijalnim diferenciraǌem date funkcije dobijamo

f ′x = (y(x2 + 2xy + 4y2) + 2x+ 2y)exy, f ′y = (x(x2 + 2xy + 4y2) + 2x+ 8y)exy,

f ′′x2 = (8 + x(8y + 2x))exy + xf ′y, f ′′y2 = (2 + y(2y + 2x)) + yf ′y,

f ′′xy = (2 + 4y2 + 4xy + 3x2)exy + yf ′x.

Jedno rexeǌe sistema

2y + 2x+ y(4y2 + 2xy + x2) = 0, 8y + 2x+ x(4y2 + 2xy + x2) = 0

je x = 0, y = 0, pa je A(0, 0) jedna stacionarna taqka.

Mno�eǌem prve jednaqine sa x, a druge sa −y i sabiraǌem dobijamo da je x2 = 4y2,
odnosno x = ±2y.

Za x = 2y sistem nema rexeǌa, a za x = −2y dobijamo dve stacionarne taqke,
B(−
√

2, 1/
√

2) i C(
√

2,−1/
√

2).

Funkcija f u taqki A ima lokalni minimum (fmin = f(A) = 0) jer je

f ′′x2(A) · f ′′y2(A)− f ′′xy(A)2 = 12 > 0,

a u taqkama B i C nema lokalnih ekstremuma jer je u tim taqkama

f ′′x2f
′′
y2 − (f ′′xy)

2 = −32/e2 < 0.

54. Za (x, y) 6= (0, 0) je f ′x = − 2x

3(x2 + y2)2/3
, f ′y = − 2y

3(x2 + y2)2/3
. Poxto je

f(x, 0)− f(0, 0)

x
=

3
√
x2

x
=

1
3
√
x
,

funkcija f nema parcijalni izvod f ′x u taqki (0, 0).

Prema tome, funkcija nema stacionarnih taqaka, ali ima kritiqnu taqku (0, 0).
Kako je f(x, y) < f(0, 0) za svako (x, y) 6= (0, 0), u taqki (0, 0) je ne samo lokalni, ve� i
globalni (apsolutni) ekstremum funkcije f .
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55. Iz jednakosti f ′x = 0 i f ′y = 0, gde je

f ′x =
−x2 + 2y2 − 2xy + 6

(x2 + 2y2 + 6)2
, f ′y =

x2 − 2y2 − 4xy + 6

(x2 + 2y2 + 6)2
,

dobijamo dve stacionarne taqke: A(2, 1) i B(−2,−1).
U obe taqke je ac− b2 > 0, pri qemu je a < 0 u taqki A i a > 0 u taqki B. Prema

tome, fmax = f(A) = 1/4 i fmin = f(B) = −1/4.

56. Parcijalni izvodi prvog reda funkcije f su

f ′x =
a(x2 + y2 + 1)− x(ax+ by + c)√

(x2 + y2 + 1)3
, f ′y =

b(x2 + y2 + 1)− y(ax+ by + c)√
(x2 + y2 + 1)3

.

Iz neophodnih uslova lokalnog ekstremuma f ′x = 0 i f ′y = 0 dobijamo jednakost

(bx− ay)(ax+ by + c) = 0

(mno�eǌem f ′x = 0 sa −b
√

(x2 + y2 + 1)3 i f ′y = 0 sa a
√

(x2 + y2 + 1)3 i sabiraǌem). Iz
ove jednakosti i neophodnih uslova nalazimo stacionarnu taqku A(a/c.b/c) u sluqaju
c 6= 0, dok za c = 0 funkcija f nema stacionarnih taqaka.

Nala�eǌem parcijalnih izvoda drugog reda dobijamo da je

a = f ′′x2(A) = − b2 + c2

c

√(
a2

c2
+ b2

c2
+ 1
)3 ,

c = f ′′y2(A) = − a2 + c2

c

√(
a2

c2
+ b2

c2
+ 1
)3 ,

b = f ′′xy(A) = − ab

c

√(
a2

c2
+ b2

c2
+ 1
)3 ,

ac− b2 =

(
a2

c2
+
b2

c2
+ 1

)−3(
b2 + c2

c
· a

2 + c2

c
− a2b2

c2

)
.

Kako je ac− b2 > 0 i kako je f ′′x2 < 0 za c > 0 i f ′′x2 > 0 za c < 0, funkcija f ima u taqki
A lokalni maksimum za c > 0, odnosno lokalni minimum za c < 0. Pri tome je,

fmax = f(A) =
√
a2 + b2 + 1, fmin = f(A) = −

√
a2 + b2 + 1.

Rezultat. Za c > 0 je fmax = f(α/γ, β/γ) =
√
α2 + β2 + γ2, a za c < 0 je fmin =

f(α/γ, β/γ) = −
√
α2 + β2 + γ2

57. Diferenciraǌem dobijamo da je

f ′x =
x2 + y2 − 3x+ 1

x2 + y2 + 1
, f ′y =

x2 + y2 − 3y + 1

x2 + y2 + 1
,

f ′′x2 = 3
x2 − y2 − 1

(x2 + y2 + 1)2
, f ′′xy =

6xy

(x2 + y2 + 1)2
, f ′′y2 = 3

y2 − x2 − 1

(x2 + y2 + 1)2
.

Iz jednakosti f ′x = 0 i f ′y = 0 nalazimo dve stacionarne taqke: A(1, 1) i B(1/2, 1/2).
U taqki A je ac− b2 < 0, a u taqki B je a < 0 i ac− b2 > 0. Prema tome, u taqki A

nije lokalni ekstremum, a u taqki B je lokalni maksimum koji je jednak 1− 3
2 ln 3

2 .
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58. Iz jednakosti f ′x = 0 i f ′y = 0, gde je

f ′x = 2x− 2y − e−x, f ′y = −2x+ 4y,

dobijamo da je x − e−x = 0 i y = x/2. Ako je x0 rexeǌe jednaqine x = e−x, tada je
A(x0, x0/2) stacionarna taqka funkcije f .

U taqki A imamo da je a = 2 + e−x0, b = −2 i c = 4, pa je ac − b2 = 5 + 2e−x0 > 0.
Prema tome, funkcija f u taqki A ima lokalni minimum.

59. f ′x = cosx− sin(x+ y), f ′y = cos y − sin(x+ y), f ′′x2 = − sinx− cos(x+ y),

f ′′y2 = − sin y − cos(x+ y), f ′′xy = − cos(x+ y)

Iz uslova f ′x = f ′y = 0 sledi da je cosx = cos y. Poxto su x i y iz intervala
(0, π/4), to znaqi da je y = x. Sada iz f ′x = 0 imamo da je

cosx− sin 2x = 0, cosx− 2 sinx cosx = 0, (1− 2 sinx) cosx.

Za x ∈ (0, π/4) je cosx 6= 0, pa je 2 sinx = 1, odnosno x = π/6. Dakle, funkcija ima
jednu stacionarnu taqku A(π/6, π/6).

U taqki A je lokalni maksimum, fmax = f(A) = 3/2, jer je

a = f ′′x2(A) = −1 < 0, c = f ′′y2(A) = −1, b = f ′′xy(A) = −1

2
, ac− b2 =

3

4
> 0.

Napomena. Ako interval (0, π/4) zamenimo intervalom (0, 3π/2), dobijamo jox qetiri
stacionarne taqke, pri qemu je u jednoj od ǌih lokalni minimum, a u ostale tri
nije lokalni ekstremum.

60.
f ′x = 3x− 1

(x+ y)2
, f ′y = 2y − 1

(x+ y)2

Iz sistema f ′x = 0, f ′y = 0 sledi 2x = 2y =
1

(x+ y)2
=

1

4x2
. Stacionarna taqka je

A(1/2, 1/2).

f ′′x2 = 2 +
2

(x+ y)3
, f ′′xy =

2

(x+ y)3
, f ′′y2 = 2 +

2

(x+ y)3
.

U taqki A je

ac− b2 = 4 +
4

(x+ y)6
+

8

(x+ y)6
− 4

(x+ y)6
= 4 +

8

(x+ y)6
> 0,

pa je fmin = f(A).

61. Difernciraǌem dobijamo da je

f ′x =
−x2 + y2 − 2xy + 2x

(x2 + y2)2
, f ′y =

x2 − y2 − 2xy + 2y

(x2 + y2)2
.

Iz jednakosti f ′x = 0 i f ′y = 0, uzimaju�i u obzir da je (x, y) 6= (0, 0), dobijamo samo
jednu stacionarnu taqku, A(1, 1).

Iz izraza za parcijalne izvode drugog reda

f ′′x2 =
2x3 − 2y3 − 6xy2 + 6x2y − 6x2 + 2y2

(x2 + y2)3
, f ′′xy =

−2x3 − 2y3 + 6xy2 + 6x2y − 8xy

(x2 + y2)3

(f ′′y2 je kao f ′′x2 sa zameǌenim ulogama x i y) nalazimo da u taqki A va�i a = c = −1/2

i b = 0, pa je ac− b2 = 1/4 > 0. Prema tome, fmax = f(A) = 1/2.
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62. f ′x =
1

y
− 1

x2
, f ′y = − x

y2
+ 1, f ′′x2 =

2

x3
, f ′′y2 =

2x

y3
, f ′′xy = − 1

y2

S.T. f ′x = f ′y = 0, x2 = y, x = y2, x = y2 = x4, x4−x = 0, x(x−1)(x2 +x+1) = 0

Kako je x 6= 0, stacionarne taqke su A(1, 1) i B(1,−1).

Hf (A) =

 2 −1

−1 2

 , fmin = f(A) = 3,

Hf (B) =

 2 −1

−1 −2

 , m2 = −5 < 0 nema ekstremuma

63. f ′x = y − 50

x2
, f ′y = x− 20

y2
, f ′′x2 =

100

x3
, f ′′y2 =

40

y3
, f ′′xy = 1

Za S.T. yx2 = 50, xy2 = 20,
50

x
=

20

y
, y =

2

5
x, x3 = 125, x = 5

Jedina stacionarna taqka je A(5, 2).

Hf (A) =

4/5 1

1 5

 , m1 =
4

5
> 0, m2 = 3 > 0, fmin = f(A) = 30.

64. f ′x = 2x+ y − a3

x2
, f ′y = 2y + x− a3

y2
, Za S.T.

2x+ y =
a3

x2

2y + x =
a3

y2

 ,
2x3 + yx2 =a3

2y3 + xy2 =a3

}

Lako se proverava da A(a/ 3
√

3, a/ 3
√

3) jeste stacionarna taqka.

Treba jox utvrditi da je d2f(A) > 0 za dx2+dy2 6= 0. Iz f ′′x2 = 2+
2a3

x3
, f ′′y2 = 2+

2a3

y3

i f ′′xy = 1 imamo da je

f ′′x2 = f ′′y2 = 8, d2f(A) = 8dx2 + 8dy2 + 2dxdy = 7dx2 + 7dy2 + (dx+ dy)2 > 0.

Naravno, tra�eni zakǉuqak sledi i iz Heseove matrice Hf (A) =

8 1

1 8

.
Napomena. Taqka A je jedina stacionarna taqka. Iz uslova f ′x = f ′y = 0 sledi

2x3 + yx2 = 2y3 + xy2, 2x3 − 2y3 = xy2 − yx2, 2(x− y)(x2 + xy + y2) = xy(y − x).

Ako je y = x, onda je 3x− a3/x2, pa je x = a/ 3
√

3. U sluqaju x 6= y jednaqina 2(x2 +xy+
y2) = xy nema rexeǌa.

65. f ′x =
√

1 + y +
y

2
√

1 + x
, f ′y =

x

2
√

1 + y
+
√

1 + x

f ′x =0

f ′y =0

}
⇒

2
√

1 + y
√

1 + x+ y =0

2
√

1 + y
√

1 + x+ x =0

}
⇒ y = x

Funkcija ima samo jednu stacionarnu taqku A(−2/3,−2/3). Da li je u ovoj taqki
lokalni ekstremum?
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f ′′x2 = − y

4(x+ 1)3/2
, f ′′y2 = − x

4(y + 1)3/2
, f ′′xy =

1

2
√
x+ 1

+
1

2
√
y + 1

U taqki A je

a = f ′′x2(A) =

√
2

2
, c = f ′′y2(A) =

√
3

2
, b = f ′′xy(A) =

√
3, ac− b2 =

3

4
− 3 < 0.

Prema tome, funkcija f u taqki A nema lokalni ekstremum.

66. fmin = f(1,−2) = f(−1, 2) = −4, fmax = f(1, 2) = f(−1,= 2) = 4. Za xy > 0 funkcija
ima i lokalni minimum (jednak 0 i nije strogi) u taqkama elipse x2/3 + y2/12 = 1, a
za xy < 0 u taqkama ove elipse ima lokalni maksimum.

67.
f ′x = 1− xy√

9− x2 − y2
, f ′y =

√
9− x2 − y2 − y2√

9− x2 − y2
.

Iz jednaqine f ′x = 0 sledi da je
√

9− x2 − y2 = xy. Ako u jednaqini f ′y = 0 zamenimo√
9− x2 − y2 sa xy dobijamo y(x− 1/x) = 0, xto znaqi da je x = 1 ili x = −1.

Stacionarne taqke A(1, 2) i B(−1,−2) pripadaju oblasti definisanosti funkcije f .

f ′′x2 =
y2 − 9y√

(9− x2 − y2)3
, f ′′xy =

x3 − 9x√
(9− x2 − y2)3

, f ′′y2 =
2y3 + 3x2y − 27y√

(9− x2 − y2)3
.

U taqki A je a = −5/4, b = −1, c = −4, ac− b2 = 4 > 0, pa funkcija f u toj taqki ima
lokalni maksimum jednak 5.
U taqki B je a = 5/4, b = 1, c = 4, ac − b2 = 4 > 0, pa funkcija f u toj taqki ima
lokalni minimum jednak −5.

68. Funkcija je definisana za y ≥ 0. Za y > 0 je

f ′x = 6x− 2
√
y − 4, f ′y = − x

√
y

+ 1,

f ′′x2 = 6, f ′′xy = − 1
√
y
, f ′′y2 = −1

2
· x

y
√
y
.

Iz jednakosti f ′x = 0, f ′y = 0 dobijamo samo jednu stacionarnu taqku A(1, 1). Kako je

f ′′x2(A) = 6, f ′′xy(A) = −1, f ′′y2(A) =
1

2
, to je

d2f(A) = 6dx2 − 2dxdy +
1

2
dy2 =

1

2
(2dx− dy)2 + 4dx2 > 0

za dx2 + dy2 6= 0. Prema tome, funkcija f u taqki A ima lokalni minimum, pri qemu
je fmin = f(A) = 2.

Napomena. Mo�e se postaviti i pitaǌe da li za y = 0 funkcija f ima neki
lokalni ekstremum na skupu Df = R × [0,+∞). Ako je f(x, 0) = 3x2 − 4x + 4 = g(x),
funkcija g ima lokalni minimum, gmin = g(2/3) = 8/3. Kako je

f

(
2

3
, y

)
=

8

3
+ y − 4

3

√
y <

8

3

za y > 0, funkcija f u taqki (2/3, 0) nema lokalni ekstremum na skupu Df .
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69. Za xy > 0 parcijalnim diferenciraǌem dobijamo

f ′x = 2x− 2− 2

√
y

x
, f ′y = 2y − 2− 2

√
x

y
,

f ′′x2 = 2 +
1

x

√
y

x
, f ′′y2 = 2 +

1

y

√
x

y
, f ′′xy = − 1

√
xy
.

Iz jednakosti f ′x = 0 i f ′y = 0 sledi da je (x − y)(1 + 1/
√
xy) = 0, odnosno x = y, pa

imamo samo jednu stacionarnu taqku, A(2, 2).

Kako je

a = f ′′x2(A) =
5

2
, b = f ′′xy(A) = −1

2
, c = f ′′y2(A) =

5

2
, a > 0, ac− b2 = 6 > 0,

funkcija f u taqki A ima lokalni minimum, fmin = f(A) = 0.

70. Poxto je

f ′x = 2(x− 1), f ′y =
y − 1

2− y
, f ′′x2 = 2, f ′′xy = 0, f ′′y2 =

1

(2− y)2
,

jedina stacionarna taqka je A(1, 1), pri qemu je a > 0 i ac− b2 > 0.
Prema tome, funkcija f u taqki A ima lokalni minimum.

71. Funkcija je definisana za x > 0 i y > 0. Parcijalnim diferenciraǌem nalazimo
da je

f ′x = 2x− 2

x
, f ′y = 2y − 18

y
, f ′′x2 = 2 +

2

x2
, f ′′xy = 0, f ′′y2 = 2 +

18

y2
.

Iz jednakosti f ′x = 0 i f ′y = 0 dobijamo samo jednu stacionarnu taqku A(1, 3).
Kako je

d2f(x, y) =

(
2 +

2

x2

)
dx2 +

(
2 +

18

y2

)
dy2 > 0

za |dx|+ |dy| 6= 0, funkcija f u taqki A ima lokalni minimum, fmin = f(A) = 10−18 ln 3.

72. Diferenciraǌem dobijamo da je

f ′x =
36− 4x− 3y

12x− x2 − xy
, f ′y =

24− 3y − 2x

12y − xy − y2
.

Iz jednakosti 4x+ 3y = 36 i 2x+ 3y = 24 nalazimo stacionarnu taqku A(6, 4).
Kako je u toj taqki f ′′x2 = −1/3, f ′′xy = −1/4 i f ′′y2 = −55, to je a < 0 i ac − b2 > 0.

Prema tome, funkcija f u taqki A ima lokalni maksimum, fmax = f(A) = 5 ln 2.

73. Funkcija je definisana za xy > 0. Diferenciraǌem dobijamo da je

f ′x =
x− 1

x2
, f ′y =

y2 − 2

y3
, f ′′x2 =

2− x
x3

, f ′′xy = 0, f ′′y2 =
6− y2

y4
.

Iz jednakosti f ′x = 0 i f ′y = 0 i uslova xy > 0 nalazima samo jednu stacionarnu
taqku A(1,

√
2). Kako je u toj taqki a = c = 1 i b = 0, to je ac − b2 > 0. Prema tome,

fmin = f(A) = (3 + ln 2)/2.
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74. Iz jednakosti f ′x = 0, f ′y = 0, gde je

f ′x(x, y) = y ln(x2 + y2) +
2x2y

x2 + y2
, f ′y(x, y) = x ln(x2 + y2) +

2xy2

x2 + y2
,

dobijamo sistem

y ln(x2 + y2) = − 2x2y

x2 + y2
, x ln(x2 + y2) = − 2xy2

x2 + y2
.

Ako je y = 0, onda iz druge jednaqine sistema sledi da je x = 0 ili lnx2 = 0. Kako za
(0, 0) funkcija nije definisana, ostaje x2 = 1, pa imamo dve stacionarne taqke A(0, 1)
i B(0,−1). Sliqno dobijamo i stacionarne taqke C(1, 0) i D(−1, 0).

Ako je xy 6= 0, onda iz sistema dobijamo x2 = y2, odnosno |x| = |y|. Za y = x
imamo stacionarne taqke E(1/

√
2e, 1/

√
2e) i F (−1/

√
2e,−1/

√
2e), a za y = −x imamo

stacionarne taqke G(1/
√

2e,−1/
√

2e) i H(−1/
√

2e, 1/
√

2e).

Za taqke A, B, C i D mo�emo na osnovu definicije lokalnog ekstremuma da
zakǉuqimo da nema ekstremuma. Na primer, iz f(x, 1) = x ln(x2 + 1) sledi da je
f(x, 1) > 0 za x > 0 i f(x, 1) < 0 za x < 0, dok je f(0, 1) = 0. Za ostale taqke
odredi�emo drugi diferencijal. Kako je

f ′′x2 =
2x3y + 6xy3

(x2 + y2)2
, f ′′y2 =

2y3x+ 6yx3

(x2 + y2)2
, f ′′xy = ln(x2 + y2) + 2

x4 + y4

(x2 + y2)2
,

to je
f ′′x2(x, x) = f ′′y2(x, x) = 2, f ′′x2(x,−x) = f ′′y2(x,−x) = −2

i
f ′′xy(x, x) = f ′′xy(x,−x) = 0,

pa je
d2f(E) = d2f(F ) = 2(dx2 + dy2), d2f(G) = d2f(H) = −2(dx2 + dy2).

Prema tome, fmin = f(E) = f(F ) = − 1

2e
i fmax = f(G) = f(H) =

1

2e
.

75. Diferenciraǌem funkcije f po x i y dobijamo

f ′x = ln(9x2 + y2) +
18x2

9x2 + y2
− 2, f ′y =

2xy

9x2 + y2
.

Iz sistema f ′x = 0, f ′y = 0, uz uslov x 6= 0, nalazimo da funkcija f ima dve stacionarne
taqke: A(1/3, 0) i B(−1/3, 0). Treba proveriti da li je u tim taqkama zaista lokalni
ekstremum.

Kako je

f ′′x2 =
54x

9x2 + y2
− 324x3

(9x2 + y2)2
= 54x

3x2 + y2

(9x62 + y2)2
,

f ′′xy =
2y

9x2 + y2
− 36x2y

(9x2 + y2)2
= −2y

9x2 − y2

(9x2 + y2)2
,

f ′′y2 =
2x

9x2 + y2
− 4xy2

(9x2 + y2)2
= 2x

9x2 − y2

(9x2 + y2)2
,
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to je

f ′′x2(x, 0) =
2

x
, f ′′xy(x, 0) = 0, f ′′y2(x, 0) =

2

9x
.

Za x = 1/3 dobijamo da je f ′′x2(A) = 6 i f ′′y2(A) = 2/3, a za x = −1/3 je f ′′x2(A) = −6 i
f ′′y2(A) = −2/3.

Prema tome, d2f(A) > 0 i d2f(B) < 0 za dx2 + dy2 > 0, pa funkcija f u taqki A ima
loklani minimum (jednak −2/3), a u taqki B funkcija ima lokalni maksimum (jednak
2/3).

76. Kako je

f ′x(x, y) = ln(x2 + y2) +
2x2

x2 + y2
, f ′y(x, y) =

2xy

x2 + y2
,

to su A(0, 1), B(0,−1), C(1/e, 0) i D(−1/e, 0) stacionarne taqke funkcije f .

Poxto je f(A) = f(B) = 0, a

f(x, 1) = f(x,−1)

{
> 0, x > 0

< 0, x < 0,

to u taqkama A i B funkcija f nema lokalnih ekstremuma.

Iz f ′′x2(x, 0) = 2/x, f ′′y2(x, 0) = 2/x i f ′′xy(x, 0) = 0 dobijamo da je

d2f(C) = 2e(dx2 + dy2), d2f(D) = −2(dx2 + dy2),

pa je fmin = f(C) = −2/e i fmax = f(D) = 2/e.

77. Iz jednakosti f ′x = 0 i f ′y = 0, gde je

f ′x −
8xy

4x2 + y2
, f ′y = ln(4x2 + y2) +

2y2

4x2 + y2

dobijamo qetiri stacionarne taqke: A(0, 1/e) i B(0,−1/e) (za x = 0) i C(1/2, 0) i
D(−1/2, 0) (za y = 0).

Kako je

f ′′x2 =
8y3 − 32x2y

(4x2 + y2)2
, f ′′xy =

32x3 − 8xy2

(4x2 + y2)2
, f ′′y2 =

2y

4x2 + y2
+ 16x2y + 4y3 − 4y3 (4x2 + y2)2,

to je
f ′′x2(A) = 8e, f ′′x2(B) = −8e, f ′′x2(C) = f ′′x2(D) = 0,

f ′′xy(A) = f ′′xy(B) = 0, f ′′xy(C) = 4, f ′′xy(D) = −4,

f ′′y2(A) = 2e, f ′′y2(B) = −2e, f ′′y2(C) = f ′′y2(D) = 0.

Na osnovu ovih podataka jednostavno utvr�ujemo prirodu stacionarnih taqaka.

U taqki A je lokalni minimum, fmin = f(A) = −2/e jer je a = 8e > 0 i ac − b2 =
16e2 > 0.

U taqki B je lokalni maksimum, fmax = f(B) = 2/e jer je a = −8e < 0 i ac − b2 =
16e2 > 0.

U taqkama C i D nema lokalnih ekstremuma jer je ac− b2 = −16 < 0.
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78.
f ′x = 2 +

2− 2x

2x− x2 − y2
, f ′y = −2− 2y

2x− x2 − y2
.

Iz sistema f ′x = 0, f ′y = 0 dobijamo taqke A(3/2,−1/2) i B(0, 1), pri qemu taqka B ne
pripada oblasti definisanosti funkcije f .

f ′′x2 = 2 · −x
2 + y2 + 2x− 2

(2x− x2 − y2)2
, f ′′xy =

4y(1− x)

(2x− x2 − y2)2
, f ′′y2 = −2 · y2 − x2 + 2x

(2x− x2 − y2)2
.

U taqki A je a = −8, b = 4, c = −8, ac − b2 = 48, funkcija f u toj taqki ima lokalni
maksimum jednak 4− ln 2.

79.
f ′x = −2− 2 + 2x

−2x− x2 − y2
, f ′y = −2− 2y

−2x− x2 − y2
.

Iz sistema f ′x = 0, f ′y = − dobija se da je y = x + 1, odnosno da je x = 0 ili
x = −3/2. Taqka A(−3/2,−1/2) pripada, a taqka B(0, 1) ne pripada oblasti defin-
isanosti funkcije f .

f ′′x2 = 2 · −x
2 + y2 − 2x− 2

(2x+ x2 + y2)2
, f ′′xy = − 4y(1 + x)

(2x+ x2 + y2)2
, f ′′y2 = 2 · 2x+ x2 − y2

(2x+ x2 + y2)2
.

U taqki A je a = −8, b = −4, c = −8, ac− b2 = 48 > 0, pa je fmax = f(A) = 4− ln 2.

80. Ako je g(x, y) = (x+ y)(3x2 + 3y2 − 2), tada je

f ′x =
9x2 + 6xy + 3y2 − 2

g(x, y)
, f ′y =

3x2 + 6xy + 9y2 − 2

g(x, y)
.

Iz neophodnog uslova za lokalni ekstremum (f ′x = 0 i f ′y = 0) imamo jednakosti

9x2 + 6xy + 3y2 = 2, 9y2 + 6xy + 3x2 = 2

iz kojih sledi da je x2 = y2, odnosno da je y = x ili y = −x. Ža y = x iz jednakosti
9x2 + 6xy + 3y2 = 2 sledi da je x2 = 1/9, pa je x = 1/3 ili x = −1/3. Taqka A(1/3, 1/3)
ne pripada oblasti definisanosti funkcije f (g(A) = −8/9), a taqka B(−1/3,−1/3)
je stacionarna taqka za funkciju f (g(B) = 8/9).

Za y = −x je g(x,−x) = 0, pa takve taqke ne pripadaju oblasti definisanisti
date funkcije f .

Prema tome, ostaje samo jedna stacionarna taqka (to je taqka B) u kojoj treba
proveriti dovoǉan uslov za lokalni ekstremum. Parcijalni izvodi drugog reda su

f ′′x2 = − 1

(x+ y)2
− 6 · 3x2 − 3y2 + 2

(3x2 + 3y2 − 2)2
, f ′′x2(B) = −9,

f ′′xy = − 1

(x+ y)2
− 36xy

(3x2 + 3y2 − 2)2
, f ′′xy(B) = −9/2,

f ′′y2 = − 1

(x+ y)2
− 6 · 3y2 − 3x2 + 2

(3x2 + 3y2 − 2)2
, f ′′y2(B) = −9.

Dakle, u stacionarnoj taqki B(−1/3,−1/3) je a = −9, b = −9/2, c = −9, ac− b2 > 0, pa
je fmax = f(B) = ln 8

9 .
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81. Iz jednakosti f ′x = 0 i f ′y = 0, gde je f ′x = lnx + y2 + 2x + 1 i f ′y = 2xy sledi da je
y = 0 i lnx+ 2x+ 1 = 0.

Ako je x0 rexeǌe jednaqine lnx = −2x − 1, tada je A(x0, 0) stacionarna taqka
funkcije f .

Kako je f ′′x2 = 2 + 1/x, f ′′xy = 2y i f ′′y2 = 2x, u taqki A imamo da je a > 0 i ac − b2 =
2x0 + 1 > 0. Prema tome, funkcija f u taqki A ima lokalni minimum.

82. Taqka A(0, 0) je stacionarna taqka, f(0, 0) = 0, f(x, 0) = x2 > 0, f(0, y) = −y2 < 0

Iz d2f(A) = 2dx2 − 2dxdy − 2dy2

{
> 0, dx 6= 0, dy = 0

< 0, dx = 0, dy 6= 0
tako�e sledi da u taqki A nije

lokalni ekstremum.

83. f ′x = 3x2−4xy2, f ′y = −4x2y+4y3, f ′′x2 = 6x−4y2, f ′′y2 = −4x2+12y2, f ′′xy = −8xy

Iz f ′y = 0 sledi da je y(y−x)(y+x) = 0. Za y = 0 imamo stacionarnu taqku A(0, 0),
za y = x dobijamo stacionarnu taqku B(3/4, 3/4), a za y = −x dobijamo stacionarnu
taqku C(3/4,−3/4).

U taqki A nema lokalnog ekstremuma jer je f(A) = 0, a f(x, 0) = x3 < f(A) za x < 0
i f(x, 0) > f(A) za x > 0.

U taqki B nije lokalni ekstremum jer je

a = f ′′x2(A) =
9

4
, c = f ′′y2(A) =

9

2
, b = f ′′xy(A) = −9

2
, ac− b2 =

81

8
− 81

4
= −81

8
< 0.

Sliqno va�i i u taqki C za koju je a = 9/4 i b = c = 9/2.

84. f ′x = y − 1

2(x+ y)2
, f ′y = x− 1

2(x+ y)2
, f ′′x2 = f ′′y2 =

1

(x+ y)3
, f ′′xy = 1 +

1

(x+ y)3

f ′x = 0, f ′y = 0⇒ y = x, x3 =
1

8
, x =

1

2

S.T. A
(

1

2
,
1

2

)
, f ′′x2(A) = f ′′y2(A) = 1, f ′′xy(A) = 2, Hf (A) =

1 2

2 1

 , m1 = 1 > 0, m2 =

−3 < 0

Kako je m2 < 0, funkcija u taqi A nema lokalni ekstremum. Naravno, zakǉuqak
sledi i iz izraza za diferencijal drugog reda u taqki A,

d2f(A) = dx2 + 4dxdy + dy2 = (dx+ dy)2 + 2dxdy =

{
−2dx2 < 0, dy = −dx
6dx2 > 0, dy = dx

85. Kako je

f ′x = − 1

x2
− 1

x
, f ′y = − 2

y3
+

1

y
, f ′′x2 =

2

x3
+

1

x2
, f ′′xy = 0, f ′′y2 =

6

y4
− 1

y2
,

dobijamo samo jednu stacionarnu taqku A(−1,−
√

2), pri qemu je ac− b2 < 0.
Prema tome, funkcije f u taqki A nema lokalni ekstremum.

86. f ′x = 2xy lnx+ xy, f ′y = 2x lnx

Poxto je x > 0, iz uslova f ′x = 0 sledi da je x = 1, pa funkcija ima samo jednu
stacionarnu taqku A(1, 0).
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Da li je u toj taqki lokalni ekstremum? Vrednost funkcije u taqki A je nula, a
u taqki (1 + x, y) je

f(1 + x, y) = (1 + x)2y ln(1 + x),

pa funkcija meǌa znak zavisno od priraxtaja x i y (znak je + ako su x i y pozitivni,
a − ako je x pozitivno i y negativno). Prema tome, u taqki A funkcija nema lokalni
ekstremum.

Napomena. Na osnovu znaka za d2f(A) se tako�e mo�e videti da u taqki A nije
lokalni ekstremum. Najpre nalazimo da je

f ′′x2 = 2y lnx+ 2y, f ′′y2 = 0 f ′′xy = 2x lnx+ x, f ′′x2(A) = f ′′y2(A) = 0, f ′′xy(A) = 1,

a zatim iz jednakosti d2f(A) = 2dxdy vidimo da d2f(A) meǌa znak u zavisnosti od dx
i dy.

87. Iz jednakosti f ′x = 0 i f ′y = 0, gde je f ′x = ey + y/x i f ′y = xey + lnx, dobijamo da
je ey = −y/x i ey = x. Ako je x0 rexeǌe jednaqine x2 + lnx = 0, tada je A(x0, lnx0)
stacionarna taqka funkcije f .

Kako je f ′′x2 = −y
x
, f ′′xy = ey +

1

x
i f ′′y2 = xey, u taqki A je a = 1, b = x0 + 1/x0 i c = x20,

pa je ac− b2 = x20 − (x0 + 1/x0)
2 < 0. Prema tome, funkcija f u taqki A nema lokalni

ekstremum.

88. Za (x, y) 6= (0, 0) imamo da je

f ′x = 1 +
1√

x2 + y2
· 2x

2
√
x2 + y2

+ 3 · y

1 + (y/x)2
· −1

x2

= 1 +
x

x2 + y2
− 3y

x2 + y2

=
x2 + y2 + x− 3y

x2 + y2

Sliqno,

f ′y = −2 +
y

x2 + y2
+

3x

x2 + y2
=

3x+ y − 2x2 − 2y2

x2 + y2

Iz f ′x = 0 i f ′y = 0 sledi x = y, x2 − x = 0, x = 0 ili x = 1.

Kako funkcija f nije definisana u taqki (0, 0), jedina stacionarna taqka je A(1, 1).

Dovoǉan uslov

f ′′x2 =
y2 − x2 + 6xy

(x2 + y2)2
, f ′′xy =

3y2 − 3x2 − 2xy

(x2 + y2)2
, f ′′y2 =

x2 − y2 − 6xy

(x2 + y2)2

a = f ′′x2(A) =
3

2
, b = f ′′xy(A) = −1

2
, c = f ′′y2(A) = −3

2
, ac− b2 = −5

2
< 0

Funkcija f nema lokalnih ekstremuma (u stacionarnoj taqki je sedlo).

89. f = xg(x), g(x) = ey+x sin y, f ′x = g+xg′ = (1+x sin y)g(x, y), f ′y = x(1+x cos y)g(x, y)

Iz uslova f ′x = 0 i f ′y = 0 dobijamo sistem

1 + x cos y = 0, 1 + x sin y = 0
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iz kojeg sledi da je x cos y = x sin y. Kako je x 6= 0 (zbog f ′x = 0), to je cos y = sin y.

Prema tome, stacionarne taqke su Ak

(
−
√

2,
π

4
+ 2kπ

)
i Bk

(√
2,

5π

4
+ 2kπ

)
za k ∈ Z.

Da li su u ovim taqkama lokalni ekstremumi?

Nala�eǌem parcijalnih izvoda drugog reda dobijamo da je

f ′′x2 = (x sin y + 2) sin yg(x, y), f ′′y2 = (x2 cos2 y + 2x cos y − x sin y + 1)g(x, y),

f ′′xy = (x2 sin y cos y + x sin y + 2x cos y + 1)g(x, y)

U taqki A0(−
√

2, π/4) je

f ′′x2 =
1√
2
eπ/4−1, f ′′y2 = −

√
2eπ/4−1, f ′′xy = −eπ/4−1, f ′′x2 · f

′′
y2 − (f ′′xy)

2 = −2eπ/2−2 < 0.

Prema tome, u taqki A0 nije loklani ekstremum funkcije f .

Sliqno va�i i za ostale stacionarne taqke.

90. dz = − 4x+ 8z

2z + 8x− 1
dx− 4y

2z + 8x− 1
dy

4x+ 8z = 0

4y = 0

}
, A(−2, 0), z(A) = 1, B(16/7, 0), z(B) = −8/7

d2z(A) = −4dx2 − 4dy2 < 0, d2z(B) =
28

23
(dx2 + dy2) > 0

fmax = f(A) = 1, fmin = f(B) = −8
7

91. Neka je
F (x, y, z) = 5x2 + 5y2 + 5z2 − 2xy − 2xz − 2yz − 72

z′x = −F
′
x

F ′z
= −10x− 2y − 2z

10z − 2x− 2y
= −5x− y − z

5z − x− y
, z′y = −

F ′y
F ′z

= −10y − 2x− 2z

10z − 2x− 2y
= −5y − x− z

5z − x− y
Iz sistema

5x− y − z = 0, 5y − x− z = 0, F (x, y, z) = 0

dobijamo: y = x (oduzimaǌem prve dve), z = 4x, x = ±1 (iz F = 0)

Stacionarne taqke su: A(1, 1) (sa z(A) = 4) i B(−1,−1) (sa z(B) = −4)

Da li su u A i B LE?

z′′x2 = −(5− z′x)(5z − x− y)−

=0 (A),(B)︷ ︸︸ ︷
(5x− y − z)(5z′x − 1)

(5z − x− y)2

z′′x2(A) = −5(20− 1− 1)

182
= − 5

18
, z′′x2(B) = −5(−20 + 1 + 1)

182
=

5

18

z′′xy = −
(−1− z′y)(5z − x− y)−

=0 (A),(B)︷ ︸︸ ︷
(5x− y − z)(5z′y − 1)

(5z − x− y)2

z′′xy(A) = −−1 · 18

182
=

1

18
= z′′yx(A), z′′xy(B) = z′′yx(B) = − 1

18

z′′y2 = −
(5− z′y)(5z − x− y)−

=0 (A),(B)︷ ︸︸ ︷
(5y − x− z)(5z′y − 1)

(5z − x− y)2
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z′′y2(A) = −5 · 18

182
= − 5

18
, z′′y2(B) = −5 · (−18)

182
=

5

18

A : ac− b2 = 52/182 − 1/182 = 24/182 > 0, a = −5/18 < 0 ⇒ fmax = f(A) = 4

B : ac− b2 = 52/182 − (−1)2/182 = 24/182 > 0, a = 5/18 > 0 ⇒ fmin = f(B) = −4

92. Ako je F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − xz − yz + 2x+ 2y − 14, tada je

z′x = −F
′
x

F ′z
, z′y = −

F ′y
F ′z
, (1)

pa stacionarne taqke dobijamo iz sistema F ′x = 0, F ′y = 0 i F = 0. Kako je F ′x = 2x−z+2
i F ′y = 2y− z+ 2, iz jednakosti F ′x = 0 i F ′y = 0 sledi da je y = x i z = 2x+ 2. Zamenom
y i z u jednakosti F = 0 dobijamo da je x2 + 4x − 5 = 0, xto znaqi da je x = −5 ili
x = 1.

Prema tome, stacionarne taqke su A(−5,−5) i B(1, 1), pri qemu je f(A) = −8 i
f(B) = 4.

Iz jednakosti (1) sledi da je

z′′x2 = −
(F ′′x2 + F ′′xz · z′x)F ′z − F ′x(F ′′zx + F ′′z2 · z

′
x)

F ′2
z

. (2)

Obzirom da je u stacionarnim taqkama z′x = F ′x = 0, iz jednakosti (2) vidimo da u

stacionarnim taqkama va�i z′′x2 = −
F ′′x2

F ′z
. Na isti naqiin iz jednakosti (1) dobijamo

da u stacionarnim taqkama va�i z′′y2 = −
F ′′y2

F ′z
i z′′xy = −

F ′′xy
F ′z

. Prema tome, za funkciju

f imamo da je u stacionarnim taqkama

z′′x2 = z′′y2 =
2

x+ y − 2z
. z′′xy = 0

(jer je F ′′x2 = F ′′y2 = 2, F ′′xy = 0 i F ′z = 2z − x− y).

Specijalno, u taqki A je

z′′x2 = z′′y2 =
1

3
, d2f(A) =

1

3
(dx2 + dy2),

a u taqki B je

z′′x2 = z′′y2 = −1

3
, d2f(B) = −1

3
(dx2 + dy2).

Prema tome, funkcija f : (x, y) 7→ z u taqki A ima lokalni minimum koji je jednak
−8, a u taqki B ima lokalni maksimum koji je jednak 4. Dakle,

fmin = f(A) = −8, fmax = f(B) = 4.

93. Ako je F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − xz − yz + 2x+ 2y + 2z − 2, tada je

F ′x = 2x− z + 2, F ′y = 2y − z + 2, F ′z = 2z − x− y + 2, F ′′x2 = F ′′y2 , F ′′xy = 0.

Iz sistema F ′x = 0, F ′y = 0 i F = 0 nalazimo dve stacionarne taqke A(−3+
√

6,−3+
√

6)

i B(−3−
√

6,−3−
√

6), pri qemu je f(A) = −4 + 2
√

6 i f(B) = −4− 2
√

6. Kako je

d2f(A) = − 1√
6

(dx2 + dy2), d2f(B) = − 1√
6

(dx2 + dy2),

funkcija f u taqki A ima lokalni maksimum, a u taqki B ima lokalni minimum.
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94. Ako je F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 3xz − xy − 4x+ 2y + 4z + 4, tada je

z′x = −F
′
x

F ′z
, z′y = −

F ′y
F ′z
, (3)

pa stacionarne taqke dobijamo iz sistema F ′x = 0, F ′y = 0 i F = 0. Kako je F ′x =
2x − 3z − y − 4 i F ′y = 2y − x + 2, iz jednakosti F ′x = 0 i F ′y = 0 sledi da je z = y i
x = 2y + 2. Zamenom x i z u jednakosti F = 0 dobijamo da je y(y + 1) = 0, xto znaqi
da je y = 0 ili y = −1.

Prema tome, stacionarne taqke su A(2, 0) i B(0,−1), pri qemu je f(A) = 0 i f(B) =
−1.

Iz jednakosti (3) sledi da je

z′′x2 = −
(F ′′x2 + F ′′xz · z′x)F ′z − F ′x(F ′′zx + F ′′z2 · z

′
x)

F ′2
z

. (4)

Obzirom da je u stacionarnim taqkama z′x = F ′x = 0, iz jednakosti (4) vidimo da u

stacionarnim taqkama va�i z′′x2 = −
F ′′x2

F ′z
. Na isti naqiin iz jednakosti (3) dobijamo

da u stacionarnim taqkama va�i z′′y2 = −
F ′′y2

F ′z
i z′′xy = −

F ′′xy
F ′z

.

Kako je F ′′x2 = F ′′y2 = 2, F ′′xy = −1 i F ′z = 2z − 3x + 4, za funkciju f u stacionarnim
taqkama va�i

z′′x2 = z′′y2 =
−2

2z − 3x+ 4
, z′′xy =

1

2z − 3x+ 4
.

Specijalno, u taqki A je

z′′x2 = z′′y2 = 1, z′′xy = −1

2
, d2f(A) = dx2 − dxdy + dy2 =

1

2

(
dx2 + dy2 + (dx− dy)2

)
,

a u taqki B je

z′′x2 = z′′y2 = −1, z′′xy =
1

2
, d2f(B) = −dx2 + dxdy − dy2 = −d2f(A).

Prema tome, funkcija f : (x, y) 7→ z u taqki A ima lokalni minimum koji je jednak 0,
a u taqki B ima lokalni maksimum koji je jednak −1. Dakle,

fmin = f(A) = 0, fmax = f(B) = −1.

95. Diferenciraǌem po x, odnosno po y, dobijamo

2zz′x + yz + xyz′x − y2 − 3x2 = 0, 2zz′y + xz + xyz′y − 2y = 0. (5)

Iz ovih jednakosti sledi da je

z′x =
y2 + 3x2 − yz

xy + 2z
, z′y =

2xy − xz
xy + 2z

.

Rexavaǌem sistema

z′x = 0, z′y = o, x2 + xyz − xy2 − x3 = 0

dobijamo tri stacionarne taqke: A(0, 0) sa z(A) = 0, B(−6, 6
√

3) sa z(B) = 12
√

3 i
C(−6,−6

√
3) sa z(C) = −12

√
3.
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Novim diferenciraǌem u jednakostima (5) po x, odnosno po y, a zatim u prvoj
jednakosti iz (5) po y, nalazimo

2z′xz
′
x + 2zz′′x2 + yz′x + yz′x + xyz′′x2 − 6x = 0,

2z′yz
′
y + 2zz′′y2 + xz′y + xz′y + xyz′′y2 − 2x = 0,

2z′yz
′
x + 2zz′′xy + z + yz′y + xz′x + xyz′′xy − 2y = 0.

U taqki A funkcija nema lokalni ekstremum jer je

z′′x2(A) · z′′y2(A)− (z′′xy(A))2 < 0.

U taqki B je z′′x2 =
√

3 > 0 i z′′x2 · z
′′
y2 − (z′′xy)

2 =
√

3 · 1√
3
− 0 = 1 > 0, pa funkcija f u

taqki B ima lokalni minimum, fmin = f(B) = 12
√

3.

U taqki C je z′′x2 = −
√

3 < 0 i z′′x2 · z
′′
y2 − (z′′xy)

2 = 1 > 0, pa funkcija f u taqki C ima

lokalni maksimum, fmax = f(C) = −12
√

3.

96. Diferenciraǌem leve strane date jednakosti, pod pretpostavkom da je 2z+x 6= 0,
dobijamo da je

f ′x(x, y) = −z + x− 1

2z + x
, f ′y(x, y) = −3y2 + 12y

4z + 2x
.

Iz uslova z = −x+ 1, y(y + 4) = 0 i date jednakosti dobijamo dve stacionarne taqke
A(5, 0) i B(−1, 0). Poxto je

f ′′x2(x, y) = − 1

2z + x
, f ′′y2(x, y) = −3y + 6

2z + x
, f ′′xy(x, y) = 0,

dobijamo da je f ′′x2(A) = 1/3, f ′′y2(A) = 2, f ′′x2(B) = −1/3, f ′′y2(B) = −2, pa je

Hf (A) =

1/3 0

0 2

 , Hf (B) =

1/3 0

0 2

 .
Prema tome, u taqki A je m1 > 0 i m2 > 0, a u taqki B je m1 < 0 i m2 > 0, xto znaqi
da je fmin = f(A) = −4 i fmax = f(B) = 2.

97. Diferenciraǌem po x leve strane date jednakosti imamo

4x− 4zz′x + 2y + yz′x = 0, (6)

odakle dobijamo

z′x = − 4x+ 2y

−4z + y
.

Sliqno, diferenciraǌem date jednakosti po y imamo

2y − 4zz′y + 2x+ z + yz′y = 0, (7)

odakle dobijamo

z′y = −2x+ 2y + z

−4z + y
.
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Stacionarne taqke nalazimo rexavaǌem sistema

F (x, y, z) = 0, z′x = 0, z′y = 0.

Iz z′x = 0 imamo y = −2x, a iz z′y = 0 imamo z = 2x. Zamenom ovih vrednosti u
jednakosti F (x, y, z) = 0 dobijamo x2 = 1. Prema tome, stacionarne taqke su A(1,−2)
i B(−1, 2), pri qemu je z(A) = 2 i z(B) = −2.

Sada treba proveriti da li su u taqkama A i B lokalni ekstremumi date funkcije
f . Diferenciraǌem jednakosti (6) po x, odnosno po y dobijamo

4− 4z′xz
′
x − 4zz′′x2 + yz′′x2 = 0,

−4z′yz
′
x − 4zz′′xy + 2 + z′x + yz′′xy = 0,

a diferenciraǌem jednakosti (7) po y dobijamo

2− 4z′yz
′
y − 4zz′′y2 + z′y + z′y + yz′′y2 = 0.

Iz ovih jednakosti nalazimo da je

a = z′′x2(A) =
2

5
, b = z′′xy(A) =

1

5
, c = z′′y2(A) =

1

5
.

Kako je ac − b2 =
1

25
> 0 i a > 0, u taqki A je lokalni minimum, fmin = f(A) = 2.

Sliqno dobijamo da je u taqki B lokalni maksimum, fmax = f(B) = −2, jer je u ǌoj

a = −2

5
, b = c = −1

5
, ac− b2 =

1

25
> 0, a < 0.

98. Diferenciraǌem po x leve strane date jednakosti imamo

−z2 · z′x + yz + xyz′x + y2 + 2xy = 0, (8)

odakle dobijamo

z′x =
yz + y2 + 2xy

z2 − xy
.

Sliqno, diferenciraǌem date jednakosti po y imamo

−z2 · z′y + xz + xyz′y + 2xy + x2 = 0, (9)

odakle dobijamo

z′y =
xz + 2xy + x2

z2 − xy
.

Stacionarne taqke nalazimo rexavaǌem sistema

F (x, y, z) = 0, z′x = 0, z′y = 0,

gde je

F (x, y, z) = 8− z3

3
+ xyz + xy2 + x2y.

Iz z′x = 0 i z′y = 0 sledi da je y = x i z = −3x. Zamenom y sa x i z sa −3x u
F (x, y, z) = 0 dobijamo da je x3 = −1, odnosno x = −1. Prema tome, jedina stacionarna
taqka funkcije f je taqka A(−1,−1), pri qemu je z(A) = 3.
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Sada treba proveriti da li je u taqki A lokalni ekstremum funkcije f .

Diferenciraǌem jednakosti (8) po x, odnosno po y dobijamo

−2zz′xz
′
x − z2z′′x2 + yz′x + yz′x + xyz′′x2 + 2y = 0,

−2zz′yz
′
x − z2z′′xy + z + yz′y + xz′x + xyz′′xy + 2y + 2x = 0,

a diferenciraǌem jednakosti (9) po y dobijamo

−2zz′yz
′
y − z2z′′y2 + xz′y + xz′y + xyz′′y2 + 2x = 0.

Iz ovih jednakosti nalazimo da je

a = z′′x2(A) = −1

4
, b = z′′xy(A) = −1

8
, c = z′′y2(A) = −1

4
.

U taqki A je lokalni maksimum, fmax = f(A) = 3, jer je ac− b2 =
3

64
> 0 i a < 0.

99. Diferenciraǌem po x leve strane date jednakosti imamo

3z2 · z′x + 2zy · z′x − 2x+ 4 = 0, (10)

odakle dobijamo

z′x =
2x− 4

3z2 + 2zy
.

Sliqno, diferenciraǌem date jednakosti po y imamo

3z2 · z′y + 2zy · z′y + z2 − 2y = 0, (11)

odakle dobijamo

z′y =
2y − z2

3z2 + 2zy
.

Stacionarne taqke nalazimo rexavaǌem sistema

F (x, y, z) = 0, z′x = 0, z′y = 0,

gde je
F (x, y, z) = z3 + z2y − x2 − y2 + 4x− 4.

Iz z′x = 0 i z′y = 0 sledi da je x = 2 i z2 = 2y. Zamenom y sa z2/2 i x sa 2 u F (x, y, z) = 0
dobijamo da je z = −4. Prema tome, jedina stacionarna taqka funkcije f je taqka
A(2, 8), pri qemu je z(A) = −4.

Sada treba proveriti da li je u taqki A lokalni ekstremum funkcije f .

Diferenciraǌem jednakosti (10) po x, odnosno po y dobijamo

6zz′xz
′
x + 3z2z′′x2 + 2yz′xz

′
x + 2zyz′′x2 − 2 = 0,

6zz′yz
′
x + 3z2z′′xy + 2yz′yz

′
x + 2zz′x = 0,

a diferenciraǌem jednakosti (11) po y dobijamo

6zz′yz
′
y + 3z2z′′y2 + 2yz′yz

′
y + 2zyz′′y2 + 2zz′y + 2zz′y − 2 = 0.

Iz ovih jednakosti (uzimaju�i u obzir da je z′x(A) = z′y(A) = 0) nalazimo da je

a = z′′x2(A) = −1

8
, b = z′′xy(A) = 0, c = z′′y2(A) = −1

8
.

U taqki A je lokalni maksimum jer je ac − b2 =
1

64
> 0 i a < 0. Prema tome, fmax =

f(A) = −4.
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100. Prvo rexeǌe. Diferenciraǌem po x date jednakosti imamo

3z + 3xz′x + yz′x −
1

x
= 0, (12)

odakle dobijamo

z′x =
1− 3xz

3x2 + xy
.

Primetimo da je 3x2 + xy 6= 0 jer je xy > 0.

Sliqno, diferenciraǌem date jednakosti po y imamo

3xz′y + z + yz′y −
1

y
= 0, (13)

odakle dobijamo z′y =
1− yz

3xy + y2
.

Iz sistema
1− 3xz = 0, 1− yz = 0, 3xz + yz − ln(3xy) = 2

dobijamo dve stacionarne taqke A(1/3, 1) i B(−1/3,−1), pri qemu je z(A) = 1 i z(B) =
−1.

Diferenciraǌem jednakosti (12) najpre po x, a zatim i po y, kao i jednakosti
(13) po y, uzimaju�i u obzir da je z′x(A) = z′y(A) = z′x(B) = z′y(B) = 0, dobijamo da je
u stacionarnim taqkama

(3x+ y)z′′x2 +
1

x2
= 0, z′′xy = 0, (3x+ y)z′′y2 +

1

y2
= 0.

Zamenom odgovaraju�ih vrednosti nalazimo da je

z′′x2(A) = −z′′x2(B) = −9/2, z′′y2(A) = −z′′y2(B) = −1/2,

xto znaqi da je u taqki A lokalni maksimum, a u taqki B lokalni minimum.

Prema tome, fmin = f(B) = −1 i fmax = f(A) = 1.

Napomena. Zadatak je rexavan smatraju�i da je funkcija f implicitno defin-
isana datom jednakox�u. Me�utim, iz te jednakosti imamo i eksplicitno vrednost
funkcije f (videti Tre�e rexeǌe.)

Drugo rexeǌe. Ako je

F (x, y, z) = 3xz + yz − ln(3xy)− 2,

tada je

z′x = −F
′
x

F ′z
= −3z − 1/x

3x+ y
, z′y = −

F ′y
F ′z

= −z − 1/y

3x+ y
.

Stacionarne taqke A i B dobijamo rexavaǌem sistema

3z − 1

x
= 0, z − 1

y
= 0, F (x, y, z) = 0.

Nala�eǌem parcijalnih izvoda drugog reda dobijamo

z′′x2 =
−9x+ 18x2z − y
x2(3x+ y)2

, z′′y2 =
−3y + 2zy2 − 3x

y2(3x+ y)2
, z′′xy =

−y + 6xyz − 3x

xy(3x+ y)2
.
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Daǉe isto kao u Prvom rexeǌu.

Tre�e rexeǌe. Iz date jednakosti sledi da je

f(x, y) = z = −2 + ln(3xy)

3x+ y
, xy > 0.

Nala�eǌem parcijalnih izvoda dobijamo

f ′x =
−3x+ y +−3x ln(3xy)

x(3x+ y)2
, f ′y =

3x− y − y ln(3xy)

y(3x+ y)2
,

f ′′x2 =
9x2 − 12xy − y2 + 18x2 ln(3xy)

x2(3x+ y)3
,

f ′′xy =
6xy − y2 − 9x2 + 6xy ln(3xy)

xy(3x+ y)3
,

f ′′y2 =
−9x2 − 12xy + y2 + 2y2 ln(3xy)

y2(3x+ y)3
,

a daǉe isto kao u Prvom rexeǌu.

101. Diferenciraǌem u datoj jednakosti po x imamo

12xz + 6x2z′x + 3y2z′x + 3z2z′x = 0, (14)

odakle dobijamo

z′x = − 4xz

2x2 + y2 + z2
.

Sliqno diferenciraǌem po y dobijamo

z′y = − 2yz

2x2 + y2 + z2
.

Oqigledno da je A(0, 0) jedina stacionarna taqka funkcije f .

Diferenciraǌem u jednakosti (14) po x i zamenom x = y = z′x = 0 i z = −1
nalazimo da je a = z′′x2(A) = 4. Sliqno dobijamo b = z′′xy(A) = 9 i c = z′′y2(A) = 2. Kako
je ac− b2 > 0 i a > 0 u taqki A funkcija f ima lokalni minimum koji je jednak −1.

102. Dati uslov mo�e da se napixe u obliku F (x, y, z) = 0, gde je

F (x, y, z) = x2z + y2z − 2xz2 − 2yz2 − 2.

Diferenciraǌem po x imamo

2xz + x2z′x + y2z′x − 4xzz′x − 2z2 − 4yzz′x = 0, (15)

odakle dobijamo

z′x =
2z2 − 2xz

x2 + y2 − 4xz − 4yz
.

Sliqno diferenciraǌem po y dobijamo

z′y =
2z2 − 2yz

x2 + y2 − 4xz − 4yz
.
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Rexavaǌem sistema z′x = 0, z′y = 0, F (x, y, z) = 0 dobijamo da je A(−1,−1) jedina
stacionarna taqka funkcije f , pri qemu je f(A) = −1.

Diferenciraǌem u jednakosti (15) po x i zamenom x = y = z = −1 i z′x = 0
nalazimo da je a = z′′x2(A) = −1/3. Sliqno dobijamo b = z′′xy(A) = 0 i c = z′′y2(A) = −1/3.
Kako je ac− b2 > 0 i a < 0 u taqki A funkcija f ima lokalni maksimum koji je jednak
−1.

Napomene.

1. Izraze za z′x i z′y mo�emo dobiti i pomo�u funkcije F ,

z′x = −F
′
x

F ′z
, z′y = −

F ′y
F ′z
.

2. Izraze za z′y i z′′y2 mo�emo i direktno pisati iz izraza za z′x i z′′x2 tako xto
zamenimo x sa y i y sa x (obzirom na simetriju funkcije F ).

3. Iz date jednakosti z mo�e i eksplicitno da se izrazi kao funkcija promenǉivih
x i y (kvadratna jednaqina po z), s tim xto postoje dve takve funkcije

z1/2 =
x2 + y2 ±

√
(x2 + y2)2 − 16(x+ y)

4(x+ y)
.

103. Ako je F (x, y, z) = z3 + xyz + x2 + 2y2 + 8, tada je

z′x = −F
′
x

F ′z
= − yz + 2x

3z2 + xy
, z′y = −

F ′y
F ′z

= − xz + 4y

3z2 + xy
.

Stacionarne taqke dobijamo rexavaǌem sistema

2x+ zy = 0, zx+ 4y = 0, F (x, y, z) = 0.

1. Ako je z2 6= 8, prve dve jednaqine imaju trivijalno rexeǌe (po x i y), pri qemu
iz tre�e jednaqine (F = 0) dobijamo z = −2. U tom sluqaju imamo stacionarnu
taqku A(0, 0) za koju je z(A) = −2.

2. Ako je z2 = 8, odnosno z = 2
√

2 ili z = −2
√

2, sistem nema rexeǌa.

Prema tome, jedina stacionarna taqka je A(0, 0). Nala�eǌem parcijalnih izvoda

drugog reda dobijamo z′′x2(A) = −1

6
, z′′xy(A) =

1

6
i z′′y2(A) = −1

3
. Kako je

z′′x2(A) · z′′y2(A)−
(
z′′xy(A)

)2
> 0, z′′x2(A) < 0,

to je fmax = f(A) = −2.

104. Iz date jednakosti, diferenciraǌem po x i po y, dobijamo

6x− 2y − 4zz′x + 8 = 0, −2x+ 2y − 4zz′y − 4 = 0, (16)

odakle imamo da je

z′x =
3x− y + 4

2z
, z′y =

y − x− 3

2x
.

Iz jednakosti z′x = 0 i z′y = 0, uzimaju�i u obzir da je z > 0, dobijamo samo jednu
stacionarnu taqku A(−1, 1).
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Novim diferenciraǌem u jednakostima (16) po x, odnosno po y, a zatim i u prvoj
jednakosti iz (16) po y, dobijamo

6− 4z′xz
′
x − 4zz′′x2 = 0, −2− 4z′yz

′
x − 4zz′′xy = 0, 2− 4z′yz

′
y − zz′′y2 = 0,

odakle nalazimo da je

a = z′′x2(A) =
3

2
, b = z′′xy(A) = −1

2
, c = z′′y2(A) =

1

2
.

Kako je ac− b2 =
1

2
i a > 0, to je fmin = f(A) =

√
7.

105. Iz date jednakosti, diferenciraǌem po x i po y, dobijamo

2x+ y + 2zz′x = 0, x+ 2y + 2zz′y − 3 = 0 (17)

iz kojih sledi da je

z′x = −2x+ y

2z
, z′y =

3− x− 2y

2z
.

Rexavaǌem sistema z′x = 0, z′y = 0, odnosno 2x+y = 0, x+2y = 3, nalazimo stacionarnu
taqku A(−1, 2). Diferenciraǌem u jednakostima (17) dobijamo jednakosti

2 + 2z′xz
′
x + 2zz′′x2 = 0, 1 + 2z′yz

′
x + 2zz′′xy = 0, 2 + 2z′yz

′
y + 2zz′′x2 = 0

iz kojih sledi da je

z′′x2(A) = −1

2
= a, z′′y2(A) = −1

2
= c, z′′xy(A) = −1

4
= b.

Kako je ac− b2 =
1

4
− 1

16
> 0 i a < 0, to je zmax = z(A) = 2.

106. Prvi parcijalni izvodi date funkcije su

z′x =
3(2− z − x2)
2z + 3x+ 2y

, z′y =
2(1− y − z)
2z + 3x+ 2y

. (18)

Iz uslova z′x = 0, z′y = 0 dobijamo z = 2− x2 i y = 1− z= x2 − 1. Zamenom izraza za y
i z u datoj jednaqi dobijamo x3 +x2− 2 = 0. Ova jednaqina ima jedno realno rexeǌe
(x = 1), pa je M(1, 0) stacionarna taqka i z(1, 0) = 1. Diferenciraǌem po x u prvoj
jednakosti u (18) nalazimo

z′′x2 = 3 · (−z′x − 2x)(2z + 3x+ 2y)− (2z′x + 3)(2− z − x2)
(2z + 3x+ 2y)2

,

a zatim zamenom koordinata taqke M i zamenom vrednosti z(M) dobijamo z′′xx(1, 0) =

−6

5
.

Sliqno se dobija da je z′′xy(1, 0) = 0, z′′y2(1, 0) = −2

5
, pa je

Hz(M) =

−6/5 0

0 −2/5

 .
Kako je m1 = −6/5 < 0 i m2 = 12/25 > 0, data funkcija u taqki M(1, 0) ima lokalni
maksimum zmax = 1.

Strana 41


