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Ispitati da li postoji lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) za datu funkciju f : R2 \ {(0, 0)} → R i u

sluqaju da postoji izraqunati navedenu graniqnu vrednost.

1. f(x, y) = (x− y) cos 1

x2 + y2
.

2. f(x, y) =
x2 + y2√

x2 + y2 + 1− 1
.

3. f(x, y) =
x3 − y2

x2 + y2
.

4. f(x, y) =
x+ y3

x2 + y2
.

5. f(x, y) =
x3 + y3

x2 + y2
.

6. f(x, y) =
x3 + y2

x2 + y2
.

7. f(x, y) =
y3 − x3

x2 + y2
.

8. f(x, y) = x
x2 − y2

x2 + y2
.

9. f(x, y) = xy
x2 − y2

x2 + y2
.

10. f(x, y) =
x2y − xy2

x2 + y2
.

11. f(x, y) =
x2 + xy + y2

x2 − xy + y2
.

12. f(x, y) =
x5 + y5

x4 + y4
.

13. f(x, y) =
x3 + y5

x4 + y4
.

14. f(x, y) =
x4y − xy2

x4 + y2
.

15. f(x, y) =
xy3

x2 + y2
.
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16. f(x, y) =
x2y2

x2 + y4
.

17. f(x, y) =
x2y2

x4 + y4
.

18. f(x, y) =
y4

x2 + y4
.

19. f(x, y) =
xy4

x4 + y6
.

20. f(x, y) =
x3y2

x4 + y4
.

21. f(x, y) =
x3y4

x6 + y6
.

22. f(x, y) =
x2y4

x4 + y6
.

23. f(x, y) =
|x|a|y|b

x2 + y2
, a, b ∈ R+, a+ b > 2.

24. f(x, y) =
|xy|α

(x2 + y2)β
, α, β ∈ R+, α > β.

25. f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2
.

26. f(x, y) =
xy√
x2 + y2

.

27. f(x, y) =
x2 + y√
x2 + y2

.

28. f(x, y) =
x2 − y2√
x2 + y2

.

29. f(x, y) =
x2 − y2

x2 + y2

(
e
√
x2+y2 − 1

)
.

30. f(x, y) =
sinx · sin y
x2 + y2

.

31. f(x, y) =
sin2 x− y2

x2 + y2
.

32. f(x, y) =
sinx · sin y√
x2 + y2

.

33. f(x, y) =
1− cos(x3 + y3)

x2 + y2
.

34. f(x, y) =
sin |x− y|√
x2 + y2

.
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35. f(x, y) =
xy2

x4 + y2
sin

1√
x2 + y2

.

36. f(x, y) =
xy2 + sin(x3 + y5)

x2 + y4
.

37. f(x, y) =
xy√
x2 + y2

sin
xy

x2 + y2
.

38. f(x, y) =
y3 − x4

x2 + y2
cos

1√
x2 + y2

.

39. f(x, y) =
x2 + y3√
x2 + y4

.

40. f(x, y) =
x3 − 3x2y√
x2 + y4

sin
1√

x2 + y4
.

41. f(x, y) =
x− y2

3
√
x2 + y4

.

42. f(x, y) =
x3 − y3√
x4 + y4

.

43. f(x, y) =
y3 + x2y√
x4 + y4

.

44. f(x, y) =
y3 cos y + x3 cosx√

x4 + y4
.

45. f(x, y) =
sin(x3 + y3)

x2 + y2
.

46. f(x, y) =
1

x2 + y2
sin

x3y2

x2 + y2
.

47. f(x, y) =
sin(xy)√
x2 + y2

.

48. f(x, y) =
sin(xy)

|x|+ |y|
.

49. f(x, y) =
sin(xy)

x2 + y2
.

50. f(x, y) =
x2 sin y

x2 + y2
.

51. f(x, y) =
1− cos

√
x2 + y2

x2 + y2
.

52. f(x, y) =
sinx2 + sin 2xy + sin y2√

x2 + y2
.

53. f(x, y) =
x sin y − y sinx

x2 + y2
.
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54. f(x, y) =
x5 + y4

sin2(x2 + y2)
.

55. f(x, y) =
sinx2 sin y

x2 + sinh2 y
.

56. f(x, y) =
xy sinxy

sinhx2 + sinh y2
.

57. f(x, y) =
x4 − y4

sin(x2 + y2)
.

58. f(x, y) =
x2 tan y

x2 + y2
.

59. f(x, y) =
sin(x2 + y2) + x2 sin y

sinh(x2 + y2)
.

60. f(x, y) =
xy2

x2 + y4
tanh y2.

61. f(x, y) = xy ln(x2 + y2).

62. f(x, y) = x2 ln(x2 + y2).

63. f(x, y) =
y4 ln(x2 + y2)

x2 + y2
.

64. f(x, y) =
ln(1 + x4 + y4)

sin(x2 + y2)
.

65. f(x, y) =
xy + x2y ln |x+ y|

x2 + y2
.

66. f(x, y) =
ln
√

1 + x2 + y2

sinh(x2 + y2)
.

67. f(x, y) =
x4 − y4

x6 + y6
ln(1 + x4 + y4 − x2y2).

68. f(x, y) =
sin(x2 + y2)

x6 + y6
ln(1 + x4 + y4 − x2y2).

69. f(x, y) = (1 + x2y2)
− 1

x2+y2 .

70. f(x, y) =
ye−1/x

2

y2 + e−2/x2
.

71. f(x, y) =
e−1/
√
x2+y2

x2 + y2
.

72. f(x, y) =
e−1/(x

2+y2)

sin
√
x2 + y2

.

73. f(x, y) =
y2/2− x4/12 + cos y − cos(1− cosx)

x4 + y4
.

Strana 4



Dragan �ori� Graniqne vrednosti funkcija dve promenǉive

Ispitati da li postoji lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) za datu funkciju f : R2 → R i ako postoji

izraqunati datu graniqnu vrednost.

74. f(x, y) =
|x|
y2
e−|x|/y

2
za y 6= 0 i f(x, 0) = 0.

75. f(x, y) =
x3 + y2

x2 + y
za x2 + y 6= 0 i f(x,−x2) = 0.

76. f(x, y) =
1− cos

√
|xy|

y
za y 6= 0 i f(x, 0) = 0.

77. f(x, y) =
ln(1 + x2y2)

y2
za y 6= 0 i f(x, 0) = 0.

78. f(x, y) =
1

y
e−1/(x

2y2) za xy 6= 0 i f(x, y) = 0 za xy = 0.

79. f(x, y) =
y

x2
e−1/|x| za x 6= 0 i f(0, y) = 0.

80. f(x, y) =
y

x2
e−y/x

2
za x 6= 0 i f(0, y) = 0.

81. f(x, y) =
sin(x4 − y4)

xy
za xy 6= 0 i f(x, y) = 0 za xy = 0.

82. f(x, y) = xy ln

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ za xy 6= 0 i f(x, y) = 0 za xy = 0.

83. f(x, y) = y +
1

y
arctan(x2y) za y 6= 0 i f(x, 0) = 0.

84. f(x, y) = xearctan
y
x za x 6= 0 i f(0, y) = 0.

85. f(x, y) =
xex − yey

x− y
za x 6= y i f(x, x) = 1.

Ispitati da li postoji lim
(x,y)→(0+,0+)

f(x, y) za datu funkciju f : R+2 → R i ako

postoji izraqunati datu graniqnu vrednost.

86. f(x, y) =
x2y2

x3 + y3
.

87. f(x, y) =
x2ay2b

x3a + y3b
, a, b > 0.

88. f(x, y) =
x2ay2b

x3a + y3b
, ab < 0.

89. f(x, y) =
x2ay2b

x3a + y3b
, a, b < 0.
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Neka je D = {(x, y) | 0 <
√
x2 + y2 < π/2}. Za datu funkciju f : D → R izraqunati

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y).

90. f(x, y) =
sinx sin y

tan
√
x2 + y2

.

91. f(x, y) = x3y3
sin(x2 − y2)
tan(x2 + y2)

.
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Rezultati, uputstva, rexeǌa

1. Kako je |f(x, y)| ≤ |x− y| ≤ |x|+ |y|, to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

2. Racionalisaǌem imenioca imamo da je

f(x, y) =
(x2 + y2)(

√
x2 + y2 + 1 + 1)

x2 + y2
=
√
x2 + y2 + 1 + 1,

pa je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 2.

3. Ne postoji jer je f(0, y) = −1, a lim
x→0

f(x, 0) = 0.

4. Ne postoji jer f(x, 0) =
1

x
→ +∞ kada x→ 0+.

Napomena. Da graniqna vrednost ne postoji sledi i iz toga xto je lim
y→0

f(0, y) = 0

i lim
x→0+

f(x,
√
x) = 1.

5. Poxto je

|f(x, y)| ≤ x2|x|+ y2|y|
x2 + y2

≤ |x|+ |y|,

to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

6. Ne postoji jer je f(0, y) = 1 i lim
x→0

f(x, 0) = 0.

7. Iz nejednakosti

|f(x, y)| ≤ |y
3|+ |x3|
x2 + y2

=
y2

x2 + y2
|y|+ x2

x2 + y2
|x| ≤ |y|+ |x|,

sledi da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

8. Iz |f(x, y)| ≤ |x| sledi da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

9. Iz |f(x, y)| ≤ |xy| sledi da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

10. Poxto je

|f(x, y)| ≤ |x2y|
x2 + y2

+
|xy2|
x2 + y2

≤ |y|+ |x|,

to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

11. Ne postoji jer je f(x, 0) = 1 i f(x, x) = 3.

12. Iz nejednakosti

|f(x, y)| ≤ |x|5

x4 + y4
+
|y|5

x4 + y4
=

x4

x4 + y4
|x|+ y4

x4 + y4
|y| ≤ |x|+ |y|

sledi da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.
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13. Ne postoji jer je lim
x→0+

f(x, 0) = +∞.

14. Kako je

|f(x, y)| ≤ x4

x4 + y2
· |y|+ y2

x4 + y2
· |x|,

to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

15. Kako je |f(x, y)| ≤ |xy| · y2

x2 + y2
≤ |xy|, to je lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

16. Iz 0 ≤ f(x, y) ≤ y2 sledi da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

17. Ne postoji jer je f(0, y) = 0 i f(x, x) = 1/2.

18. Ne postoji1 jer je lim
x→0

f(x, x) = 0, a lim
x→0

f(x2, x) = 1/2.

19. Ne postoji jer je f(0, y) = 0 i lim
y→0

f(y2, y) = lim
y→0

y6

y8 + y6
= 1.

20. Za (x, y) 6= (0, 0) je

|f(x, y)| ≤ max{|x|, |y|}5

max{|x|, |y|}4
= max{|x|, |y|} → 0 kada (x, y)→ (0, 0).

Prema tome, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

Drugo rexeǌe. Iz nejednakosti x4 + y4 ≥ 2x2y2 za xy 6= 0 sledi

|f(x, y)| ≤ |x
3y2|

2x2y2
=
|x|
2
→ 0 kada x→ 0.

Za xy = 0 je f(x, y) = 0.

21. Za (x, y) 6= (0, 0) je

|f(x, y)| ≤ max{|x|, |y|}7

max{|x|, |y|}6
= max{|x|, |y|} → 0 kada (x, y)→ (0, 0).

Prema tome, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

22. Iz

f(x, y) ≤ (x4)2/4(y6)4/6

x4 + y6
≤ (x4 + y6)1/2(x4 + y6)2/3

x4 + y4
= (x4 + y6)1/6,

sledi da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

23. Procenom kao u prethodnom zadatku dobijamo da je |f(x, y)| ≤ (x2+y2)a/2+b/2−1, pa
je lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

1Zanimǉivo je da graniqna vrednost postoji po svakom pravcu, lim
x→0

f(x, kx) = 0.
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24. Procenom kao u prethodna dva zadatka dobijamo da je |f(x, y)| ≤ (x2 + y2)α−β, pa
je lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

25. Ne postoji jer je f(0, y) = 0, a f(x, x) = 1.

26. Kako je |f(x, y)| ≤ |x|√
|x|2 + y2

|y| ≤ |y|, to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

27. Ne postoji jer je lim
x→0

f(x, 0) = 0, a lim
x→0+

f(x, x) =
1√
2
.

28. Kako je |f(x, y)| ≤ x2 + y2√
x2 + y2

=
√
x2 + y2, to je lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

29. Ako je g(x, y) =
x2 − y2√
x2 + y2

i h(x, y) =
e
√
x2+y2 − 1√
x2 + y2

, tada je f = gh.

Kako je lim
(x,y)→(0,0)

h(x, y) = 1 i kako na osnovu prethodnog zadatka imamo da je

lim
(x,y)→(0,0)

g(x, y) = 0, to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

30. Ne postoji jer je f(0, 0) = 0, a lim
x→0

f(x, x) = 1.

31. Ne postoji jer je lim
x→0

f(x, 0) = 1, a f(0, y) = −1.

32. Kako je |f(x, y)| ≤ |x| · |y|√
|x|2 + y2

| ≤ 1

2
· x

2 + y2√
x2 + y2

=
1

2

√
x2 + y2, to je lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

33. Iz jednakosti

f(x, y) =
2 sin2

x3 + y3

2
x2 + y2

=
2 sin2 x

3+y3

2(
x3+y3

2

)2 · (x3 + y3

2

)2

· 1

x2 + y2

imamo da je f(x, y) = g(x, y)h(x, y), gde je h(x, y) =
1

2
· (x

3 + y3)2

x2 + y2
. Kako g(x, y) → 1 i

h(x, y)→ 0 kada (x, y)→ (0, 0), to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

34. Ne postoji jer je f(x, x) = 0 i f(x, 0)→ 1 kada x→ 0.

35. Poxto je f(x, y) ≤ y2

x4 + y2
|x|, to je lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

36. Ne postoji jer je f(x, 0) = 0, a f(x,
√
x)→ 1/2 kada x→ 0+.

37. Kako je |f(x, y)| ≤ |x||y|√
x2 + y2

≤ |y|, to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

38. Iz nejednakosti

|f(x, y)| ≤ |y
3 − x4|
x2 + y2

≤ y2

x2 + y2
|y|+ x2

x2 + y2
x2 ≤ |y|+ x2

sledi da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.
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39. Iz

|f(x, y)| ≤ x2√
x2 + y4

+
y3√
x2 + y4

=
|x|√
x2 + y4

|x|+ y2√
x2 + y4

|y| ≤ |x|+ |y|

sledi da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

40. Iz nejednakosti

|f(x, y)| ≤ x2

x2 + y4
· |x− 3y| ≤ x2 + y4√

x2 + y4
· |x− 3y| =

√
x2 + y4 · |x− 3y|

sledi da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

41. Kako je

|f(x, y)| ≤ |x|+ y2

3
√
x2 + y4

≤
3
√
x2

3
√
x2 + y4

· 3
√
|x|+

3
√
y4

3
√
x2 + y4

· 3
√
y2 ≤ 3

√
|x|+ 3

√
y2,

to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

42. Iz |f(x.y)| ≤ x2√
x4 + y4

|x|+ y2√
x4 + y4

|y| ≤ |x|+ |y| sledi da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

43. Iz |f(x, y)| ≤ y2√
x4 + y4

|y|+ x2√
x4 + y4

|y| ≤ 2|y| sledi da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

44. Iz

|f(x, y)| ≤ y3√
x4 + y4

+
x3√
x4 + y4

≤ y2√
x4 + y4

|y|+ x2√
x4 + y4

|x| ≤ |y|+ |x|

sledi da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

45. Kada (x, y)→ (0, 0) imamo da je f(x, y) ∼ g(x, y) = x3 + y3

x2 + y2
i lim

(x,y)→(0,0)
g(x, y) = 0.

Prema tome, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

46. Kada (x, y)→ (0, 0) imamo da je f(x, y) ∼ g(x, y) = x3 + y3

(x2 + y2)2
i lim

(x,y)→(0,0)
g(x, y) = 00.

Prema tome, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

47. Iz |f(x, y)| ≤ |xy|√
x2 + y2

≤ |x| sledi da je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

48. Poxto je

|f(x, y)| ≤ | sinxy|
|x|+ |y|

≤ |xy|
|x|+ |y|

≤ |x|,

to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.
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49. Ne postoji jer je f(x, 0) = 0, a lim
x→0

f(x, x) = 1/2.

50. Iz |f(x, y)| = x2

x2 + y2
| sin y| ≤ |y| sledi da je lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

51. Ako je t =
√
x2 + y2, tada je f(x, y) =

1− cos t

t2
=

1

2
·
sin2 t

2

(t/2)2
= g(t), pa je lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) =

lim
t→0+

g(t) =
1

2
.

52. Poxto je

|f(x, y)| ≤ x2 + 2|xy|+ y2√
x2 + y2

≤ 2(x2 + y2)√
x2 + y2

= 2
√
x2 + y2,

to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

53. Na osnovu Maklorenove formule imamo da je2 | sin t− t| ≤ t2

2
. Iz ove nejednakosti

sledi da je

|f(x, y)| ≤ 1

2
· |x|y

2 + |y|x2

x2 + y2
≤ 1

2
(|x|+ |y|).

Prema tome, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

Napomena. Mo�e i

f(x, y) ∼ x(y − y3/6)− y(x− x3/6)
x2 + y2

=
1

6
· yx

3 − xy3

x2 + y2
=

1

6
g(x, y)

kada (x, y)→ (0, 0), pri qemu tada g(x, y)→ (0, 0).

54. Ne postoji jer je lim
x→0

f(x, y) = 0, a lim
y→0

f(0, y) = 1.

55. Poxto je

|f(x, y)| = | sinx2|
x2 + sinh2 y

| sin y| ≤ x2

x2 + sinh2 y
|y| ≤ |y|,

to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

56. Za x ≥ 0 va�i nejednakost3 sinhx ≥ x. Na osnovu ove jednakosti imamo da je

|f(x, y)| ≤ |xy sinxy|
x2 + y2

≤ x2y2

x2 + y2
≤ y2,

pa je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

57. lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2

sin(x2 + y2)
(x2 − y2) = 0.

2Iz jednakosti sin t = t− sin θ
t2

2
, gde je θ ∈ (0, t), imamo navedenu nejednakost.

3Neka je g(x) = sinhx − x. Kako je ex + e−x ≥ 2, to je g′(x) ≥ 0, pa je funkcija g za x ≥ 0 rastu�a.
Prema tome, za x ≥ 0 va�i 0 = g(0) ≤ g(x).
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58. Iz |f(x, y)| = x2

x2 + y2
| tan y| ≤ | tan y| sledi da je lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

59. Kako je lim
t→0

sinh t

t
= 1, to je lim

(x,y)→(0,0)

sin(x2 + y2)

sinh(x2 + y2)
= 1, a iz

∣∣∣∣ x2 sin y

sinh(x2 + y2)

∣∣∣∣ ≤ x2 + y2

sinh(x2 + y2)
| sin y|

sledi da je lim
(x,y)→(0,0)

x2 sin y

sinh(x2 + y2)
= 0. Prema tome, lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 1.

60. Za x ≥ 0 va�i nejednakost4 tanhx ≤ x. Iz ove nejednakosti sledi da je

|f(x, y)| ≤ y4

x2 + y4
|x| ≤ |x|,

pa je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

61. Kako je lim
t→0

t ln t = 0 i kako je5

|f(x, y)| ≤ 1

2
|(x2 + y2) ln(x2 + y2)|,

to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

62. Kako je lim
t→0

t ln t = 0 i kako je |f(x, y) ≤ (x2+y2)|ln(x2+y2)|, to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

63. Kako je lim
t→0

t ln t = 0 i kako je

|f(x, y)| = y2

x2 + y2
y2| ln(x2 + y2)| ≤ |(x2 + y2) ln(x2 + y2)|,

to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

64. Kako je

f(x, y) =
ln(1 + x4 + y4)

x4 + y4
· x

4 + y4

x2 + y2
· x2 + y2

sin(x2 + y2)

i kako je lim
(x,y)→(0,0)

x4 + y4

x2 + y2
= 0, a lim

t→0

ln(1 + t)

t
= lim

t→0

t

sin t
= 1, to je i lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

65. Ne postoji jer je f(0, y) = 0, a f(x, x) =
1

2
+

1

2
x ln |2x| → 0 kada x→ 0.

66. Kako je lim
t→0

ln(1 + t)

sinh t
= 1 i kako je f(x, y) =

1

2
· ln(1 + x2 + y2)

sinh(x2 + y2)
=

1

2
· ln(1 + t)

sinh t
, gde je

t = x2 + y2, to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 1/2.

4Ako je g(x) = tanhx−x, tada je g′(x) = − (e2x − 1)2

(e2x + 1)2
≤ 0, pa je g opadaju�a funkcija. Kako je g(0) = 0,

to je g(x) ≤ 0 za x ≥ 0.
5Mo�e i |f(x, y)| ≤

√
x2 + y2

√
x2 + y2| ln(x2 + y2)| = (x2 + y2)| ln(x2 + y2)|.
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67. Kako je lim
t→0

ln(1 + t)

t
= 1 i kako je

f(x, y) =
x4 − y4

x2 + y2
· ln(1 + x4 + y4 − x2y2)

x4 + y4 − x2y2
= (x2 − y2) ln(1 + x4 + y4 − x2y2)

x4 + y4 − x2y2
,

to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

68. Kako je lim
t→0

ln(1 + t)

t
= 1 i kako je

f(x, y) =
sin(x2 + y2)

x2 + y2
· ln(1 + x4 + y4 − x2y2)

x4 + y4 − x2y2
,

to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 1.

69. Kako je f(x, y) = g(x, y)h(x,y), gde je g(x, y) = (1 + x2y2)
1

x2y2 i h(x, y) = − x2y2

x2 + y2
, i

kako g(x, y)→ e i h(x, y)→ 0 kada (x, y)→ (0, 0), to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 1.

70. Ne postoji jer je

lim
t→0+

f

(
1√
ln t

,
1

t

)
=

1

2
, lim

t→0+
f

(
1√
ln t

,
1

t2

)
= 0.

71. Iz nejednakosti6 e−1/t < 6t3 za t > 0 sledi da je 0 < f(x, y) < 6
√
x2 + y2, pa je

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

72. Iz nejednakosti7 e−1/t < t za t > 0 sledi da je

0 < f(x, y) <

√
x2 + y2

sin
√
x2 + y2

√
x2 + y2,

pa je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

73. Neka je f = g/h, gde je h(x, y) = x4 + y4. Za (x, y)→ (0, 0) imamo da je

cosx = 1− x2

2
+
x4

24
+ o(x4), cos(1− cosx) = 1− x4

8
+ o(x4), cos y = 1− y2

2
+
y4

24
+ o(y4),

pa je u tom sluqaju

f(x, y) =
x4 + y4

24
+ o(x4 + y4).

Prema tome, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) =
1

24
.

74. Ne postoji jer je lim
x→0

f(x, x) = 0 i lim
y→0

f(y2, y) =
1

e
.

6Ova nejednakost sledi iz nejednakosti 6t3e1/t > 1 koja se lako dokazuje pomo�u Maklorenove for-
mule za funkciju x 7→ ex.

7Ova nejednakost sledi iz nejednakosti te1/t > 1 koja se lako dokazuje pomo�u Maklorenove formule
za funkciju x 7→ ex.
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75. Ne postoji jer je lim
y→0

f(0, y) = 0, a lim f(x, x3 − x2) = 1.

76. Iz

0 ≤ 1− cos
√
|xy| = 2 sin2

|xy|
2
≤ |xy|

2

sledi da je |f(x, y)| ≤ |x|/2 za svako (x, y) ∈ R2, pa je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

77. Za (x, y) → (0, 0) imamo da je ln(z + x2y2) ∼ x2y2, pa je tada f(x, y) ∼ x2. Prema
tome, lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

78. Iz nejednakosti e−1/t < t za t > 0 imamo da je |f(x, y)| ≤ x2|y| za svako (x, y) ∈ R2,
pa je lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

79. Iz nejednakosti8 e−1/t < 2t2 za t > 0 imamo da je e−1/|x| < 2x2, pa je |f(x, y)| ≤ 2|y|
za svako (x, y) ∈ R2. Prema tome, lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

80. Za x ∈ R i y ∈ [1/2, 3/2] je |f(x, y)| ≤ 3

2x2
e−1/(2x

2). Iz nejednakosti e−1/t < 2t2

za t > 0 imamo da je e−1/(2x
2) < 2(2x2)2 = 8x4, pa je |f(x, y)| ≤ 12x2 za svako (x, y) ∈

R× [1/2, 3/2]. Prema tome, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

81. Ne postoji jer je f(x, x) = 0 i lim
x→0

f(x, x3) = lim
x→0

sin(x4 − x12)
x4

= 1.

82. Poxto je lim
t→0

t ln |t| = 0, postoji okolina taqke (0, 0) u kojoj va�i |x ln |x|| < 1 i

|y ln |y|| < 1 za xy 6= 0. Tada je

|f(x, y)| = |xy ln |x| − xy ln |y|| ≤ |y||x ln |x||+ |x||y ln |y|| < |y|+ |x|.

Prema tome, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

83. Iz nejednakosti9 arctan t < t za t > 0 sledi da je |f(x, y)| ≤ |y| + x2, pa je
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

84. Kako je |f(x, y)| ≤ |x|eπ/2, to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

85. Ako za funkciju g(x) = xex primenimo Lagran�ovu teoremu na intervalu [x, y],
dobijamo da je

|f(x, y)| = |g(x)− g(y)|
|x− y|

=
|g′(c)||x− y|
|x− y|

= |g′(c)|

za neki c izme�u x i y. Kako je g′(x) = (1 + x)ex i kako c → 0 kada (x, y) → (0, 0), to
znaqi da tada g′(c)→ 1, pa je lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 1.

8Ova nejednakost sledi iz nejednakosti 2t2e1/t > 1 koja se lako dokazuje pomo�u Maklorenove for-
mule za funkciju x 7→ ex.

9Ako je g(t) = t − arctan t, tada je g′(t) = 1 − 1

1 + t2
≥ 0, pa je funkcija g rastu�a. Kako je g(0) = 0,

to znaqi da je g(t) ≥ 0 za t > 0.
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86. Poxto je t+ 1
t ≥ 2 za t > 0, to je

f(x, y) =

√
xy

(x/y)3/2 + (y/x)3/2
≤ 1

2

√
xy,

pa je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

87. Ako je u = xa i v = yb, tada je f(x, y) = g(u, v) =
u2v2

u3 + v3
i u → 0+, v → 0+ kada

(x, y)→ (0+, 0+). Prema prethodnom zadatku lim
(x,y)→(0,0)

g(u, v) = 0.

88. Ako je u = xa i v = yb i ako je a > 0 i b < 0, tada je

0 ≤ f(x, y) = g(u, v) =
u2v2

u3 + v3
=

u2

u3/v2 + v
≤ u2

v
,

pri qemu i u→ 0+, v → +∞ kada (x, y)→ (0+, 0+). Prema tome, lim
(x,y)→(0,0)

g(u, v) = 0.

Isto va�i i u sluqaju a < 0 i b > 0.

89. Ako je u = xa i v = yb, tada je f(x, y) = g(u, v) =
u2v2

u3 + v3
i u, v → +∞, kada

(x, y) → (0+, 0+). Za u = v imamo da je g(u, v) =
u

2
→ +∞ kada u → +∞, xto znaqi da

data graniqna vrdnost ne postoji.

90. Poxto je

|f(x, y)| ≤ |xy|
tan

√
x2 + y2

≤
√
x2 + y2

tan
√
x2 + y2

|y|,

to je lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

91. Kako je |f(x, y)| ≤ x2 + y2

tan(x2 + y2)
|xy|3, to je lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.
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