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M A T E M A T I K A 3

Drugi kolokvijumi sa rexeǌima nekoh zadataka

1999

1. Odrediti opxte rexeǌe jednaqine

xu′x + (y + u)u′z + (z + u)u′y − y = z.

2. Neka f : x+ iy 7→ u+ iv, gde je

u(x, y) = α(x) sinh y, v(x, y) = β(x) cosh y.

Odrediti sve funkcije α i β za koje je funkcija f analitiqka.

3. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y(t) = e−3t − 4

∫ t

0

e−(t−x)(t− x)2y(x)dx.

1999

4. Ispitati diferencijabilnost i analitiqnost funkcije

f : z 7→ (z2 + 1)z.

5. Izraqunati
∫

C−

cos zdz

z(z + i)2
ako je C = {z | |z| = 2}.

6. Primenom Laplasove transformacije rexiti sistem

x′ = y + et

y′ = −x− sin 2t

ako je x(0) = 1/2 i y(0) = 1.

2000

7. Rexiti jednaqinu
xu′x + yu′y + (z + u)u′z = xy.

2
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8. Izraqunati
∫

C+

tan(2z)dz ako je C = {z | |z| = 1}.

9. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′(t) + 4y(t) = f(t), y(0) = 0, y′(0) = 1

ako je f(t) = 1 za 0 ≤ t < 1 i f(t) = 0 za t ≥ 1.

2000

10. Odrediti partikularno rexeǌe jednaqine

2x2yz′x + (x3 + xy2)z′y = 2yz

za koje je z(x, 0) = x.

11. Ispitati neprekidnost i regularnost funkcije f : C → C ako je

f(z) =
1

sin z
− 1

z

za z 6= 0 i f(0) = 0.

12. Primenom Laplasove transformacije rexiti sistem

x′(t) + x(t) = 2y(t), y′(t) + x(t) = y(t) + cos(at), x(0) = y(0) = 0

ako je a realan parametar.

2001

13. Rexiti jednaqinu

(x2 + z2)z′x + (x+ z)z′y = 2xz.

14. Izraqunati
∫

C+

zezdz

(z − a)2(z + a)
ako je C = {z | |z| = 1}, a ∈ C i |a| 6= 1.

15. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′(t) + 4y(t) = f(t), y(0) = 0, y′(0) = 0

ako je f(t) = 2t za 0 ≤ t < 1 i f(t) = 0 za t ≥ 1.

2001

16. Odrediti partikularno rexeǌe jednaqine

zz′x + yz′y + x2 + y2 = z

za koje je z(x, 1) = x− x2.
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17. Odrediti f(z) za sve analitiqke funkcije f za koje je

Re(f(x+ iy)) = a arctan
y

x
+ b (a, b ∈ R).

18. Odrediti Laplasovu sliku funkcije f : t 7→ sin2 t

t2
(t > 0).

2002

19. Rexiti jednaqinu

(u− x)u′x + (u− y)u′y = zu′z + x+ y.

20. (1) Izraqunati
∫

C+

z

z + 3
dz ako je C = {z | |z − 1| = 2}.

(2) Odrediti skup svih taqaka u kojima je funkcija f definisana sa

f(x+ iy) = x3 + 3xy2 + (y3 + 3x2y)i

diferencijabilna i skup svih taqaka u kojima funkcija f nije analitiqka.

21. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y(t) = t sinh t−
∫ t

0

(u− t)y(u)du.

2002

22. Odrediti partikularno rexeǌe jednaqine

(z − y)z′x = (z + x)z′y + x+ y

za koje je z(x, x) = x.

23. Neka je f(z) =
z2

z
za z 6= 0 i f(0) = 0.

(1) Ispitati diferencijabilnost funkcije f u taqki z = 0.
(2) Ispitati da li u taqki z = 0 va�e Koxi Rimanovi uslovi.

24. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

x(n)(t) = t · f(t), x(0) = x′(0) = · · · = x(n−1)(0) = 0

ako je f(t) = 1 za t ∈ [0, 1) ∪ [2,+∞) i f(t) = 0 za t ∈ [1, 2).

2003

25. Rexiti jednaqinu

2yxu′x − (x2 − y2 + z2)u′y + 2yzu′z = 0.
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26. Ispitati diferencijabilnost funkcije f : z 7→ zez.

27. Primenom Laplasove transformacije odrediti opxte rexeǌe jednaqine

y′′ − 2y′ + 2y = et sin2
t

2
.

2003

28. Rexiti jednaqinu

xu′x + (z + u)u′y + (y + u)u′z = y + z.

29. Izraqunati
∫

C−

ezdz

1 + eπz
ako je C = {z | |z| = π}.

30. Primenom Laplasove transformacije odrediti opxte rexeǌe jednaqine

y′′ + 2y′ + 2y = 2e−t(sin t+ cos t).

2003

31. Odrediti rexeǌe jednaqine

x
√
yu′x − 2(xy + 2y

√
y)u′y + xu′z = 0

za koje je u(1, y, z) =
√
y(1 + 3ez).

32. Odrediti sve analitiqke funkcije f : x+ iy 7→ u+ iv za koje je

u(x, y) = e−y cosx− ex sin y.

33. Primenom Laplasove transformacije rexiti jeddnaqinu

y′′′ − y′′ + 2y = 2

ako je y(0) = 6, y′(0) = −2 i y′′(0) = 1.

2003

34. Odrediti rexeǌe jednaqine

x2z′x + (yx− z)z′y = xz

koje za x = 1 postaje y = z2.
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35. Izraqunati
∫

C+

dz

(z + i)2 sin z
ako je C kontura na kojoj nisu taqke 0 i −i.

36. Primenom Laplasove transformacije rexiti sistem

x′ = −x− 5y

y′ = x+ y + 4t

ako je x(0) = −1 i y(0) = 2.

2004

37. Rexiti jednaqinu xz′x + yz′y = z +
√

x2 + y2 + z2.

38. Izraqunati
∫

C+

e2iz − 1

z3
dz, gde je C = {z | |z| < 1}.

39. Primenom Laplasove transformacije odrediti rexeǌe jednaqine

y′′ + 16y = f(t), y(0) = 0, y′(0) = 1,

gde je F (t) = cos 4t za 0 ≤ t < π i f(t) = 0 za t ≥ π.

2004

40. Odrediti rexeǌe jednaqine

(z + xy)u′x + (y2 − 1)u′y + (x+ yz)u′z = 0

za koje je u(0, y, z) = y/z.

41. Izraqunati
∫

c+

dz

(z − i)2 sin z
ako je C = {z | |z − i| = 2}.

42. Primenom Laplasove transformacije odrediti rexeǌe jednaqine

y′′ − 4y′ + 4y = 25et sin 2t, y(0) = 5, y′(0) = 1.

2004

43. Odrediti rexeǌe jednaqine

(x2 + y2 − yz)u′x + (xz − x2 − y2)u′y + (xz − yz)u′z = 0

za koje je u(0, y, z) = y + z.
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44. Odrediti sve analitiqke funkcije f : x+ iy 7→ u+ iv za koje je

v(x, y) = e2x((x− 1) sin 2y + y cos 2y).

45. Primenom Laplasove transformacije rexiti sistem

y′ − x = 0, x′′ + 4y′ = e2t, x(0) = x′(0) = y(0) = 0.

2004

46. Rexiti jednaqinu

2y(2− x)z′x + (x2 + z2 − y2 − 4x)z′y + 2yz = 0.

47. Izraqunati
∫

C+

dz

1 + z4
ako je C = {z | |z − 1| = 1}.

48. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′ −
∫ t

0

y(x)dx =
1

2
tf(t),

gde je f(t) = 0 za 0 < t < 3 i f(t) = 2 za t ≥ 3.

2005

49. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

x(y4 + z4)z′x + y(z4 + x4)z′y = z(y4 − x4).
50. Odrediti analitiqku funkciju f : x+ iy 7→ u+ iv ako je

v(x, y) =
−2x

x2 + y2 + 2y + 1

i f(0) = −1, a zatim izraqunati
∫

C+

f(z)dz, gde je C = {x | |z| = π}.

51. Primenom Laplasove transformacije odrediti opxte rexeǌe jednaqine

y′′ + y = f(t) ako je f(t) =

{

sin t, 0 ≤ t < π,

0, t > π.
.

2005

52. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(2x− y + z)z′x + (z + x)z′y = z.
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53. Odrediti analitiqku funkciju f : x+ iy 7→ u+ iv ako je

u(x, y) =
3x

x2 + y2 − 4y + 4

i f(0) = i, a zatim izraqunati
∫

C+

f(z)dz, gde je C = {x | |z| = π}.

54. Odrediti inverznu Laplasovu sliku za funkciju F : s 7→ (s+ 2)2

(s2 + 4s+ 5)3
.

2005

55. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(x2y − xz)z′x + (y2x+ yz)z′y = z.

56. Izraqunati
∫

C+

sin 2z

(z3 + z)2
dz ako je C = {z | |z| = 2}.

57. Odrediti Laplasovu sliku funkcije f : t 7→ sinh3 t

t
.

2005

58. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

ln z · (x+ y)u′x + ln z · (x− y)u′y = (y2 − 2xy − x2)u′z = 0.

59. Izraqunati
∫

C+

ezdz

z2(z2 − (a+ 1/a)z + 1)
ako je 0 < |a| 6= 1 i C = {z | |z| = 1}.

60. Primenom Laplasove transformacije odrediti opxte rexeǌe jednaqine
∫ t

0

(y′′(x) + 8y′(x) + 20y(x))dx = 10t2.

2006

61. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(x2 + z2)u′x + (x+ z)u′y + 2xzu′z = 0.

62. Ispitati diferencijabilnost funkcije z 7→ cosh z.
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63. Primenom Laplasove transformacije odrediti rexeǌe jednaqine

4y′ − 5y + 65 sin 2t =

∫ t

0

(y′′(x) + y′(x)) cos(t− x)dx

koje zadovoǉava uslov y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0.

2006

64. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(x+ y − xy2)z′x + (x− y − x2y)z′y = x2 + y2.

65. Izraqunati
∫

C−

dz

(z3 + z) sin z
ako je C = {z | |z − i|2 = 2}.

66. Odrediti Laplasovu sliku funkcije f : t 7→ t sinh3 t.

2006

67. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(x+ y)u′x + (x− y)u′y + 2yu′z = 0.

68. Izraqunati
∫

C−

cos z

1 + ez
dz ako je C = {z | |z| = 4}.

69. Primenom Laplasove transformacije odrediti rexeǌe jednaqine

y′′ + 4y′ + 4y = u(t− 2)

koje zadovoǉava uslov y(0) = y′(0) = 2.

2006

70. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(x2 + y2)u′x + 2xyu′y + (x+ y)u′z = 0.

71. Ispitati diferencijabilnost funkcije z 7→ cosh z.
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72. Primenom Laplasove transformacije odrediti rexeǌe jednaqine

4y′ − 5y + 65 sin 2t =

∫ t

0

(y′′(t− x) + y′(t− x)) cosxdx

koje zadovoǉava uslov y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0.

2006

73. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(−x+ y − xy)z′x + (x+ y − x2y)z′y = x2 + y2.

74. Izraqunati
∫

C+

dz

(z3 + z) sin z
ako je C = {z | |z − i|2 = 2}.

75. Odrediti Laplasovu sliku funkcije f : t 7→ t cosh3 t.

2006

76. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(x+ z)u′x + 2zu′y + (x− z)u′z = 0.

77. Izraqunati
∫

C+

cos z

1 + ez
dz ako je C = {z | |z| = 4}.

78. Primenom Laplasove transformacije odrediti rexeǌe jednaqine

y′′ + 4y′ + 4y = u(t− 1)

koje zadovoǉava uslov y(0) = y′(0) = 3.

2007

79. Matriqnom metodom rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

x′ = x+ y − z
y′ = −x+ 3y − z
z′ = −x+ y + z.

80. Izraqunati
∫

C−

2 cos πz
2
dz

z2(2z2 + 5z + 2)
ako je C = {z | |z| = 1}.

81. Primenom Laplasove transformacije odrediti opxte rexeǌe jednaqine

y′′ + y = f(t)
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ako je f(t) =

{

t, 0 ≤ t < 1

1, t ≥ 1.
.

2007

82. Matriqnom metodom rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

x′ = x+ y + 2z

y′ = −x+ 3y + 2z

z′ = x− 2y.

83. Odrediti analitiqku funkcije f : x+ iy 7→ u+ iv (za x+ iy 6= −2) ako je

u(x, y) =
y

x2 + y2 + 4x+ 4

i ako je f(0) = i.

84. Primenom Laplasove transformacije odrediti opxte rexeǌe jednaqine
∫ t

0

y′′(x) cos(t− x)dx = t2.

2007

85. Matriqnom metodom rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

x′ = 2x+ y − z
y′ = x+ y

z′ = 2x− y + 2z.

86. Izraqunati
∫

C+

z2 + 1

z2(1− z)(4− z)
dz ako je C = {z | |z| = 2}.

87. Primenom Laplasove transformacije rexiti sistem jednaqina

x′′ + 3x− 4y = 3

y′′ − y + x = 1

ako je x(0) = x′(0) = 0 i y(0) = y′(0) = 0.

2008

88. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(x2 − 2y2 − 3z2)z′x + 3xyz′y = 4xz.
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89. Odrediti analitiqku funkcijeu f : x+ iy 7→ u+ iv (za x+ iy 6= −1) ako je

v(x, y) =
x+ 1

x2 + y2 + 2x+ 1

i ako je f(0) = 0.

90. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′ − 2y′ + 7y − 10 cos t =

∫ t

0

y′′′(x)(t− x)2dx

ako je y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0.

2008

91. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

x′ = x− 5y

y′ = x+ 3y + 4 sin 2x.

92. Izraqunati
∫

C−

z + 1

ez + 1
dz ako je C = {z | |z| = 4}.

93. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′′ + y′ = f(t)

ako je f(t) =

{

1, 0 ≤ t < 5

0, t ≥ 5
i ako je y(0) = y′(0) = 0 i y′′(0) = 1.

2008

94. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

y(x2 − z2)z′x − x(z2 + y2)z′y = z(x2 + y2).

95. Izraqunati
∫

C+

9ezdz

z2(z2 + 9)
ako je C = {z | |z + 2i| = 3}.

96. Primenom Laplasove transformacije rexiti sistem jednaqina

x′′ + x′ + y′′ − y = 4et

x′ + 2x− y′ + y = 4e−t

ako je x(0) = y(0) = y′(0) = 0 i x′(0) = 1.
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2009

97. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(x− 1)u′x + (2y + z)u′y + (y + 2z)u′z = 0.

98. Odrediti analitiqku funkciju f : x+ iy 7→ u+ iv ako je

u(x, y) = sin y · coshx

i ako je f(0) = i.

99. Primenom Laplasove transformacije rexiti sistem

x′ = 2x+ 4y + cos t

y′ = −x− 2y + sin t

ako je x(0) = −1 i y0) = 2.

2009

100. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(−x+ y − xy2)z′x + (x+ y − x2y)z′y = x2 + y2.

101. Izraqunati
∫

C−

cos zdz

z(z + i)2
ako je C = {z | |z| = 2}.

102. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′(t) + 3

∫ t

0

y(x) cos(t− x)dx = 2 sin t

ako je y(0) = 0.

2010

103. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(x2 + z2)z′x + (x− z)3z′y = 2xz.

104. Izraqunati
∫

C+

tan z

z3
dz ako je C = {z | |z + 1| =

√
2}.
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105. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′′ − y′ = 10e−t cos t

ako je y(0) = 1, y′(0) = −1 i y′′(0) = 1.

2010

106. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(y2 + z2)u′x + (z − xy − yz2)u′y + (y + xz − y2z)u′z = 0.

107. Odrediti analitiqku funkciju f : x+ iy 7→ u+ iv ako je f(0) = −1/2 i

v(x, y) =
x

x2 + y2 − 4x+ 4

za (x, y) 6= (0, 2).

108. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′(t) + y(t) +

∫ t

0

ex−ty(x)dx = sin t

ako je y(0) = 1.

2011

109. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(−x2 + xz2)z′x + (xy − yz2 − 2z2)z′y = xz.

110. Odrediti sve analitiqke funkcije f : x+ iy 7→ u+ iv ako je

v(x, y) =
x

x2 + y2 + 2y + 1
.

111. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′ +

∫ t

0

(y′′(x) + y(x)) sin(t− x)dx = 2 cos t

ako je y(0) = 0 i y′(0) = −2.

2011

112. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(xz + yz + 2y)z′x + (3z − 2y)z′y = z.

113. Izraqunati
∫

C−

sinh zdz

(z2 + iz)2
ako je C = {z | |z + i| =

√
2}.
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114. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′ + 2y′ + 2y = e−t(t+ 2 sin t)

ako je y(0) = 1 i y′(0) = 2.

2012

115. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

xyu′x +
√

y2 − 1u′y + y(x2 − z)u′z = 0.

116. Odrediti sve analitiqke funkcije f : x+ iy 7→ u+ iv ako je

v(x, y) = y sinx cosh y + x cosx sinh y.

117. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′ + 2y′ + 5y = 4te−t

ako je y(0) = y′(0) = 2.

2012

118. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

z(x+ y)z′x + z(x− y)z′y = y2 − 2xy − x2.

119. Izraqunati
∫

C−

dz

z5 − 2z4 + 2z3
ako je C = {z | |z − i| =

√
2}.

120. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′ = e2t −
∫ t

0

y′(x)e2t−2xdx

ako je y(0) = 1 i y′(0) = −1.

2013

121. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

xz′x + y(xyz − 1)z′y = ez.

122. Izraqunati
∫

c+

sin π
6
z

(z2 − 3z)2
ako je C = {z | |z − 3/2| = 2}.
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123. Primenom Laplasove transformacije rexiti sistem

x′ = −2x+ y + 3 sin t

y′ = 4x− 2y

ako je x(0) = y(0) = 17.

2013

124. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

x(
√
y +
√
z)u′x + y(

√
z +
√
x)u′y + z(

√
y −
√
x)u′z = 0.

125. Odrediti sve analitiqke funkcije f : x+ iy 7→ u+ iv ako je

v(x, y) = −(x− 1) sinx sinh y + y cosx cosh y.

126. Primenom Laplasove transformacije rexiti sistem

x′ = 5x− 3y + te2t

y′ = 3x− y + e3t

ako je x(0) = 1 i y(0) = −1.

2014

127. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqine

x′ =
y

t
− 1, y′ =

2x− y
t
− 1.

128. Odrediti sve analitiqke funkcije f : x+ iy 7→ u+ iv ako je

u(x, y) = e−y(x cosx− y sinx).

129. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′′ + y′ = 2e2t

ako je y(0) = y′(0) = 2 i y′′(0) = −2.

2014

130. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

x′ = − x

x+ t
, y′ =

y(1− 2x− 2t)

x+ t
.

131. Izraqunati
∫

C+

eπz

(z3 + 4z) sin z
dz ako je C = {z | |z + i| =

√
2}.
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132. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′ − 3y′′ + 3y′ − y = et + 1

ako je y(0) = 0, y′(0) = 2 i y′′(0) = 4.

2016

133. Odrediti opxte rexeǌe sistema diferencijalnih jednaqina

x′ = x− 3y + 6z

y′ = 3x− 5y + 6z

z′ = 3x− 3y + 4z.

134. Izraqunati
∫

C−
z(|z + 1| + Re(z))dz ako je kriva C granica oblasti

D = {z | Re(z) < 0, |z| < 1}.

135. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′(t)− 4y′(t) + 5y(t) = 25t

ako je y(0) = 1 i y′(0) = 2.

2016

136. Odrediti opxte rexeǌe sistema diferencijalnih jednaqina

x′ = −5x+ 3y + 6z

y′ = 2x− 3y − 2z

z′ = −4x+ 3y + 4z.

137. Izraqunati
∫

C−

sin z

z2 cos z
dz ako je C = {z | |z| = 2}.

138. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′′(t) + 4y′(t) = g(t)

ako je y(0) = 2, y′(0) = −1, y′′(0) = −4 i g(t) =

{

12, 0 ≤ t < 1

0, 1 ≤ t.

Strana 17



Dragan �ori� Drugi kolokvijumi iz Matematike 3

REZULTATI/UPUTSTVA/REXEǋA

25. Iz pridru�enog sistema

dx

2xy
=

dy

−x2 + y2 − z2
=

dz

2yz

imamo jednakosti
dx

x
=
dz

z
,

xdx+ ydy + zdz

yx2 + y3 + yz2
=

dz

2yz

iz kojih dobijamo prve integrale ϕ = C1 i ψ = C2, gde je

ϕ(x, y, z) =
x

z
ψ(x, y, z) =

x2 + y2 + z2

z
.

Poxto je
∣

∣

∣

∣

ϕ′x ϕ′y
ψ′x ψ′y

∣

∣

∣

∣

=
2y

z2
6= 10

za yz 6= 0, prvi integrali su nezavisni, pa je opxte rexeǌe date jednaqine

u(x, y, z) = F

(

x

z
,
x2 + y2 + z2

z

)

,

gde je F diferencijabilna funkcija dve promenǉive.

26. Ako je z = x+ iy, tada je

f(z) = (x− iy)ex+iy = ex(x cos y + y sin y) + i · ex(x sin y − y cos y) = u+ iv.

Nala�eǌem parcijalnih izvoda funkcija u i v dobijamo da je

u′x = ex(x cos y + cos y + y sin y), u′y = ex(−x sin y + sin y + y cos y),

v′x = ex(x sin y + sin y − y cos y), v′y = ex(x cos y − cos y + y sin y).

Iz Koxi Rimanovih uslova u′x = v′y i u′y = −v′x sledi da je cos y = 0 i sin y = 0,
xto nije mogu�e.

Prema tome, funkcija f nije diferencijabilna u C.

27. Za L[y] = Y i za y(0) = A i y′(0) = B imamo y′ L−→ sY −A i y′′ L−→ s2Y −sA−B.
Kako va�i

sin2
t

2
L−→ 1

2

(

1

s
− s

s2 + 1

)

, et sin2
t

2
L−→ 1

2

(

1

s− 1
− s− 1

(s− 1)2 + 1

)

,

iz date jednaqine nalazimo da je

Y (s) =
1

2
· 1

(s− 1)[(s− 1)2 + 1]
− 1

2
· s− 1

[(s− 1)2 + 1]2
+

sA+B

(s− 1)2 + 1
.
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Poxto
1

s(s2 + 1
) =

1

s
− s

s2 + 1
L−1−→ 1− cos t,

2s

(s2 + 1)2
L−1−→ t sin t,

to je

y(t) =
1

2
(1− cos t)et − 1

4
t sin tet + (A cos t+ (A+B) sin t)et

ili

y(t) =

(

C1 cos t+ C2 sin t+
1

2
− t

4
sin t

)

et.

28. Iz pridru�enog sistema

dx

x
=

dy

z + u
=

dz

y + u
=

du

y + z

imamo jednakosti

dx

x
= −d(y − z)

y − z
,

dx

x
= −d(y − u)

y − u
,

dx

x
=
d(y + z + u)

2(y + z + u)

iz kojih dobijamo prve integrale α = C1, β = C2 i γ = C3, gde je

α(x, y, z, u) = x(y − z), β(x, y, z, u) = x(y − u), γ(x, y, z, u) =
y + z + u

x2
.

Kako je
∣

∣

∣

∣

∣

∣

α′y β′y γ′y
α′z β′z γ′z
α′u β′u γ′u

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x x 1/x2

−x 0 1/x2

0 −x 1/x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 3 6= 0,

opxte rexeǌe date jednaqine dato je implicitno jednakox�u

F
(

x(y − z), x(y − u), y + z + u

x2

)

= 0,

gde je F diferencijabilna funkcija tri promenǉive.

29. Iz jednakosti 1 + eπz = 0 imamo da je πz = Ln(−1) = (π + 2kπ)i, xto znaqi
da su taqke zk = (2k+1)i (gde je k ∈ Z) singulariteti podintegralne funkcije
u datom integralu. Oblasti koju zatvara kontura C pripadaju taqke z0, z1,
z−1 i z−2, pa je

I = 2πi(res
z=i

f(z) + res
z=3i

f(z) + res
z=−i

f(z) + res
z=−3i

f(z)).

Za z = i nalazimo da je

res
z=i

f(z) = lim
z→i

(z − i) ez

1 + ezπ
LP
= lim

z=i

ez + (z − i)ez

πezπ
= −e

i

π
.
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Sliqno dobijamo da je

res
z=3i

f(z) = −e
3i

π
, res

z=−i
f(z) = −e

−i

π
, res

z=−3i
f(z) = −e

−3i

π
.

Prema tome,

I = −2i
(

ei + e−i + e3i + e−3i
)

= −4i(cos 1 + cos 3).

30. Za L[y] = Y i za y(0) = A i y′(0) = B imamo y′ L−→ sY −A i y′′ L−→ s2Y −sA−B.
Primenom Laplasove transformacije iz date jednaqine dobijamo

Y (s) =
(s+ 1)A+ A+B

(s+ 1)2 + 1
+

2

[(s+ 1)2 + 1]2
+

2(s+ 1)

[(s+ 1)2 + 1]2
.

Poxto je
1

(s2 + 1)2
L−1−→ 1

2
sin t− 1

2
t cos t, to je

y(t) = (A cos t+ (A+B + 1) sin t+ t sin t− t cos t)e−t

ili
y(t) = (C1 cos t+ C2 sin t+ t sin t− t cos t)e−t.

31. Iz pridru�enog sistema

dx

x
√
y
=

dy

−2(xy + 2y
√
y
=
dz

x

imamo Bernulijevu diferencijalnu jednaqinu

y′ + 4
y

x
= −2√y

iz koje dobijamo prvi integral

x2
√
y +

x3

3
= C1.

Ako u jednakosti
dx
√
y
=
dz

x
zamenimo

√
y sa

C1

x2
− x

3
, dobijamo diferencijalnu

jednaqinu iz koje nalazimo drugi prvi integral

z + ln(3x2
√
y) = C2.

Opxte rexeǌe date jednaqine je

u = F

(

x2
√
y +

x3

3
, z + ln(3x2

√
y)

)

.
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Sada treba odrediti partikularno rexeǌe. Za x = 1 imamo da je C1 =
√
y +

1

3
i z = C2 − ln(3C1 − 1), pa iz datog uslova sledi da je

u(1, y, z) =

(

C1 −
1

3

)(

3eC2 · 1

3C1 − 1
+ 1

)

= eC2 + C1 −
1

3
.

Prema tome, tra�eno partikularno rexeǌe je

u(x, y, z) = 3ezx2
√
y + x2

√
y +

1

3
(x3 − 1).

32. Diferenciraǌem funkcije u nalazimo da je

u′x = −e−y sinx− ex sin y, u′y = −e−y cosx− ex cos y.

Iz Koxi Rimanovog uslova v′y = u′x dobijamo da je

v = − sinx

∫

e−ydy − ex
∫

sin ydy = e−y sinx+ ex cos y + ϕ(x).

Ako sada v diferenciramo po x imamo da je

v′x = e−y cosx+ ex cos y + ϕ′(x).

Ako izraz na desnoj strani izjednaqimo sa izrazom za −u′y (druga Koxi Ri-
manova jednakost), dobijamo da je ϕ′(x) = 0, xto znaqi da je ϕ(x) = C.

Prema tome,
v(x, y) = e−y sinx+ ex cos y + C,

a za funkciju f imamo da je

f(z) = u+ iv = e−y(cosx+ i sinx) + ex(− sin y + i cos y) + iC = eiz + iez + iC.

33. Ako je L[y] = Y , tada primenom Laplasove transformacije iz date jedna-
qine dobijamo da je

s3Y − 6s2 + 2s− 1− s2Y + 6s− 2 + 2Y =
2

s
.

Iz ove jednakosti imamo da je

Y (s) =
6s3 − 8s2 + 3s+ 2

s(s+ 1)(s2 − 2s+ 2)
=

1

s
+

3

s+ 1
+

2s− 3

s2 − 2s+ 2
.

Inverznom Laplasovom transformacijom nalazimo da je

y(t) = 1 + 3e−t + 2et cos t− et sin t.
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34. Pridru�eni sistem je

dx

x2
=

dy

yx− z
=
dz

xz
.

Iz jednakosti
dx

x
=
dz

z
imamo prvi integral

x

z
= C1. Ako u prvoj jednakosti

pridru�enog sistema zamenimo z sa x/C1, dobijamo diferencijalnu jednaqinu

dx

x
=

dy

y − 1/C1

iz koje nalazimo drugi prvi integral
x2

yz − z
= C2.

Opxte rexeǌe date jednaqine je dato implicitno jednakox�u

F

(

x

z
,

x2

yz − z

)

= 0.

Odredimo sada dato partikularno rexeǌe. Za x = 1 iz prvih integrala

sledi da je z =
1

C1
i y =

1

C2
+

1

C1
. Iz datog uslova y = z2 sledi da je

C2
1 + C1C2 = C2. Prema tome, tra�eno partikularno rexeǌe je definisano

jednakox�u
x2

z2
+
x

z
· x2

yx− z
=

x2

yx− z
,

odnosno jednakox�u
x(y + z)− z = z2.

35. Za podintegralnu funkciju f datog integrala I taqka z = 0 je pol prvog
reda, a taqka z = −i je pol drugog reda, pa je

res
z=0

f(z) = lim
z→0

z

(z + i)2 sin z
=

1

i2
= −1,

res
z=−i

f(z) = lim
z→−i

(

1

sin z

)′
LP
= lim

z→−i

− cos z

sin2 z
=
− cos(−i)
sin2(−i)

= −1

2

e−1 + e

e−2 + e2 − 2
.

Vrednost integrala I zavisi od toga da li singularne taqke pripadaju ob-
lasti D. Ako taqke z = 0 i z = −i ne pripadaju oblasti D koju zatvara
kontura C, onda je I = 0, a ako obe pripadaju oblasti D, onda je

I = −2πi− πi e−1 + e

e−2 + e2 − 2
.

U sluqaju da taqka z = 0 pripada, a taqka z = −i ne pripada oblasti D,
imamo da je I = −2πi. Sliqno, ako taqka z = −i pripada, a taqka z = 0 ne

pirpada oblasti D, tada je I = −πi e−1 + e

e−2 + e2 − 2
.
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36. Ako je L[x] = X i L[y] = Y , tada primenom Laplasove transformacije iz
datog sistema dobijamo algebarski sistem po X i Y ,

sX + 1 = −X − 5Y, sY − 2 = X + Y +
4

s2
.

Rexavaǌem ovog sistema Kramerovim pravilom nalazimo da je

D =

∣

∣

∣

∣

s+ 1 5
−1 s− 1

∣

∣

∣

∣

= s2 + 4, DX =

∣

∣

∣

∣

−1 5
2 + 4/s2 s− 1

∣

∣

∣

∣

=
−s3 + 11s2 + 20

s2
,

DY =

∣

∣

∣

∣

s+ 1 −1
−1 2 + 4/s2

∣

∣

∣

∣

=
2s3 + s2 + 4s+ 4

s2
, X =

DX

D
, Y =

DY

D
.

Kako je

X =
−s3 + 11s2 + 20

s2(s2 + 4)
=

5

s2
+
−s+ 6

s2 + 4
,

inverznom Laplasovom transformacijom dobijamo da je

x(t) = 5t− cos 2t+ 3 sin 2t.

Sliqno, iz

Y =
2s3 + s2 + 4s+ 4

s2(s2 + 4)
=

1

s
+

1

s2
+

s

s2 + 4

dobijamo da je
y(t) = 1 + t+ cos 2t.

37. Iz prve jednakosti pridru�enog sistema

dx

x
=
dy

y
=

dz

z +
√

x2 + y2 + z2

imamo jedan prvi integral
x

y
= C1.

Ako u drugoj jednakosti pridru�enog sistema zamenimo x sa C1y, dobijamo
diferencijalnu jednaqinu

dz

dy
=
z

y
+

√

C2
1y

2 + y2 + z2

y
.

Smenom z/y = u jednaqina postaje u′y =
√

C2
1 + 1 + u2, odnosno

du
√

C2
1 + 1 + u2

=
dy

y
.

Rexavaǌem ove jednaqine nalazimo drugi prvi integral

z +
√

x2 + y2 + z2

y2
= C2.
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Opxte rexeǌe date jednaqine je

z +
√

x2 + y2 + z2 = y2F

(

x

y

)

,

gde je F diferencijabilna funkcija.
Napomena. Drugi prvi integral mo�e da se dobije i iz slede�e jednakosti

xdx+ ydy + zdz

x2 + y2 + z2 + z
√

x2 + y2 + z2
=

dz

z +
√

x2 + y2 + z2

jer iz ǌe sledi da je
xdx+ ydy + zdz
√

x2 + y2 + z2
= dz.

Prema tome,
√

x2 + y2 + z2− z = C3, a veza izme�u prvih integrala je C2
1 + 1 =

C2C3.

38. Kako z2f(z)→ 2i kada z → 0, taqka z = 0 je pol drugog reda, pa je

res
z=0

f(z) = lim
z→0

(

e2iz − 1

z

)′

= lim
z→0

2ie2izz − (e2iz − 1)

z2

LP
= lim

z→0

2i · 2ie2izz
2z

= −2.

Prema tome, I = 2πi · res
z=0

f(z) = −4πi.

39. Kako je

f(t) = cos 4t− cos 4t · u(t− π)
= cos 4t− cos(4t− 4π) · u(t− π)
= cos 4t− cos 4(t− π) · u(t− π),

imamo f L−→ s

s2 + 16
− e−πs s

s2 + 16
.

Ako y
L−→ Y , tada y′′

L−→ s2Y − 1, pa primenom Laplasove transformacije
iz date jednaqine dobijamo da je

Y (s2 + 6) =
(

1− e−πs
) s

s2 + 16
.

Iz ove jednakosti sledi da je

Y (s) =
1

s2 + 16
+

s

(s2 + 16)2
(

1− e−πs
)

.
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Poxto va�i
s

(s2 + 16)2
L−1−→ 1

8
t sin 4t,

to je

y(t) =
1

4
sin 4t+

1

8
t sin 4t− 1

8
(t− π) sin(4(t− π))u(t− π).

40. Iz jednakosti

d(x+ z)

(x+ z)(y + 1)
=

dy

(y + 1)(y − 1)
,

d(x− z)
(x− z)(y − 1)

=
dy

(y + 1)(y − 1)

dobijamo prve integrale

x+ z

y − 1
= C1,

x− z
y + 1

= C2.

Za x = 0 imamo da je

y =
C1 − C2

C1 + C2
, z = − 2C1C2

C1 + C2
,

pa je

u =
y

z
=
C1 − C2

−2C1C2
=

(x+ z)(y + 1)− (x− z)(y − 1)

−2(x+ z)(x− z)
.

41. Singulariteti integranda f datog integrala I su taqke z = 0 (pol prvog
reda) i z = i (pol drugog reda). Prema tome, I = 2πi

(

res
z=0

f(z) + res
z=i

f(z)
)

, gde
je

res
z=0

f(z) = lim
z=0

z

(z − i)2 sin z
= −1,

res
z=i

f(z) = lim
z→i

(

1

sin z

)′

=
− cos i

sin2 i
= −1

2
· e−1 + e1

(e−1 − e1)2
= −1

2
· e+ e3

1 + e4 − 2e2
.

42. Ako je Y = L[y], tada primenom Laplasove transformacije dobijamo da
je

Y (s) =
5s3 − 29s2 + 63s− 45

s2 − 2s+ 5
=

A

s− 2
+

B

(s− 2)2
+

Cs+D

s2 − 2s+ 5
,

gde je A = B = D = 1 i C = 4.
Rexeǌe date jednaqine je

y(t) = Ae2t +Bte2t + Cet sin 2t+ (D − C)et cos 2t.
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43. Iz jednakosti
d(x+ y)

−yz + xz
=

dz

(x− y)z
dobijamo prvi integral x+ y − z = C1,

a iz jednakosti
xdx+ ydy

(x− y)(x2 + y2)
=

dz

(x− y)z
dobijamo drugi prvi integral x2 + y2 − z2 = C2.

44. Iz Koxi Rimanovih uslova imamo da je

v′x = e2x ((2x− 1) sin 2y + 2y cos 2y) = −u′y,

v′y = e2x ((2x− 1) cos 2y − 2y sin 2y) = u′x.

Iz druge jednakosti sledi da je

u =

∫

u′xdx = cos 2y(x− 1)e2x − e2xy sin 2y + ϕ(y).

Diferenciraǌem posledǌeg izraza po y i izjednaqavaǌem sa izrazom za u′y
iz prve jednakosti dobijamo da je ϕ′(y) = 0, xto znaqi da je ϕ(y) = C.

Prema tome,

u(x, y) = e2x ((x− 1) cos 2y − y sin 2y) + C.

45. Neka je L[x] = X i L[y] = Y . Primenom Laplasove transformacije na
dati sistem dobijamo da je

X(s) =
1

(s− 2)(s2 + 4)
, Y (s) =

1

s(s− 2)(s2 + 4)
,

a inverznom Laplasovom transformacijom nalazimo da je

x(t) = A1e
−2t +B1 cos 2t+

C1

2
sin 2A,

y(t) = A2 +B2e
−2t + C2 cos 2t+

D2

2
sin 2A.

46. Iz pridru�enog sistema

dx

2y(2− x)
=

dy

x2 + z2 − y2 − 4x
=

dz

−2yz

slede jednakosti

dx

2− x
= −dz

z
,

xdx+ ydy + zdz

−y(x2 + y2 + z2)
=

dz

−2yz
.

Strana 26



Dragan �ori� Drugi kolokvijumi iz Matematike 3

Iz ovih jednakosti lako dobijamo prve integrale

x− 2

z
= C1,

x2 + y2 + z2

z
= C2

koji su nezavisni jer za ϕ =
x− 2

z
i ψ =

x2 + y2 + z2

z
i yz 6= 0 va�i

∣

∣

∣

∣

ϕ′x ϕ′y
ψ′x ψ′y

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1/z 0
2x/z 2y/z

∣

∣

∣

∣

=
2y

z
6= 0.

Prema tome, opxte rexeǌe date jednaqine je dato implicitno jednakox�u

F

(

x− 2

z
,
x2 + y2 + z2

z

)

= 0,

gde je F diferencijabilna funkcija dve promenǉive.

47. Singulariteti integranda f datog integrala I su taqke

z1 = eπi/4, z2 = e3πi/4, z3 = e−πi/4, z4 = e−3πi/4.

Kako oblasti koju zatvara kontura C pripadaju samo taqke z1 i z4, to je

I = 2πi

(

res
z=z1

f(z) + res
z=z4

f(z)

)

.

Iz jednakkosti 1 + z4 = (z − z1)(z − z2)(z − z3)(z − z4) sledi da je

res
z=z1

f(z) =
1

(z1 − z2)(z1 − z3)(z1 − z4)
, res

z=z4
f(z) =

1

(z4 − z1)(z4 − z2)(z4 − z3)
.

Izraqunavaǌem razlika izme�u singulariteta,

z1 − z2 = e
π
4 i − e

3π
4 i = cos

π

4
+ i sin

π

4
− cos

3π

4
− i sin 3π

4
= 2 cos

π

4
=
√
2,

z1−z3 = (1+i)
√
2, z1−z4 =

√
2i, z4−z1 = −

√
2i, z4−z2 = (1−i)

√
2, z4−z3 =

√
2

dobijamo da je I = 2πi · −1
2
√
2
= − π√

2
i.

Napomena. Poxto su singularne taqke polovi prvog reda, navedene rezidume
mo�emo da izraqunamo i na slede�i naqin

res
z=z1

f(z) =
1

(1 + z4)′

∣

∣

∣

∣

z=z1

=
1

4z31
=

1

4
e−

3π
4 i,

res
z=z4

f(z) =
1

(1 + z4)′

∣

∣

∣

∣

z=z4

=
1

4z34
=

1

4
e
3π
4 i.
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48. Ako je y L−→ Y , tada je y′ L−→ sY i
∫ t

0

y(x)dx
L−→ 1

s
Y . Kako je

1

2
tf(t)

L−→ e−3s
3s+ 1

s2
,

iz date jednaqine dobijamo
(

s− 1

s

)

Y = e−3s
3s+ 1

s2
.

Rexavaǌem po Y nalazimo da je

Y =
3s+ 1

s(s2 − 1)
e−3s =

1− s2 + 3s+ s2

s(s2 − 1)
e−3s =

(

−1

s
+

3 + s

s2 − 1

)

e−3s.

Sada lako dobijamo inverznu Laplasovu sliku od Y ,

y(t) = (−1 + 3 sinh(t− 3) + cosh(t− 3))u(t− 3).

Napomena. Ako je poqetni uslov y(0) = A, tada je y′ L−→ sY − A, pa je

Y (s) =
3s+ 1

s(s2 − 1)
e−3s + A

s

s2 − 1
,

a rexeǌe date jednaqine je

y(t) = (−1 + 3 sinh(t− 3) + cosh(t− 3))u(t− 3) + A sinh t.

55. Pridru�eni sistem je

dx

yx2 − xz
=

dy

y2x+ yz
=
dz

z
.

Iz jednakosti
ydx+ xdy

y2x2 − xyz + y2x2 + xyz
=

d(xy)

2(yx)2
=
dz

z

dobijamo prvi integral

ln z2 +
1

xy
= A,

a iz jednakosti

ydz − xdy
y2x2 − yxz − y2x2 − xyz

=
ydx− xdy
−2xyz

=
dz

z

dobijamo drugi prvi integral

x

y
e2z = B.
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Da li su ovi prvi integrali nezavisni? Ako je

ϕ(x, y, z) = ln z2 +
1

xy
, ψ(x, y, z) =

x

y
e2z,

tada je
∣

∣

∣

∣

ϕ′x ϕ′y
ψ′x ψ′y

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

− 1
x2y

− 1
xy2

1
y
e2z − x

y2
e2z

∣

∣

∣

∣

=
2e2z

xy3
6= 0.

Prema tome, dobijeni prvi integrali su nezavisni, pa je opxte rexeǌe date
jednaqine implicitno definisano jednakox�u

F

(

ln z2 +
1

xy
,
x

y
e2z
)

= 0,

gde je F diferencijabilna funkcija dve promenǉive.

56. Za podintegralnu funkciju f va�i f(z) ∼ 2

z(z2 + 1)2
kada z → 0, xto znaqi

da je z = 0 pol prvog reda za funkciju f . Lako se vidi da je res
z=0

f(z) = 2.

Taqke z = i i z = −i su polovi drugog reda i pripadaju oblasti koju
ograniqava kontura C. U taqki z = i je

res
z=i

f(z) = lim
z→i

(

sin 2z

z2(z + i)2

)′

LP
= lim

z→i

2 cos z · z(z + i)− 2 sin 2z · (z + i)− 2 sin 2z · z
z3(z + i)3

=
2 cos(2i) + 3i sin(2i)

4

=
1

4

(

5

2
e−2 − 1

2
e2
)

.

Sliqno se dobija da je res
z=−i

f(z) = res
z=i

f(z).

Prema tome,

I = 2πi

(

2 +
1

2

(

5

2
e−2 − 1

2
e2
))

= (4− sinh 2 + 2e−2)πi.

57. Ako je L[f ] = F i f(t) =
g(t)

t
, onda je

g
L−→ 6

(s2 − 1)(s2 − 9)
, F (s) = 6

∫ ∞

s

dz

(z2 − 1)(z2 − 9)
.

Kako je

1

(z2 − 1)(z2 − 9)
= − 1

16
· 1

z − 1
+

1

16
· 1

z + 1
+

1

48
· 1

z − 3
− 1

48
· 1

s+ 3
,
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to je

F (s) = −3

8

∫ ∞

s

dz

z − 1
+

3

8

∫ ∞

s

dz

z + 1
+

1

8

∫ ∞

s

dz

z − 3
− 1

8

∫ ∞

s

dz

z + 3

= −1

8
ln

(s+ 1)3(s− 3)

(s− 1)3(s+ 3)

=
1

8
ln
s− 3

s+ 3
− 3

8
ln
s− 1

s+ 1
.

61. Iz jednakosti
d(x+ z)

(x+ z)2
=

dy

x+ z
imamo prvi integral

x+ z

ey
= C1, a iz

jednakosti
dx

dz
=
x2 + z2

2xz
dobijamo Bernulijevu jednaqinu

x′ − 1

2z
x =

z

2
x−1.

Rexavaǌem ove jednaqine nalazimo drugi prvi integral
x2 − z2

z
= C2.

Prema tome, u = F

(

x+ z

ey
,
y2 − z2

z

)

, gde je F diferencijabilna funkcija
dve promenǉive.

62. Kako je f(z) =
ez + e−z

2
=
ex−iy + eiy−x

2
, to je f(z) = u+ iv, gde je

u(x, y) = coshx cos y, v(x, y) = − sinhx sin y.

Iz Koxi Rimanovih uslova

sinhx cos y = − sinhx cos y, − coshx sin y = coshx sin y

sledi da je sin y = 0 i sinhx = 0, odnosno y = kπ i x = 0.
Prema tome, funkcija je diferencijabilna u taqkama zk = kπi, gde je k ∈ Z.

63. Uoqimo najpre da je
∫ t

0

(y′′(x) + y′(x)) cos(t− x)dx = (y′′′ + y′) ∗ cos)(t).

Ako je Y = L[y], tada je

4sY − 5Y + 65 · 2

s2 + 22
= (s3 + s)Y · s

s2 + 1
= s2Y,
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pa je

Y =
130

(s2 + 4)(s2 − 4s+ 5)

=
8s+ 2

s2 + 4
+
−8s+ 30

s2 − 4s+ 5

= 8 · s

s2 + 4
+

2

s2 + 4
− 8 · s− 2

(s− 2)2 + 1
+ 14 · 1

(s− 2)2 + 1
.

Inverznom Laplasovom transformacijom dobijamo da je

y(t) = 8 cos 2t+ sin 2t+ e2t(14 sin t− 8 cos t).

64. Iz jednakosti

dx

x+ y − xy2
=

dy

x− y − x2y
=

dz

x2 + y2

sledi da je

xdx− ydy
x(x+ y − xy2)− y(x− y − x2y)

=
1

2
· d(x

2 − y2)
x2 + y2

=
dz

x2 + y2
,

kao i
ydx+ xdy

y(x+ y − xy2) + x(x− y − x2y)
=

d(xy)

(x2 + y2)(1− xy)
=

dz

x2 + y2
.

Prema tome, prvi integrali su

x2 − y2 − 2z = C1, z + ln |xy − 1| = C2,

a rexeǌe jednaqine je dato implicitno jednakox�u

F (x2 − y2 − 2z, z + ln |xy − 1|) = 0.

65. Singularne taqke integranda su z = −i, z = i i z = kπ, a oblasti {z | |z −
i|2 ≤ 2} pripadaju samo taqke z = i (pol prvog reda) i z = 0 (pol drugog reda).

Kako je

res
z=i

f(z) = lim
z→i

(z − i)f(z) = lim
z→i

1

(z + i)z · sin z
=

1

2i · i · sin i
=

i

2 sinh 1
,

res
z=0

f(z) = lim
z→0

(

z2f(z)
)′

= lim
z→0

(

z

(z2 + 1) sin z

)′

= lim
z→0

(z2 + 1) sin z − z[2z sin z + (z2 + 1) cos z]

(z2 + 1)2 sin2 z

= . . .

= 0,
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to je
∫

C+

f(z)dz = 2πi
[

res
z=i

f(z) + res
z=0

f(z)
]

= 2πi · i

2 sinh 1
= − π

sinh 1
.

66. Iz sinh t =
et − e−t

2
sledi da je

sinh3 t =
1

8

(

e3t − 3e2t · e−t + 3et · e−2t − 3−3t
)

=
1

8

(

e3t − e−3t
)

− 3

8

(

et − e−t
)

=
1

4
sinh 3t− 3

4
sinh t,

pa je

F (s) =
1

4
· 3

s2 − 9
− 3

4
· 1

s2 − 1
.

Drugo rexeǌe je dato u staroj zbirci1, zad.404 na str.145.

67. Iz jednakosti
dx

x+ y
=

dy

x− y
=
dz

2y

imamo da je
dx− dy

2y
=
dz

2y
, y′ =

x− y
x+ y

.

Prvi integrali su

x− y − z = C1, y2 + 2xy − x2 = C2,

a rexeǌe jednaqine je

u(x, y, z) = F (x− y − z, y2 + 2xy − x2).

68. Singularne taqke zk = (2k+1)πi su rexeǌa jednaqine ez +1 = 0, pri qemu
samo z0 i z−1 pripadaju oblasti {z | |z| ≤ 4}. Kako je

lim
z→z0

(z−z0)f(z) = lim
z→πi

(z − πi) cos z
ez + 1

= lim
z→πi

cos z − (z − πi) sin z
ez

=
cosπi

eπi
= − coshπ 6= 0,

lim
z→z−1

(z − z0)f(z) = lim
z→−πi

(z + πi) cos z

ez + 1
= lim

z→−πi

cos z − (z + πi) sin z

ez
= − coshπ 6= 0,

to su z0 i z−1 polovi prvog reda.

1D. �ori�, MATEMATIKA 3 - Zbirka rexenih zadataka, FON, 2009.
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Prema tome,
∫

C−
f(z)dz = −

∫

C+

f(z)dz = −2πi
[

res
z0
f(z) + res

z−1
f(z)

]

= −2πi·(−2 coshπ) = 4πi·coshπ.

69. Ako je Y = L[y], tada je

(s2 + 4s+ 4)Y = 2 +
e−2s

s
.

Kako je

G(S) =
1

s(s+ 2)2
=

1

4
· 1
s
− 1

4
· 1

s+ 2
− 1

2
· 1

(s+ 2)2
,

to je L1−[G] = g, gde je

g(t) =
1

4
− 1

4
e−2t − 1

2
te−2t.

Inverznu sliku za Y sada mo�emo da izrazimo pomo�u funkcije g,

y(t) = 2te−2t + g(t− 2)u(t− 2).

70. Pridru�eni sistem je

dx

x2 + y2
=

dy

2xy
=

dz

x+ y
.

Iz jednakosti
d(x+ y)

(x+ y)2
=

dz

x+ y
imamo da je

x+ y

ez
= C1, a iz jednaqine

x′ =
1

2y
x+

y

2
x−1

dobijamo da je
x2 − y2

y
= C2.

Rexeǌe date jednaqine je u = F
(

x+y
ez
, x

2−y2
y

)

, gde je F diferencijabilna
funkcija dve promenǉive.

71. Kako je
f(z) = coshx cos y − i sinhx sin y,

iz Koxi Rimanovih uslova sledi da je sin y = 0 i sinhx = 0.
Prema tome, funkcija f je diferencijabilna u taqkama z = kπi.

72. Ako je Y = L[y], tada je

Y =
130

(s2 + 4)(s2 − 4s+ 5)
=

8s+ 2

s2 + 4
+
−8s+ 30

s2 − 4s+ 5
.
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Rexeǌe date jednaqine je

y(t) = 8 cos 2t+ sin 2t+ e2t(14 sin t− 8 cos t).

121. Opxte rexeǌe date jednaqine definisano je implicitno jednakox�u

F

(

ln |x|+ 1

ez
,
z + 1

ez
− 1

xy

)

= 0,

gde je F diferencijabilna funkcija dve promenǉive.

122. Singularne taqke su z = 0 (pol prvog reda) i z = 3 (pol drugog reda),
pri qemu je

res
z=0

f(z) =
π

54
, res

z=3
f(z) = − 2

27
.

Prema tome,

I = 2πi
(

res
z=0

f(z) + res
z=3

f(z)
)

=
π(π − 4)

27
i.

123. Ako je X = L[x] i Y = L[y], tada je

X(s) =
17s3 + 51s2 + 20s+ 57

s(s+ 4)(s2 + 1)
, Y (s) =

17s3 + 102s2 + 17s+ 114

s(s+ 4)(s2 + 1)
,

a rexeǌe datog sistema je

x(t) =
67

4
+

295

68
e−4t − 27

17
cos t+

6

17
sin t

y(t) =
57

2
− 295

34
e−4t − 48

17
cos t− 12

17
sin t.

133. Rexeǌe datog sistema je

x(t) = C1e
4t + C2e

−2t

y(t) = C1e
4t + (C2 + 2C3)e

−2t

z(t) = C1e
4t + C3e

−2t.

134. Datu konturu C mo�emo da razlo�imo na du� C1 i polukru�nicu C2.
Parametrizacijom linija C1 i C2 dobijamo da je

I1 =

∫

C1

f(z)dz = 0, I2 =

∫

C2

f(z)dz = 2(3− 2
√
2)i.

Prema tome, I = I1 + I2 = 2(3− 2
√
2)i.
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135. Ako je Y = L[y], tada je

Y (s) =
25

s2(s2 − 4s+ 5)
+

s− 2

s2 − 4s+ 5)
,

a rexeǌe jednaqine je

y(t) = 4 + 5t+ 3e2t(sin t− cos t).
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